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DISCOURS 

PRÉLIMINAIRE. 

JL  A  mécanique  des  corps  soHdes  ^  dont  il  est 
question  dans  cet  ouvragé,  se  divise  en  deux  par- 
ties: Tune,  appelée  statUfue ,  considère  Tétat 
d'équilibre,  ou  les  rapports  qu'ont  entre  elles  plu- 
sieurs forces  qui  se  combattent  et  qui  anéantissent 
leurs  effets  réciproques  et  opposés  ;  Tautre ,  ap- 
pelée mécanique  proprement  dite ,  ou  plus  sim- 
plement dynamique ,  a  pour  objet  les  propriétés 
du  mouvement,  considéré  en  lui-même,  ou  pro- 
duit par  l'action  et  la  réaction  que  plusieurs  corps 
exercent  les  uns  sur  les  autres. 

Je  traiterai  successivement  ces  deux  parties. 
Mon  but  principal  est  d'instruire  les  commençants  ; 
mais,  en  eîcpliquant  les  éléments  de  la  mécanique , 
j'offre  aux  géomètres  les  données  nécessaires  pour 
résoudre  les  différentes  questions  qui  appartiennent 
à  cette  science. 

Si  l'antiquité  de  la  mécanique,  datoît  de  l'usage 
qu'on  a  fait  nécessairement  du  levier,  ou  de  quel- 
ques autres  machines  simples ,  aussitôt  qu'on  a 
voulu  construire  des  cabanes ,  des  mstruments 
propres  au  labourage ,  etc.  ,  elle  remonteroit 
presque  à  Tprigine  des  sociétés.  Maïs  ces  pratiques 
informes  et  grossières  n'étoient  pas  fondées  sur 


vj  D I  s  c  o  u  a  «. 

des  principes  scientifiques.  On  voit ,  par  quelquef 
écrits  d' Aristx>te  ,  quâu  temps  où  il  a  vécu ,  let 
philosophes  n  avoient  encore  que  des  notions  con 
fuses ,  ou  même  fausses ,  sur  la  nature  de  Tëqui- 
lîbre.  Archimede  doit  être  regarde  comme  le  vra: 
inventeur  de  la  statique,  H  trouva  la  propriété 
générale  du  centre  de  gravité ,  et  il  détermina  ce 
point  dans  plusieurs  figures ,  telles  que  le  parallé- 
logramme ,  le  triangle,  la  parabole ,  etc.  Il  fit  voii 
que  deux  poids  suspendus  aux  deux  extrémités 
d'une  balance ,  et  en  équilibre ,  sont  réciproque- 
ment proportionnels  à  leurs  distances  au  poini 
d'appui  ;  d'où  résultoit  toute  la  théorie  du  levier, 
Il  étendit  cette  théorie  à  plusieurs  autres  machiner 
quil  imagina.  On  lui  doit,  par  exemple ,  le  plan 
incliné,  la  vis  ordinaire,  une  sorte  de  vis  qui  porte 
«on  nom ,  et  qui  sert  à  élever  de  Teau  par  un  mou- 
vement continu.  Tous  les  historiens  parlent  de 
Tétonnement  où  il  jeta  ses  compatriotes ,  et  de  la 
terreur  qu  il  répandit  dans  Tarmée  romaine ,  pai 
les  effets  inouis  de  ses  machines,,  au  siège  de 
Syracuse.  Un  ingénieur  romain ,  nommé  Appius  j 
faisoit  'jouer  plusieurs  grosses  machines  poui 
rompre  la  muraille  qui  entouroit  la  ville  ;  mais 
Archimede  {\)ne  se  soucioit  point  de  tout  cela , 
comme  aussi  n^étoit-^ce  rien  auprès  des  engim 
qu^il  a^foit  inventés  :  non  que  lui  en  fit  autremem 

(i)  Plutarque ,  Tie  de  Martellus.  Je  me  sers  de  la  traductiox 
d*Amyot. 
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casny  compte,  ne  qu'il  les  eût  faits  comme  che/s" 

dœwre  pour  montrer  son  esprit ,  car  c'étoient 

pour  la  plupart  jeux  de  géométrie  qu'il  auoit 

faits  en  s  ébattant  par  manière  de  passe-temps , 

à  Pins  tance  du  roi  Hieron ,  lequel  l'auoit  prié  de 

révoquer  un  petit  la  géométrie  de  la  spéculation 

des  choses  intellectiues  à  Faction  des  corpo^ 

relies  et  sensibles ,  et  faire  que  la  raison  dé^ 

monstrati^e  fût  un  peu  plus  évidente  et  plus 

facile  à  comprendre  au  commun  peuple ,  en  la 

meslant  par  expérience  matérielle  à  l'utilité  de 

Fusage.   Voyez  dans  Plutarque  même  Thistoire 

de  la  rësîstance  que  les  machines  d'Archimede 

opposèrent  à  la  prise  de  Syracuse. 

En  recpnnorssant  que  les  modernes  tiennent 

d'Archiraede  les 'principes  delà  statique  ,  nous 

devons .  ajouter ,  avec  la  même  ëquîté,  quils  les 

ont  généralisés  et  perfectionnés.  Quant  à  la  théorie 

du  mouvement ji  il  paroît  qu  elle  n  a  pas  été  connue 

des  anciens.  Je  parle  des  mouvements  variés  ;  car 

le  mouvement  uniforme  n  a  aucune  difficulté  ;  et 

du  moment  qu'on  y  a  fait  attention ,  ses  propriétés 

se  sont  présentées  d'elles-mêmes.  Galilée  trouva, 

au  comniencement  du  xvn'  siècle  y  la  loi  de  Tac- 

câjération  des  graves.  On  voyoit  bien  qu  une  pierre 

qui  tombe  acquiert  d'autant  plus  de  vitesse  qu'elle 

tombe  de  plus  haut  ;  mais  on  ignoroit  et  Galilée 

détermina  la  proportion  exacte  suivant  laquelle  la 

vitesse  augmente.  Cette  découverte  le  conduisit  à 

une  théorie  complète  du  mouvement  uniforme- 
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ment  Siceéïété:  Desè^rte^  se  trompa>  du  moins  en 
^rtie,  dsOLs  les  telles  qu'il  Voulut  établir  pour 
détetmînêr  les  motivemtents  qui  résultent  de  la 
pèfcussioû  muttielle  des  eoirps.  Huguens ,  Wren 
èi  WaHîs  donnèrent  les  vraies  lois  de  ces  mouve- 
ïfients.  Bientôt  Tanalyse  infinitésimale  fut  inven- 
tée ,  et  deviiït  entre  les  mains  des  modernes  uti 
instrument  qu'ils  appliquèrent  h,  toutes  les  parties 
des  mâthéritatîques.  Je  ne  finirois  point  si  je  vou- 
loîs  rapporter  efl  détail  les  découvertes  qu'ils  ont 
faites,  par" ce  moyen,  dans  la  mécanique^  et  sur- 
tout dans  la  théorie  des  mouvements  produits  par 
l'action  et  la  réatction  que.  les  corps  d'un  même 
système  exercent  les  uns  sur  les  autres  ;  on  peut 
consulter  les  traités  particuliers  de  mécanicpie 
qu'ils  ont  écrits ,  et  les  mémoires  des  plus  célèbres 
académies  de  l'Europe.  Jfe  réviens  à  mon  ouvrage. 

PREMIÈRE   PARTIE. 

STATIQUE. 

Presque  tous  les  auteuts  élémentaires  dé  sta- 
tique se  bornent  à  considérer  l'état  d'équilibre 
relativement  aux  machines.  Ici  j'enVisage  la  sta- 
tique sous  un  point  de  Vue  plus  étendu  :  je  com- 
mehce  par  établir  les  conditions  générales  de 
Téquilibre  ;  ensuite  j'en  fais  l'application  au  cas 
particulier  des  machines. 

Chaque  science  est  fondée  sur  quelques  axiomes 
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OU  propositions  dont  lai  vérité  est  évidente  par 
elle-même.  Ainsi,  dans  la  statique,  on  regarde 
comme   des   axiomes  ,  qu  un  point  sollicité   au 
mouvement  par  plusieurs  forces ,  ne  peut  prendre 
qu'un  seul  chemin;   que  deux  forces  égales  et 
directenient  opposées  se  détruisent  ;  qu  une  force 
appliquée  à  un  corps ,  perpendiculairement  à  une 
Kgrie  otL  à  lin  plan ,  n'ayant  pas  plus  de  tendance 
à  mouvôî]^  le  corps  dans  un  sens  que  dans  un 
autre ,  Jjarallèlettient  à  cette  ligne  oti  à  ce  plan , 
ne  doit  engefldret  aucun   mouvement  de  cette 
espèce.  Tels  sont  les  caractères  qui  me  servent  à 
reconiioître  et  à  établir  Téquilibre  dans  los  diffé- 
rentes cômbiiiaièdns  de  fotces ,  qui  peuvent  avoir 
lieu.  Parcourons  rapidement  ces  combinaisons. 

La  première  et  la  plus  simple  de  toutes  est  celle 
des  forces  qui  agissent  suivant  une  même  ligne 
droite ,  les  unes  d'un  côté ,  les  autres  du  côté  ôp-» 
posé.  On  prouve  sans  peine  que  toutes  les  forces 
dirigées  d'un  même  côté  produisent  une  résul- 
tante égale  à  leur  somme.  De  là ,  pour  qu  il  y  ait 
équilibre  dans  le  cas  présent ,  il  faut  que  la  somme 
de  toutes  les  forces  qui  tirent ,  par  ejcemple ,  de 
gauche  à  droite ,  Soit  égale  à  la  somme  de  toute» 
les  forces  i^uî  tirent  de  droite  à  gauche. 

les  forces  ,  dont  les  directions  concourent  en 
titt  même  point,  forment  une  seconde  classe  folrt 
étendue.  En  prenant  d'abord  deux  de  ces  forces , 
elles  ont  une  résultante  exprimée  par  la  diagonale 
d'un  parallélogramme  construit  sur  leurs  direc* 
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tions.  Cette  résultante ,  combinée  avec  une  troi- 
sième force,  produit  une  résultante  exprimée  par 
la  diagonale  d'un  second  parallélogramme  ana- 
logue au  premier  ;  ainsi  de  suite.  Par  ce  moyen , 
toutes  les  forces  proposées  se  réduiront  à  deux 
seulement ,  lesquelles ,  en  vertu  de  l'équilibre  , 
seront  égales  et  directement  opposées. 

On  peut  rapporter  à  la  même  classe  les  forces 
dont  les  directions  sont  parallèles  ;  car  des  lignes 
parallèles  peuvent  être  regardées  comme  concou- 
rantes en  un  même  point  infiniment  éloigné.  Si 
Ton  considère  deux  de  ces  forces,  qui  agissent 
d'un  même  côté ,  on  trouve  qu'elles  produisent 
une  résultante  qui  leur  est  parallèle ,  et  qui  est 
égale  à  leur  somme,  de  même  que  si  elles  agis- 
soient  en  lignée  droite.  De  plus,  la  direction  d^ 
cette  résultante  partage  la  distance  des  directions 
des  forces  composantes  en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  quantités  des  mêmeî 
forces.  On  formera  pareillement  une  seconde  ré- 
sultante, en  combinant  celle  dont  nous  venom 
de  parler ,  avec  une  troisième  force.  Ainsi  on  par- 
viendra ,  comme  tout-à-rheure ,  à  deux  forcer 
finales ,  qui  seront  égales  et  directement  opposées 
pour  satisfaire  au  principe  fondamental  de  Téqui 
libre.  Je  n ai  pas  besoin  de  faire  observer  quoi 
pourroit  regarder  comme  un  cas  particulier  de^ 
forces  parallèles  celui  des  forces  qui  agissent  sui 
vant  une  même  ligne  droite. 

Les  forces  parallèles  ont  un  grand  nombre  d 
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propriA^s  que  je  démontre  en  détail ,  et  d'une 
manière  nouvelle  à  quelques  égards.  Ces  pro- 
priétés sont  curîeusrs  par  elles-mêmes ,  et  servent 
à  abréger  extrêmement  plusieurs  recherches  de 
mécanique. 

A  mesure  que  nous  avançons ,  les  problêmes  se 
compliquent  et  se  généralisent.  Après  avoir  dé- 
terminé l'équilibre  des  forces  concourantes  en  un 
même  point,  ou  parallèles  entre  elles ,  nous  voici 
parvenus  à  la  considération  des  forces  qui  ont  des 
directions  quelconques.  Figurons-nous  donc  qu  à 
difféjpents  points  d'un  corps  solide,  de  grandeur 
sensible,  parfaitement  libre  d'ailleurs,  sont  ap- 
pliquées des  forces  qui  le  tirent  ou  le  poussent , 
suivant  telles  directions  qu'on  voudra  imaginer* 
H  seioit  difficile  de  réduire  immédiatement  l'état 
de  ces  forces  aux  lois  primordiales  de  l'équilibre. 
Mais  on  peut  parvenir  à  ce  but ,  en  s' aidant  des 
propositions  déjà  démontrées,  et.en  observant  que 
chaque  force  en  particulier  peut  être  décomposée 
en  trois  autres ,  parallèles  à  trois  lignes  données 
de  position.  Qu'on  mené  dans  l'espace  trois  lignes 
fixes ,  et  qui  se  croisent  perpendiculairement  entré 
aies  en  un  même  point.  Chaque  puissance  appli- 
quée au  corps  ayant  été  décomposée  en  trois 
autres ,  parallèles  à  ces  trois  lignes ,  et  considé- 
rant que  toutes  les  forces  parallèles  qui  agissent 
dans  le  même  sens  sont  réductibles  à  une  seule 
force  égale  à  leur  somme  ;  il  est  aisé  de  voir  que 
toutes  les-puissances  proposées ,  en  quelque  nom- 
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bre  qu  elles  soient ,  et  de  quelque  manief^  qu'elle^ 
soient  dirigées ,  pourront  être  réduites  à  six  force» 
parallèles  à  nos  trois  lignes.  Des  deux  forces  pa- 
rallèles a  une  même  ligne ,  lune  tire  de  gauche 
à  droite ,  l'autre  de  droite  à  gauche.  Cela  posé ,  je 
trouve  les  conditions  de  Térjuilibre  d'une  manière 
nouvelle ,  et  qui  ne  me  paroît  rien  laisser  à  dé- 
sirer du  côté  de  la  simplicité.  J  exprime  ces  con- 
ditions par  six  équations  générales^  qui  font  voir, 
1°.  que,  pour  chaque  paire  de  forces  qui  agissent 
parallèlement  à  la  même  ligne ,  la  force  qui  tire 
de  droite  à  gauche  doit  être  égale  à  la  force  qui 
tire  de  gauche  à  droite  ;  2!".  que  la  somme  des 
énergies  ou  moments  des  forces  qui  tendent  à 
faire  tourner  le  cotps,  en  un^sens,  autour  de 
chacune  de  nos  trois  lignes ,  doit  être  égale  à  la 
somme  des  mfoments  des  forces  qui  tendent  à  le 
faire  tourner  dans  le  senS  contraire.  Ce  problême 
est  le  plus  compQsé  de  toute  la  statique  ;  et  il  est 
susceptible  d'une  infinité  d'applications  particu- 
lières ,  à  l'aide  du  caliiul  et  de  la  géométrie.  Lorsque 
le  corps  auquel  les  forcer  sont  appliquées  est 
arrêté  par  un  point  fixe  autour  duquel  il  a  d'aile 
leurs  entière  liberté  dé  pouvoir  pirouetter  en 
toutes  sortes  de  sens ,  il  n'y  a  plus  que  les  trois 
dernières  équations  qui  soient  nécessaires  poiir 
réqûiiibre  ;  et  elles  comprennent  tottté  la  théorie 
de  réqiiilibfe  du  levier  ordinaire ,  envisagée  sous 
le  point  de  vue  le  plus  général. 
Il  y  a ,  dans  lès  Corps  soumis  à  Taction  de  la 
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f>esantBi4r^  un  point  remarquable ,  qu'on  appelle 

centre  de  grai^ité»  La  détermination  de  ce  point 

etdesS  propriétés  qui  lui  appartiennent  est  une 

ikanche  de  la  coaipa^ition  et  décomposition  des 

fcNTces  parall^les^  On  trouve ,  dans  la  plupart  des 

Hvres  de  mécanique ,  que  Je  iceotre  de  gravité  est 

uu  point  par  lequel  un  coi^  étant  suspendu  en 

di£féreil:ts  $eB5  »  demeurera  imn^Lobile  dans  toutes 

1^^  isîtuation^  po^hles.  Cela  suppose ,  comme  ooi 

lipit^  qu'en -attaob^UEit  le  corps  pair  différents  points 

à  vhbl  ccM^don.,  tous  les  prolongements  de  ce  cordon 

se  jcroiiseEafit  nu  centre  de  gravité.  Or  cette  asser-- 

tkm  ^t>*ciUe .  évidente  par  elle-même ,  et  n  avoit- 

tSVe  pas  basoia  d'être  démontrée  ?  Je  fais  voir  très 

fibD{âi^a[i€9Qit  .qu  elle  est  en  effet  exacte ,  et  par-^là 

je  Je'K  Je  doute  légitime  qu  on  pouvoit  avoir  à 

ce  m^et. 

X»'équilîlsKre  des  machines  .est  la  partie,  sinon 

la  fius  îdifficile^  du  moins  la  plus  utile  de  la  sta- 

lixfit^  par  les  services  continuels  qu  elle  rend  à 

'  la  suçiété.  B.  étoit  donc  essentiel  de  la  traiter  avec 

damé  et  pséoifiion.  Je  n'ai  rien  négligé  pour  rem* 

•  #bx»t.objet. 

La  plupart  des  hommes  qui  n'ont  pas  fait  une 
^bBâe:approfaadie  des  lois  générales  de  l'équilibre 
iOQt des  «idées  bien  peu  ajustes  de  leffet  des  ma^ 
dunes.  Il  y  .a  des  gens  qui,  nés  avec  de  l'adresse 
dans  Jes  doigts  «  et  même  avec  de  Timagination , 
ïte  voient  que  confusément  le  produit  de  la  com-- 
iûuison.des  différeiïtes  pièces  qui  composent  une 


bis  c ou  R s 
machine,  parcequ'ïls  sont  dt'pourvns  tieprincîp 
puisés  dans  la  saine  tliéorie.  Ils  ont  m'annioinsid 
pour  l'ordinaire  ,  beaucoup  d'assurance  ;  ils  . 
noncent  avec  emphase  les  prétendues  inerveitl 
de  leurs  inventions  en  ce  genre.  S'ils  rencoiitrei 
des  incrédules,  ils  leur  citeront  en  exemple  '. 
proposition  que  faisoit  Archimede ,  bien  digtl 
,  d'inspirer  la  confiance ,  de  soulever  le  globe  i 
la  terre  ,  pourvu  qu'on  lui  donniU  un  point  Rm 
pour  attacher  son  levier.  Voyons  si  cet  exeinp 
conclut  en  leur  faveur  ;  et  apprécions  l'espérand 
qu'on  peut  justement  concevoir  d'une  machine.  ' 

Le  mouvement  ne  peut  pas  naître  de  lui-mêrt 
Il  est  essentiellement  produit  par  quelque  agrt 
extérieur  qui  tire  la  matière  de  l'état  de  repos ,  t 
qui  accélère    l'impulsion  qu'elle  peut  avoir  d^ 
reçue.  Or  la  force  que  l'agent  dépense  pour  ce) 
est  nécessairement  limitée.  Par  exemple,  qu"d 
homme  traîne  une  pierre  sur  le  terrain  ,  il  pen 
«ne  certaine  partie  de  sa  force  contre  cette  masai 
et  si,  à  raison  de  son  poids  et  du  frottement, 
pierre  oppose  une  résistance  que  l'agent  ne  puis 
surmonter ,  il  n'y  aura  point  de  mouvement.  Sup 
posons  que  la  pierre  marche  :  nous  pouvons  con- 
cevoir que  la  force  entière  et  absolue  de  l'homme 
est  partagée  en  trois  autres  ;  la  première,  qui  lui 
reste ,  et  en  vertu  de  laquelle  il  marche  lui-même  ; 
la  seconde ,  qui  est  absorbée  par  la  résistance  des 
frottements;  la  troisième,  qui  est  employée  à  faire 
marcher  la  pierre.  Cette  dernière  est  proprement 


ee  qu'on  appelle  ïa/orce  mouvante  ;  elle  est  me- 
surée par  le  produit  de  la  masse  qu  elle  meut ,  et 
delà  vitesse  qu  elle  lui  imprime.  Il  en  est  de  même 
pour  toutes  les  autres  espèces  d'agents ,  propor- 
tion gardée  ;  on  peut  considérer  en  général  toute 
force  mouvante ,  comme  ayant  pour  éléments  ou 
facteurs  un  poids  et  une  vitesse.   Je  n  examine 
point  si ,  dans  Thypothese  proposée ,  il  n'y  a  pas , 
relativement  à  la  manière  dont  un  animal  tire  sa 
force  du  jeu  de  ses  muscles ,  une  vitesse  propre 
à  rendre  la  dépense  d'action  extérieure  qu'il  peut 
faire  9  la  plus  grande  qu'il  est  possible.  Pour  écar- 
ter cette  question ,  qui  appartient  à  l'économie  des 
forces  animales ,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi ,  et 
pour  réduire  le  problème  à  ses  plus  simples  termes, 
/e  suppose  que  chaque  agent  est  employé  de  la 
façon  la  plus  avantageuse ,  et  que  par  conséquent 
il  donne  à  la  machine  toute  la  force  qu'il  peut 
lui  donner  réellement*  Nous  avons  donc  une  force 
mouvante,  fixe  et  déterminée,  qui  servira  à  vaincre 
une  certaine  résistance ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  à  élever  un  certain  fardeau.  Elle  demeu- 
rera toujours  la  même ,  quelques  moyens  qu'on 
«mploie  pour  la  transmettre  au  fardeau  dont  il 
s'agit  Vainement,  dans  la  vue  de  l'augmenter, 
voua  multiplierez  les  leviers  et  les  roues  :  tous  ces 
instruments  n'ont  par  eux-mêmes  aucune  vertu 
active  ;  ils  n'ont  de  force  qu'autant  qu'ils  en  re- 
çoivent; souvent  même  ils  absorbent  en  pure  perte 
une  partie  de  la  force  mouvante ,  soit  par  les  points 
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fixes  et  destructeurs  qu  ils  lui  prësentent ,  soît  par 
le  frottement  et  les  autres  résistances  qu  ils  ooca* 
sionnent  Leur  véritable  destination  ne  peut  donc 
être  que  de  modifier  différemment  la  force  mou- 
vante, en  la  transportant  au  fardeau  à  élever.  S'ils 
font  augmenter  ce  fardeau ,  ils  font  diminuer  sa 
vitesse  en  même  rapport  ;  si  au  contraire  ils  aug- 
mentent la  vitesse ,  c'est  aux  dépens  de  la  masse. 
Archimede  avoit  raison  de  dire  qu  avec  un  levier 
et  un  point  fixe ,  il  soulevejoit  le  globe  de  la  terre. 
Il  suffît ,  pour  s'en  convaincre ,  de  jeter  les  yeux 
sur  une  balance  dont  les  'bras  sont  inégaux.  Plus 
Tun  des  bras  est  long ,  par  rappqiît  à lautre,  plus  fl 
favorise  le  poids  attaché  à  sqn  extrémité  ;  en  sorte 
qu'en  augmentant  de  plus  en  plus  catte  longueur, 
il  n  y  aura  pas  de  bornes  à  la  diminution  du  poid^ 
qui  lui  est  appliqué.  Dans  les  machines  où  il  est 
ainsi  question  simplement  d'établir  lléquilibre ,  les 
forces ,  par  la  manière  dont  elles  sont  situées , 
peuvent  différer  extrêmement  en  quantités.  Mais 
la  plupart  des  machines  ont  pour  objet  de  prOî- 
duire  du  mouvement  ;  et  alors,  la  force  mouvante 
étant  toujours  la  même ,  le  fardeau  élevé  sera  plus 
ou  moins  grand ,  selon  qu  il  prendra  moins  ou 
*plus  de  vitesse.  Vous  pouvez  donc ,  par  exemple , 
avec  un  poids  d'une  livre  appliqué  à  l'extrémitë 
d'un  bras  de  levier  de  dix  pieds ,  faire  équilibre  à 
un  poids  de  dix  livres ,  appliqué  à  l'extrémité  de 
l'autre  bras ,  qui  est  d'un  pied  ;  mais  si  vous  voul^ 
produire  du  mouvement ,  et  si  vous  supposep  que 
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i  force  mouvante  soit  le  poids  d'une  livre  ^  animé 
l'tfune  vitesse  capable  de  lui  iliire  parcourir  un  pied 
i  une  seconde  ;  le  fardeau  éle\é ,  c'est-à-dire  le 

oids  de  dix  livres ,  ne  parcourra  pendant  le  même 
pieraps  que  la  dixième  partie  d'un  pied  ;  car  les 
vitesses  des  deux  poids  peuvent  être  représentées 
par  les  arcs  semblables  qu'ils  df^crivent  dans  le 
même  temps ,  et  ces  deux  arcs  sont  entre  eux 
fx)mme  leurs  rayons  ou  les  bras  du  levier.  Il  est 
^lair  par-là  que  si  Archimede  avoit  réellement  eu 
[es  clioses  qu'il  deraandoit  poiu-  faire  monter  le 
dobe  de  la  terre ,  il  se  seroir  passé  un  temps  assez 

onsidérable,  avant  que  cette  masse  énorme  prit 
iin  mouvement  sensible.  Quel  est  donc  précisé- 
paent  le  but  des  machines?  La  réponse  est  aisée, 
fit  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire.  Les  machines 
«ervent  à  transmettre,  suivant  une  certaine  loi, 

L  force  mouvante  au  fardeau  qu'on  veut  élever', 
j^es  nous  offrent  la  facilité  d'augmenter  ce  far-^ 
deau,  ou  sa  vitesse;  et  cette  alternative  est  infii 
piment  précieuse  :  car  il  arrive  très  souvent  qii' ort, 

.  besoin  d'élever  un  fardeau  considérable  ,  et 
qu'on  n'est  pas  pressé  par  le  temps  ;  d'autres  fois 
pn  veut  se  procurer  une  grande  vitesse, 
flever  un  grand  fardeau.  Vous  avez  le  moyen  de 
remplir  Tune  ou  fautre  condition.  Mais  une  ma- 
chine ,  quelle  qu'elle  soit ,  ne  vous  fera  jamais  rien 
gagner  d' un  cûté ,  que  vous  ne  le  pf^diez  de  l'autre. 
Voilà  le  cercle  oécessaîre  dont  il  n'est  pas  possible 
de  sortie. 


\ 
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Mais  »  dîra-t-on ,  si  »  dans  toutes  les  machines  i 
le  fardeau  ëlevë  et  sa  vitesse  sont  réciproquement 
proportionnels,  elles  sont  donc  toutes  également 
avantageuses  ;  et  il  est  inutile  de  travailler  à  en  ima- 
giner de  nouvelles.  Ceci  a  besoin  d'être  expliqué. 

On  compte  sept  machines  simples  et  primitives  :  ' 
la  machine  funiculaire,  le  levier,  la  poulie,  le 
tour,  le  plan  incliné ,  la  vis,  et  le  coin.  Toutes  les 
autres  machines  faites  ou  à  faire  ne  peuvent  être 
que  des  combinaisons  de  ces  sept-là ,  ou  de  là 
même ,  répétée  un  certain  nombre  de  fois.  Les 
machines  simples  ont  chacune  leurs  propriétés, 
leur  objet  particulier ,  et  toute  la  perfection  dont 
elles  sont  susceptibles.  Elles  ne  peuvent  se  com- 
parer ensemble  que  dans  un  sens  fort  impropre, 
puisqu'elles  ont  différentes  destinations.  Ainsi  la 
question ,  s'il  y  a  des  machines  plus  parfaites  les 
unes  que  les  autres ,  ne  doit  pas  les  regarder;  mais 
elle  peut  être  proposée  relativement  aux  machines 
composées.  Or  l'usage  de  ces  dernières  est  fréquent 
et  indispensable ,    car  il  arrive  rarement  qu'on 
puisse  produire  l'effet  dont  on  a  besoin ,  par  le 
moyen  d'une  machine  simple.  Lorsque  vous  êtes 
donc  obligé  d'employer  une  machine  composée , 
ne  la  compliquez  du  moins  qu'autant  qu'il  est 
absolument  nécessaire  ;  évitez ,  le  plus  que  vous 
pourrez ,  les  frottements  et  les  autres  résistances 
étremgeres  au  produit  effectif  que  vous  voulez  ob- 
tenir. La  machine  la  plus  parfaite  .en  ce  genre  est 
celle  où  la  force  mouvante  se  transmet ,  avec  le 
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moins  de  dëchet  qu  il  est  possible ,  aii  fardeau  à 
ëlever.  Travaillez  à  diminuer  ce  dëchet  :  vos  re- 
cherches auront  un  but  très  rëel  et  très  utile  ;  mais 
;  tenez-vous-en  là  ;  ne  nous  promettez  rien  de  plus* 
^  Tout  autre  avantage  que  vous  voudrez  attribuer  à 
'  vos  machines  est  une  chimère. 

Ces  réflexions  générales  deviennent  sensibles 
par  les  détails  dans  lesquels  j'entre  au  sujet  des  - 
sept  machines  simples.  On  conçoit  qu'il  nest 
guère  possible  de  <Ëre  des  choses  nouvelles  sur 
une  matière  si  rebattue.  Cependant  on  trouve  ici 
des  démonstrations  qui  ne  sont  point  ailleurs ,  et 
qui  ont  l'avantage  d'être  fort  simples.  En  traitant 
du  levier ,  je  donne  la  théorie  de  l'équilibre  des 
ponts-levis,  théorie  qui  n  est  expliquée ,  du  moins^ 
qae  je  sache ,  dans  aucun  livre  de  mécanique. 

Je  ne  me  suis  pas  borné  à  considérer  TéqpiUibre 
mathématique  des  machines.  J  examine  les  résis- 
tances qu  elles  éprouvent  dans  leur  état  physique 
et  naturel ,  lorsqu'elles  sont  prêtes  à  se  mouvoir. 
Le  jfrottement  et  la  difficulté  que  les  cordes  ont 
à  se  plier  autour  des  cylindres  qu  elles  embrassent, 
opposent  des  obstacles  plus  ou  moins  sensibles  k 
^  génération  du  mouvement.  Il  suffit  de  réfléchir 
nu  peu  sur  la  nature  de  ces  résistances,  et  sur 
l'impossibilité  absolue  de  les  anéantir  totalement, 
pour  reconnoître  la  chimère  du  mouvement  per- 
pétuel. On  est  très  éloigné  de  pouvoir  évaluer  le 
frottement  et  la  roideur  des  cordes ,  avec  une  pré- 
cision géométrique.  Cependant  cette  théorie  a  fait 
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gënéralitë.  Je  doîs  cependant  ajouter  que  Camus, 
dans  ses  éléments  de  statique ,  a  aussi  évité  la 
décomposition  ;  mais  il  divise  les  espaces  parcou- 
rus par  les  corps  en  parties  infiniment  petites, 
suivant  une  proportion  particulière,  qui,  quoique 
permise ,  limite  la  rigueur  et  la  généralité  dei  la 
démonstration. 

Le  second  livre  a  pour  objet  les  lois  de  la  com- 
mimication  des  mouvements.  Je  suppose  quoa 
imprime  du  mouvement  à  un  système  de  corps 
qui  agissent  les  uns  sur  les  autres,  soit  en  se 
choquant,  soit  par  Tinterposition  de  leviers,  de 
fils ,  etc.  :  il  est  évident  que  ces  corps  ne  se  mou- 
vront pas  de  la  même  manière  que  si  chacun  d  eux 
étoit  libre ,  mais  qu'en  vertu  des  résistances  qu  ils 
s'opposent  réciproquement,  les  uns  perdront  du 
mouvement ,  les  autres  en  gagneront ,  et  qu'il  y 
ura   toujours   équilibre  entre  les  mouvements 
perdus  et  les  mouvements  gagnés.  Ainsi  on  con- 
noitra  les  mouvements  que  les  cor^  auront  en 
effet,  en  exprimant  les  conditions  de  cet  équi- 
libre par  des  équations.  Tel  est  le  principe  gé- 
néral auquel  je  rappelle  la  détermination  des  mou- 
vements forcés  d'un  système  quelconque  de  corps. 
Les  applications  particulières  développent  l'esprit 
et  l'usage  de  la  méthode. 

Je  donne  d'abord  les  formules  générales  du  choc 
des  corps  ,  soit  que  la  percussion  se  fasse  direc- 
tement ,  soit  qu  un  corps  en  rencontre  tout  à  la 
fois .  un  nombre  quelconque  d'autres  ,  disposés 


eomjme  on  voudra  par  rapport  à  sa  direction,  La 
seule  limitation  qu'il  y  ait  à  la  généralité  de  ces 
problèmes^  est  que  les  corps  sont  supposés  sphé^ 
riquesy  ou  que  les  forces  perpendiculaires  à  leurs 
surfaces ,  aux  endroits  des  contacts ,  passent  par 
leurs  centres  de  gravité  particuliers.  Mais ,  pour 
résoudre  le  cas  où  la  percussion  seroit  excen- 
trique f   et  en  général  toutes   les  questions  du 
même  genre  ,   j  examine  les  mouvements  d'un 
corps  libre  de  figure  quelconque ,  qui  est  frappé 
ou  poussé  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas 
par  son  centre  .de  gravité.  Je  démontre  très  sim- 
plement qu^alors  le  centre  de  gravité  du  corps  se 
meut  de  même  que  s  il  se  trouvoit  sur  la  direction 
de  la  force  motrice  „  et  qu'en  même  temps  le  corps 
tourne ,  du  moins  au  premier  instant ,  autour  du 
centre  de  gravité ,  de  même  que  si  ce  point  étoit 
fixe.  Ce  théorème  général  est  éclairci  par  des 
exemples.  Je  donne  ensuite  plusieurs  problêmes 
concernant  le  mouvement  des  corps  qui  agissent 
les  uns  sur  les  autres  par  des  leviers ,  par  des  fils , 
ou  de  toute  autre  manière.  Les  fameux  problèmes 
du  centre  d'oscillation  et  du  centre  de  percussion 
teïavent  ici  leurs  places.  Les  solutions  que  j'en 
doime,  et  principalement  celle  du  problème  du 
centre  de  percussion ,  sont  nouvelles ,  et  de  plus 
ont  l'airantage  particulier  d'être  très  directes  et 
très  complètes.  Nos  lecteurs  pourront  se  proposer 
eux-mêmes  d'autres  problêmes  analogues  :  s'ils 
oat  bien  saisi  les  principes  que  j'ai  tâché  d'expli- 
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quer ,  ik  ne  trouveront  guère  dans  ces  recherche^ 
d  autres  difficultés  que  celles  qui  dépendent  de  la 
gëomëtrie  et  du  calcul.  Je  finis  par  des  considé- 
rations mathématiques  et  physiques  sur  les  ma- 
<:hines  en  mouvement. 

Ce  traité  est  accompagné  de  quelques  notes  :  la 
plupart  ont  pour  but  d  approfondir  certaines  théo- 
ries qui  demandent  la  connoissance  du  calcul  inté' 
gral.  Je  donne ,  par  exemple ,  les  formules  géné- 
rales pour  la  détermination  de  toutes  sortes  de 
mouvement^  variés  ,  rectilignes  ou  curvilignes  : 
je  les  applique  au  mouvement  des  corps  qui  tom* 
bent  suivant  une  loi  quelconque ,  aux  Qsoillations 
dans  dfss  arcs  de  cercle  de  grandeur  arbitraire ,  au 
problème  général  des  forces  centrales ,  à  celui  de 
la  plus  vite  descente,  etc.  Les  autres  quesdons 
relatives  au  mouvement  se  résolvent  par  les  mômes 
principes, 

A  c0tte  nouvelle  édition ,  j'ai  ajouté  des  rackef^ 
ches  sur  C équilibre  des  voûtes  ^  dont  je  rends 
compte  dajts  l'introduction  qui  les  précède. 


/ 
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i.doDs  lenom  A&  Mécanique  ^  pris  dans  lacceprion  la 
plus  ëtendue ,  on  comprend  la  science  de  Tëquilibre  et  du 
tnouiremeût  des  corps  solides  ou  fluides;  mais,  dans  lacccp- 
tion  ordinaire  que  j'adopte  ici,  le  nom  et  la  définition  se 
rapportent  aux  sorps  solides ,  les  seuls  dont  Je  me  propose 
déconsidérer  l'équilibre  et  le  mouvement  dans  cet  ouvrage. 

2.  On  appelle  en  général  corps  lassemblage  d  une  infinité 

de  particules  de  matière.  Lorsque  ces  molécules  sont  adhé- 

tentes  les  unes  aux  autres ,  et  ne  cèdent  qu'avec  peine  à  leur 

séparation  mutuelle ,  le  corps  est  appelé  solide  ;  et  il  a  plus 

onmoins  de  solidité ,  selon  que  cette  adhérence  est  plus  ou 

j      mm,  forte  :  mais  si  les  parties  sont  détachées  les  unes  des 

[      autres,  et  ont  la  liberté  de  changer  de  place  sans  difficulté 

le  corps  est  appelé y?uû/6'  ou  lû/uide. 
I 

1        3-  La  propriété  caractéristique  et  essentielle  des  corps 
■     est  l'impénétrabilité  mutuelle*  de  leurs  parties.  En  effet , 
il  est  impossible  que  deux  différentes  parties  de  matière 
occupent  un  seul  et  même  espace  indivisible. 
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Un  corps ,  en  conservant  toujours  la  même  quantité  de 
matière ,  peut  changer  de  figure ,  de  couleur,  de  place ,  etc.  ; 
on  peut  lui  faire  perdre  Fexercice  do  sa  pesanteur ,  en  le 
soutenant  par  une  corde ,  ou  en  le  faisant  flotter  sur  un 
fluide  ;  mais  il  ne  peut  jamais  cesser  d'être  impénétrable  , 
sans  cesser  d'exister. 

4.  Totrs  les  corps  laissent  des  interstices,  ou  des  porcs 
entre  tes  parties  dont  ils  sont  composés  v  d*où  il  résulte  que 
ces  parties  peuvent  se  rapprocher  ou  s'écarter  par  la  com- 
pression ,  le  froid  j  le  chaud  ,  ou  de  toute  autre  manière ,  ea 
sorte  que  le  corps  paroîtra  diminuer  ou  augmenter  de 
grandeur.  Cette  propriété  donne  lieu  de  distinguer  la 
masse  d'un  corps  d'avec  son  volume. 

5.  Par  la  masse  d'un  corps,  on  entend  la  quantité  de 
matière  propre  dont  il  est  composé,  laquelle  est  représentée 
par  le  poids;  le  volume  est  l'espace  apparent  qu'il  occupe  , 
ou  l'extension  du  corps  suivant  les  trois  dimensions ,  lon- 
gueur, largeur^  et  profondeur.  La  géométrie  mesure  les 
volumes;  la  mécanique  ne  considère  que  les  masses  :  cepen- 
dant il  faut  remarquer  que  ,  dans  les  corps  composés- d'une 
matière  homogène  dans  toute  son  étendue ,  la  masse  peut 
être  représentée  par  le  volume ,  l'tine  étant  alors  propor- 
tionnelle à  l'autre. 

6.  Le  rapport  de  la  masse  au  volume ,  c'est-à-dire  ia 
quantité  de  matière  que  contient  un  coTps  sous  un  volume 
donné,  est  ce  qui  en  forme  la  densité.  On  voit  assez  qu'un 
corps  n'est  appelé  plus  ou  moins  dense  que  par  comparaison 
à  un  autre  corps.  Or ,  pour  faire  une  telle  comparaison ,  il 
faut  diviser  les  masses  par  le  nombre  de  mesures  de  leurs 
volumes ,  c'est-à-dire  par  le  nombre  de  toises  ci>bes ,  de 
pieds  cjibes ,  etc. ,  qu'elles  contiennent  :  les  quotients ,  qui 
sont  des  masses  comprises  sous  Xunité  de  volume ,  expri- 
ment  les  densités.  Akfsi ,  si  l'on  a  deux  corps  A  et  B ,  et 
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qu'on  nomme  G  et  y  leurs  volumes  ou  grandeurs  ,  D  et  ^ 

leurs  densités  ,  on  aura  la  proportion ,  D'.î'.l  —  ',  --■,  donc 
AtBll GD ; yJ ,  c'est-à-dire  que  les  maises  som  en  raison 
composée  des  volumes  et  des  densités, 

7.  Les  métaphysiciens  ont  t^puis^  l«ur  subtilité  sur  JU 
nature  de  l'espace  et  du  vuîde ,  sans  pouvoir  parvenir  à 
s'accorder  enire  eux  sur  les  notions  qu'ils  vouloient  donner 
de  ces  deux  êtres.  Je  serois  trop  long ,  et  ce  détail  n'anroit 
d'ailleurs  aucune  utilité,  si  je  voulois  rapporter  ici  toutes 
leurs  disputes  à  ce  sujet.  Il  nous  suffit  de  considérer  l'espace 
OU  le  vujde  (  car  je  prends  ces  deux  mots  dans  le  même  sens  ) 
comme  écendu  ,  pénétrable ,  capable  de  recevoir  lt:s  corps  > 

de  leur  donner  un  libre  passage  ea  toutes  sortes  de  6en§- 


HETi 


fc 


i.  On  distingue  deux  sortes  d'espaces,  l'espace  ahsalit  et 
ipace  ràiatif.  L'espaee  absolu  exitite ,  ou  peut  être  concti 
exister  en  lui-même^  sans  relation  aux  choses  externes  ;  en 
sorte  que,  si  tous  les  corps  étoi«nt  anéantis ,  i|  n'en  auhsiste- 
roit  pas  moins.  L'espace  relalil  est  déterminé  .  et  toralie 
sousnos  sens  par  sa  relation  aui:  corps  :  par  exemple  ,  une 
chambre ,  qui  est  terminée  par  les  quatre  murailles ,  le 
flancher  et  le  plafond,  est  un  espace  relatif. 


I 
I 
I 


i-f).  XioasQu'i/»  corps  demeure  constamment  dans  un 
Lme  endroit  de  l'espace  ,  c'est-à-dire  lorsqu'il  conserve  la 
luâme  situation  par  rapport  à  toutes  les  parties  fixes  de 
l'espace  ,  il  est  en  repos  ;  quand  il  change  de  place  ,  ou  qu'il 
répond  sBccessivemeni  à  différents  points  de  l'espace,  ît 
est  en  mom^meat.  L'un  ou  l'autre  état  est  absolu  ou  relatif, 
selon  que  l'espace  dans  lequel  an  imagiœ  que  le  cwps  ae 
trouve  e^t  absolu  ou  reJatil'. 

o.  O.v  a  autant LÀ:t}it ,  «t  avoc  le  même  succès^  sur  ]e 
tpff  que  sur  l'espiUie.  Nous  'Uous  cootenterons  de  vegarder 
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le  temps  comme  produit  par  récoulement  successif  et  uni- 
forme de  Imstant  qui  en  est  Torigine  ou  l'élément^  de 
même  qu'en  géométrie  on  regarde  la  ligne  comme  produite 
par  le  mouvement  du  point  qui  est  l'une  de  ses  extrémitfJi: 

11.  Le  temps  ,  considéré  en  lui-même ^  et  indépendam* 
ment  de  toute  relation  aux  choses  externes,  s'appelle  len^ft 
absolu  ;  mais  ,  lorsqu'on  le  prend  pour  exprimer  la  ivaé»  ^ 
successive  des  êtres ,  il  s'appelle  temps  relatif.  On  n'a  besoin^ 
dans  la  mécanique ,  que  du  temps  relatif;  et  nous  l'appelle 
rons  simplement  temps. 

12.  Nous  mesurons  le  temps,  en  le  rapportant  à  nu 
certain  mouvement ,  pris  pour  unité ,  qui  demeure  ou  qu'on 
imagine  demeurer  toujours  égal  et  uniforme.  Cette  mesure 
n'est  pas  la  même  chez  tous  les  peuples.  Les  uns  la  règlent 
sur  le  cours  apparent  du  soleil;  d'autres  sur  celui  de  la  lune 
ou  des  étoiles.  Nous  adopterons  le  premier  usage  ,  qui  est 
le  plus  généralement  reçu.  Ainsi  l'intervalle  de  temps,  qae 
nous  appelons  année  y  est  représenté  par  l'espace  que  le 
soleil  parcourt  dans  le  ciel ,  depuis  son  point  de  départ  d*na 
certain  endroit  jusqu'à  ce  qu'il  revienne  au  même  endroit- 
Cet  espace  peut  être  peint  sous  l'image  d'une  ligne  droite  | 
qu'une  mouche  parcourroit  d'une  marche  toujours  égale. 
Je  dis  toujours  égale  :  car ,  quoique  le  mouvement  du  soleil 
ne  soit  pas  exactement  uniforme  ,  les  astronomes  corrigent 
ces  inégalités  ;  et ,  par  la  distribution  qu'ils  en  font  sur  la 
totalité  du  mouvement^  ils  forment  un  mouvement  moyen, 
qu'on  peut  regarder  comme  uniforme. 

.L'année  se  divise  ,  comme  on  sait ,  en  mois ,  Jours , 
heures ,  minutes ,  secondes ,  etc.  Les  rapports  de  ces  quan- 
tités sont  trop  connus  pour  que  je  m'arrête  à  les  expliquer. 

Du  reste ,  quelque  mouvement  qu'on  choisisse  pour  servir 
de  mesure  ou  d'échelle  au  temps ,  tous  les  différents  temps 
que  l'on  considérera  dans  la  mécanique  seront  comparés 
formellement  ou  tacitement  au  mouveçient  pris  pour  unité. 
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On  concevra  clairement  ces  rapports  y  en  représentant  les 
mouvements  auxquels  les  temps  sont  proportionnels ,  par 
des  lignes  droites  qui  seroient  parcourues  de,  la  même  ma- 
nière par  un  mobile.  > 

i3.  Un  corps  se  meut  plus  ou  moins  vite,  selon  qu'il 

parcourt  plus  ou  moins  d'espace  en  un  temps  donné.  La 

vitesse  est  donc  le  ra!pport  de  l'espace  parcouru  au  temps 

employé  à  le  parcourir^  ou  le  quotient  qui  résulte  en  diç^i" 

Mnt  l'espace  parcouru  par  le  nombre  de  mesures  du  temps 

pendant  lequel  il  a  été  parcouru. 

Il  est  clair  en  effet  qu^on  ne  peut  connoitrp  la  vitesse  que 
par  la  combinaison  de  ces  deux  éléments ,  l'espace  et  le 
temps  y  dont  l'un  tend  à  l'augmenter ,  et  l'autre  à  la  dimi- 
nuer :  car  ^  par  exemple,  si  on  me  dit  que  deux  voyageurs^ 
partant  de  Paris,  sont  allés  ,  Fun  à  Brest ^  l'autre  à  Mé- 
weres ,  j'aurois  tort  d'affirmer ,  d'après  ce  simple  exposé , 
que  le  premier  voyageur  a  marché  plus  vite  que  le  second , 
quoiqu'il  ait  parcouru  un  plus  grand  espace.  Pour  pouvoir 
cooaparer  les  deux  marches  ,  je  dois  avoir  égard  ^  non  seu- 
lement aux  espaces  parcourus  y  mais  encore  aux  temps  dans 
lesquels  ils  ont  été  parcourus.  Supposons  la  distance  de 
Paris  à  Brest  =129  lieues ,  celle  de  Paris  à  Mézieres  =  5i 
lieues;  supposons  de  plus  que  le  premier  voyageur  ait 
marché  140  heures ,  le  second  48  heures  :  je  vois  que  le 
premier  voyageur ,  loin  davoir  marché  plus  vite  ,  a  marché 
plus  lentement  que  le  second;  car,  en  une  heure,  le  pre- 
ïïMerafait  seulement  les  ^  d'une  lieue,  et  le  second  a  fait 
î;  uenes ,  c'est-à-dire  une  lieue  entière ,  plus  les  ^  d'une 
lïeue.  Le»  deux  vitesses  sont  entre  elles  comme  les  nombres 
rf?  et  ij  quotients,  des  espaces  parcourus,  divisés  par  les 
temps  respectifs  pendant  lesquels  ils  ont  été  parcourus. 

liviy  a,  dans  ces  divisions ,  rien  qui  répugne  à  leur  na- 
ture arithmétique;  car  elles  se  réduisent  à  diviser  des  espaces 
qu'on  peut  regarder  comme  des  nombres  concrets  ,  par  les 
nombres  (  abstraits  )  des  mesures  des  temps  ;  ce  qui  donne 
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pour  quotient»  des  espaces  parcourus  pendant  rooité  de 
temps.  Les  espaces  doirent  être  évalués  en  mesures  de  mdoM 
espèce  y  comme  en  toises ,  pieds ,  ponces ,  lignes ,  etc.  ;  ec 
semblablement  il  faut  réduire  les  temps  en  mesures  ds 
même  genre ,  comme  en  heures  y  minutes  ,  secondes , 
tierces  9  etc. 

Cette  notion  de  la  vitesse  s*appliqae  également  an  mon* 
vement  absolu  et  au  mouvement  relatif. 

i4*  Le  mouvement  absolu  et  le  mouvement  relatif  peuvent 
exister  chacun  séparément ,  ou  se  combiner  ensemble  de 
plusieurs  manières.  Je  m^etplique  par  des  exemples. 

Supposons  que  le  globe  de  la  terre  soit  dans  nne  iitimo* 
bîlîté  absolue ,  ou  puisse  être  censé  faire  partie  de  Tespace 
absolu  et  infini  dans  lequel  il  est  placé  ;  considérons  de  plui 
un  bateau  emporté  par  le  courant  d*une  rivière ,  comme  na 
espace  relatif:  on  voit ,  i"*.  qu^uu  oiseau  arrêté  dans  le  bateau 
est  en  mouvement  dans  l'espace  absolu ,  puisqu'alors  il  peut 
être  regardé  comme  ne  faisant  qu'un  même  tout  avec  le  ba« 
teauy  qui  change  contititiellement  de  place  par  rapport  aux 
objets  Hxes,  situés  sur  le  rivage,  et  qui  est  par  conséquent  eu 
monvemetit  dans  Fespace  absolu  ;  mais  ce  même  oiseau  est 
en  repos  dans  l'espace  relatif ,  qui  est  le  bateau,  â*.  Si ,  pen- 
dant que  le  bateau  est  emporté  par  le  courant  de  la  rivière  | 
roîscaii  demeure  suspendu  en  l'air  par  une  cause  quelconque, 
il  pdroicra  s'éloigner  du  bateau  avec  une  vitesse  égale  et 
contraire  à  celle  qui  affecte  réellement  le  bateau  :  il  répon-r 
dra  toujours  aux  mêmes  points  fixes  de  l'espace  absolu  »  ou 
ficra  en  repos  dans  cet  espace ,  tandis  qu'il  changera  conti- 
nuellement de  position  par  rapport  au  bateau,  ou  paroltra 
en  mouvement  dans  l'espacfe  relatif.  3",  Supposons  que  le 
bateau  et  l'oiseau ,  considérés  toujours  comme  deux  corps 
séparés ,  se  meuvent  l'un  et  l'autre ,  avec  différentes  vitesses, 
dans  l'espace  absolu,  ou  suivant  la  même  direction  ,  ou  en 
sfths  contraires  :  la  vitesse  de  l'oiseau  par  râppàrt  au  bateau 
sera  la  différence  ou  la  somme  des  vitesses  absolues  des  deuj^ 
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corps.  Aiofii  9  par  exemple  ,  si ,  dans  une  heure  ^  le  bateau 
parcourt  âSoo  toises^  et  Toiseau  Syoo  toises ,  dans  le  même 
seiu^  la  yitessse  de  l'oiseau  par  rapport  au  bateau  sera  de 
fisoo  toises  en  une  heure  (  difFéreuce  des  deux  vitesses  en 
Qne  heure  }  ;  c'est-à-^dire  que ,  pendant  chaque  intervalle 
l'une  heure ,  l'oiseau  s'éloignera  continuellement  du  bateau 
le  I200  toises.  Mais  si^  dans  une  heure  ,  le  bateau  parcou- 
:oit  25oo  toises  ,  et  l'oiseau  1200  toises  en  sens  contraire, 
a  vitesse  de  l'oiseau  par  rapport  au*  bateau  seroit  de  6700 
M«eft  en  une  heure  9  somme  des  deux  vitesses  ;  en  sorte 
i}iie  roisea¥  paroicroit  s'approcher  ou  s'éloigner  du  bateau 
de  3700  taises  pendant  chaque  intervalle  d'une  heure  :  je  dis 
i approcher  ou  s* éloigner ,  pour  comprendre  les  deux  posi- 
tions que  l'oiseau  peut  avoir  par  rapport  au  bateau  ,  Tune 
à  droite ,  l'autre  a  gauche. 

n  eet  difficile  ,   et  peut-être  impossible   de  décider  en 
(général  si  un  corps  donné  dans  l'univers  est  en  repos  ou  en 
mouvement ,  si  son  mouvement  est  absolu  ou  relatif  :  car 
nous  /ugeons   communément  qu'un   corps    est    en  repos 
ioFsqu'ii  conserve  la  même  situation  par  rapport  à  différents 
objets  supposés  immobiles^  par  exemple^  par  rapport  aux 
^toyes  fixes  ;  et  qu'au  contraire  un  corps  est  en  mouvement 
Vxrsqu  il  change  de  situation  par  rapport  à  ces  mêmes  ob- 
jet». Or  il  peut  se  faire  que  les  objets  que  nous  regardons 
coomui  immobiles  soient  réellement  en  mouvement  :  d'où 
Ion  voit  que  le  repos  et  le  mouvement  sont  susceptibles  en 
eoK-mémes  de  plusieurs  variétés  qui  peuvent  nous  échapper. 
1^  mouvements  qui  sont  l'objet  de  la  mécanique  ordinaire 
^«écutent  sur  la  surface  de  la  terre  ;  ainsi  ils  ne  sont  le 
Pw souvent ,  quant  au  fond ,  que  des  mouvements  relatifs  , 
P^Uîçie,  suivant  la  vraie  astronomie  ,  la  terre  tourne  dans 
Iw espaces  célestes  autour  du  soleil  en  même  temps  qu'elle 
tourne  sur  son  axe.  Mais  orî  peut  les  considérer  comme  ^ 
absolus ,  en  faisant  abstraction  du  mouvement  propre  de 
h  terre  dans  l'espace  absolu  ;  ensuite  on  pourra  distinguer 
snr  la  surface  de  la  terre  des  espaces  particuliers  ou  re- 
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la  tifs  ^  capables  de  recevoir  des  corps  en  repos  ou  en  mon* 
vement,  , 

Comme  ^  le  mouvement  absolu  et  le  mouvement  relatif 
sont  soumis  aux  mêmes  lois ,  je  les  comprendrai  Tun  et 
l'autre  sous  leur  nom  générique  mouvemeru ,  sauf  à  les 
désigner  par  leurs  noms  propres  ^  si  les  circonstances 
l'exigent, 

i5.  Il  est  évident  que  ,  si  un  corps  est  en  repos ,  il  ne 
peut  pas  lui-même  se  donner  du  mouvement  ;  il  a  besoin 
d  être  excité  par  un  agent  extérieur ,  qu'on  appelle  puis-* 
sance  ou  force.  Ainsi  la  puissance  ou  force  ^  appliquée  à  un' 
corps,  lui  imprime  ou  tend  à  lui  imprimer  du  mouvement. 

Je  dis  imprime  ou  tend  à  imprimer  :  car  ces  deux  cas 
sont  différents  ,  et  donnent  lieu  de  distinguer  deux  sortes 
de  forces  ;  \es  forces  motrices  ,  qui  produisent  un  mouve- 
ment réel  et  actuel  ;  les  forces  de  pression ,  qui  tendent 
seulement  à  imprimer  du  mouvement^  et  qui  nen  pro^ 
duisent  pas ,  parce~que  leur  effet  est  détruit  par  la  résistance 
de  quelque  obstacle  ,  ou  par  d'autres  forces  opposées.  Les 
vitesses  qui  résultent  des  premières  s'appellent  vitesses 
réelles;  les  vitesses  que  les  secondes  tendent  à  produire 
s'appellent  vitesses  virtuelles.  Par  exemple ,  un  corps  qui 
tombe  librement  de  i5  pieds  de  hauteur  acquiert ,  en  vertu 
des  coups  répétés  de  la  pesanteur ,  une  vitesse  réelle ,  ca*» 
pable  de  lui  faire  parcourir  uniformément  3o  pieds  en  une 
seconde ,  comme  nous  l'expliquerons  dans  la  suite  :  ainsi  la 
somme  des  coups  donnés  par  la  pesanteur,  pendant  la  chute 
de  i5  pieds  ,  est  une  force  motrice,  qui  produit  une  vitesse 
réelle,  uniforme ,  de  3o  pieds  par  seconde.  Mais  si  un  corps, 
animé  par  la  pesanteur ,  est  soutenu  par  une  table  qui 
Tempêche  de  descendre ,  alors  chaque  coup  de  la  pesan- 
teur, qui  e^t  détruit  par  la  table,  et  qui  est  suivi  d'un  autre 
coup  semblablement  détruit,  est  une  force  de  pression, 
qui  tend  a  produire ,  mais  qui  ne  produit  pas  une  vitesse 
actuelle. 
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16.  ToTJTE  force  ,  quelle  que  soît  sa  nature,  ne  peut 
être  mesurée  que  par  son  effet.  Or  que  l'ait  la  force  ?  Elle 
transporte  ou  tend  à  transporter  une  certaine  quantité  de 
matière  d'un   endroit  de  Tespace  dans  un  autre  endroit 
pendant  un  certain  temps.  Il  y  a  donc  deux  choses  à  consi? 
dérer  dans  l'effet  de  la  force ,  savoir  :  i^.  la  masse  trans- 
portée réellement  ou  virtuellement  ;  a^.  la  vitesse  réelle  ou 
virtuelle ,  avec  laquelle  cette  masse  est  transportée.  Ainsi 
Feffet  résultant  est  la  vitesse  communiquée  à  tous  les  points 
delà  masses  ou  répétée  autant  de  fois  qu  il  y  a  de  points  dans 
k masse,  ou,  ce  qui  est  encore  la  même  chose  ,  le  produit 
delà  masse  par  la  vitesse.  Ce  produit  constitue  la  quantité 
ie  moui^ement ,  qui  est  réelle  ou  virtuelle^  selon  que  la 
vitesse  est  réelle  ou  virtuelle. 

17.  D*APRES  ces  principes  ,  voici  l'idée  précise  qu'il  faut 
se  faire  des  forces  que  la  mécanique  considère,  La  force  de 
pression  est  représentée  par  le  produit  d*une  certaine  masse, 
pur  la  vitesse  qu^elle  tend  à  lui  communiquer.  Toutes  les 
fois  que  des  produits  de  cette  nature  seront  égaux  ,  ils  in- 
diqueront des  pressions  égales.  La  force  motrice  est  repré- 
smtée  par  le  produit  de  la  masse ,  par  la  vitesse  qu'elle  lui 
communique  réellement» 

i8.  On  appelle  système  de  corps  Vassemblage  de  plu- 
Ofittrs  corps  li^s  ensemble  par  des  fils  ,  par  des  verges ,  ou 
«  tonte  autre  manière  ,  et  assujettis  par-là  à  ne  former 
<ptm  même  tout ,  dont  aucune  partie  ne  peut  éprouver 
uaction  sans  que  les  autres  n'en  éprouvent  aussi.  Et  sembla- 
biement  on  appelle  système  de  forces  Tassemblage  de  plu- 
sieurs forces  ,  qui  agissent  à  la  lois  sur  un  corps  ou  sur  un 
système  de  corps,  soit  en  s'aidant  mutuellement ,  soit  en  se 
comiattant. 

19.  Si  plusieurs  forces  appliquées  à  un  corps  ou  à  un 
système  de  corps  se  détruisent^  de  manière  qu'il  n'en  résulte 
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aucun  mouvement,  elles  sont  en  équili&Fo  i  Hujùere  d'êl 
qui  dilt'ere  du  simple  repos,  en  ce  que  le  repos  est  un  état 
piireniFint  oisif,  qui  existe  es  l'abaencc  de  toutes  forces,  au 
lieu  que  l'équilibre  suppose  l'exercice  virtuel  de  plu&if  urs 
forces  qui  se  combattent  et  qui  s'anéantissent  réciproque- 
sit-'uC.  La  partie  de  la  mécanique  qui  traite  de  l'équilibre 
des  forces  s'appelle  la  mécanique  statique ,  ou  simplement 
iastaCtijue  ;  quelques  auteurs  l'appelleut  encore  la  science 
des  forces  de  pression  :  elle  considère  surtout  l'équilibre 
dans  les  machines,  instruments  destinés  à  varier  les  deux 
éléments  d'une  puissance  proposée  ,  le  poids  ou  la  vitesse, 
et  à  procurer  la  combinaison  la  plus  avantageuse  relative- 
ment à  un  certain  but,  comme  nous  L'expliqueroiis ci-des- 
sous en  détail. 

Si  de  l'action  des  forces  résultent  des  mouvements ,  ces 
mouvements  sont  l'objet  de  la  mécanique  proprement  dite, 
qu'on  appelle  quelquefois  en  général  dynamique  ;  dénomi- 
nation abrégée  que  nous  emploirons  ,  quoique  le  mot  dy- 
namique signifie  spécialement  la  science  des  mouvements 
produits  ou  détruits  par  l'action  et  la  réaction  réciproques 
de  plusieurs  corps  qui  composent  un  jnème  système- 
Cet  ouvrage  sera  divisé  en  deux  parties,  Dans  la  première, 
Je  donnerai  les  éléments  de  la  statique ,  ou  la  théorie  géné- 
rale de  féqnilibre  ;  et  je  ferai  l'appbcaiion  de  cette  théorie 
aux  machines.  Dans  la  seconde ,  je  traiterai  du  mouvement  ; 
et,  pour  la  plus  grande  clarté,  je  diviserai  cette  partie  en 
deux  livres  :  le  premier  aura  pour  objet  les  propriétés  gé- 
nérales du  mouvement ,  de  quelque  manière  qu'il  ait  pu 
être  produit  ;  dans  le  setond  livre,  j'exposerai  les  lois  suivant 
lesquelle*  les  corps  se  communiquent  le  mouvement ,  en 
agissant  et  réagissant  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière 
quelconque  ;  ce  qui  est  l'objet  de  la  dynamique  proprement 
dite. 


.PREMIERE    PARTIE. 
uÈMENTS  DE   STATIQUE. 


CHAPITRE     PREMIER. 
Principes  généraux  de  V Equilibre. 


30. Il  y  a  deux  choses  à  considérer  dans  roiite  force,  la 
quantité  d'action  qu'elle  exerce ,  ut  le  sens  suivant  lequel 
f!)e  exerce  cette  action.  Pour  comparer  ensemble  pfiisieurs 
(brce*  (l'une  manière  exacte  et  complète,  on  dmt  avoir 
^gard  À  ces  deux  circonstances.  Or  nous  rem^ilirons  l'un 
et  l'autre  objet,  en  prenant  sur  les  directions  des  forces 
I  ïToposées  des  lignes  droites  qui  leur  soient  proportionnelles  ; 
UTct^$  lignes  exprimeront  tout  à  la  fois  les  quantités  d'ac- 
tion d^s  fo  mes ,  et  les  sens  suivant  lesquels  ces  forces  agissent. 
P^r «temple,  soient  deux  forces  P  et  Q  (f  ig-  i  ),  qui  tirent 
nncotps  Af  parle  moyen  de  deux  Bis  ou  de  deux  verges, 
■W  le»  sens  AP,  AQ;  et  supposons  que  b  puissance  P  soit 
fettbW  de  la  puissance  Q.  Je  prendrai  sur  AQ  ,  direction  de 
UlHHiiaDce  Q  ,  la  partie  arbitraire  AC  ,  pour  représenter 
cette  puissance,  et  ensuite  sur  AP,  direction  de  la  puissance 
'*.  la  punie  AB  ,  double  de  AC  ,  pour  représenter  cette  puis- 
"0(i:,  Par-là,  les  etfeis  complets  des  deux  puissances  Q  et 
P  seront  exprimés  par  les  lignes  AC,  AB.  Si  ces  mêmes 
puissances  avoieiit  entre  elles  tout  autre  rapport,  je  pren- 
ims  les  lignes  AC  ,  AB  dans  ce  rapport;  c'est-à-dire  ^uc- 
féwlilirois  la  proportion  ,  Q:P':  AC:AB. 
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Soiivt  nt ,  pour  iibrcgcr  l'expression^  on  appelle  les  forcei 
par  tes  noms  des  lignes  qui  les  représentent.  Ainsi ,  si  lot 
veut  cl(>signer  la  p4iissaticc  P  par  son  eil'et  complet,  au  lict. 
(!<•  (lire  la  puissance  représentée  par  la  partie  AB  i 
direction ,  on  dit  simplement  la  puissance  ou  la  forcé 


21.  Les  forces  étant  des  quantités  de  même  espèce  y  oi;; 
toujours  réductibles  à  la  même  espèce ,  elles  doivent  éuij 
évahrées  par  le  moyen  d*une  même  mesure  commune  àbb 
quelle  on  les  rapportera.  Or ,  comme  nous  rencontrons  piiif 
tout  des  corps  pesants  ,  et  que  nous  avons  ime  idée  vàjk. 
claire  des  pressions  qu*ils  produisent,  rien  u*est  plus  simpb 
et  plus  naturel  que  de  prendre  un  certain  poids  pour  Fiir 
nité  des  forces  de  pression.  Prenons ,  par  exemple,  la  livw 
pour  cette  unité:  les  deux  forces  Q  et  P  étant  suppofldei 
être  dans  le  rapport  de  i  à  2  ;  si  la  force  Q  est  équivahote 
à  un  poids  de  12  livres  ,  la  force  P  sera  équivalenjie  à  m 
poids  de  24  livres. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  qu'en  comparant  toatâ 
sortes  de  forces  de  pression  à  des  poids ,  la  comparaison  ift 
porte  que  sur  les  quantités ,  et  qu'une  force  doit  toujonrt 
être  censée  agir  suivant  sa  propre  direction. 

Axiomes.  ' 

23.  I.  Un  point  ne  peut  pas  aller  par  plusieurs  chemi/u 
à  la  fois.  Ainsi ,  lorsque  plusieurs  forces  sont  appliqué»! 
un  point,  ou  à  un  corps  dont  toute  la  masse  peut  être  cenafc 
réunie  en  un  même  point ,  ou  ce  corps  ne  se  mouvra  poîrt 
<lu  tout,  ou  il  se  mouvra  par  un  seul  chemin,  de  la  mêm» 
manière  que  s'il  étoit  poussé  par  une  force  unique ,  équif»" 
lente ,  quant  à  l'effet  dans  ce  sens ,  à  toutes  les  forces  pr©^ 
])osées. 

Cette  force,  qui  produit  ainsi  dans  un  certain  sens  M 
même  effet  que  plusieurs  autres  forces  ,  en  est  appelée  \ 
rcsultatile  ;  et  ces  forces  sont  appelées  forces  composanteà 
par  rapport  à  la  résultante.  Trouver  la  résultante,  quan«'  • 
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a  les  forcés  composantes ,  est  ce  qu'on  appelle  fa  composi- 
iion  des  forces  ;  et  trouver  les  forces  composantes  ,  quand 
on  a  la  résultante ,  est  ce  qu'on  appelle  la  décomposition 

des  forces, 

II.  Deux  forces  égales  et  directement  opposées  se  dé- 
truisent ou  se  font  équilibre  ;  car  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  que  Tune  l'emporte  sur  l'autre.  Et  réciproquement , 
quand  deux  forces  se  détruisent  ^  elles  sont  nécessair^iment 
égales  et  directement  opposées  ;  car  il  est  visible  qu'une  force 
ne  peut  être  détruite  que  par  un  obstacle  placé  sur  sa 
direction. 

Il  suit  de  là  ,  i".  qu'il  y  a  équilibre  entre  plusieurs  forces 
appliquées  à  un  même  point,  ou  lorsque  la  résultante  de 
toutes  ces  forces  est  égale  à  zéro  dans  tous  les  sens  ^  ou 
lorsque  l'une  quelconque  des  forces  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  résultante  de  toutes  les  autres ,  ou  lorsque  la 
résultante  de  deux  quelconques  des  forces  est  égale  et  direc- 
tement opposée  à  la  résultante  des  forces  qui  restent,  ou 
lorsque  la  résultante  de  trois  quelconques  des  forces  est 
égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  forces  qui 
restent  ,  ou  ,  etc.  Toutes  ces  conditions ,  qui  peuvent  pa- 
roître  différentes  au  premier  coup-d'œil ,  aboutissent  au 
même  but ,  à  Tégalité-de  deux  forces  directement  opposées  ; 
ce  qui  produit  nécessairement  l'équilibre.  Dans  le  premier 
cas ,  où  toutes  les  forces  ont  une  résultante  égale  à  zéro 
dans  tous  les  sens ,  cette  force  peut  être  censée  détruite 
dans  tous  les  sen$  par  une  force  contraire  qui  est  aiYssi  zéro. 

a".  Réciproquement ,  si  plusieurs  puissances  appliquées  à 
un  même  point  se  font  équilibre ,  cet  équilibre  a  lieu ,  ou 
parceque  la  résultante  de  toutes  ces  forces  se  réduit  à  zéro 
dans  tous  les  sens ,  ou  parceque  l'une  quelconque  des  forces 
est  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  autres  ,  ou  parceque  la  résultante  de  deux  quelconques 
des  forces  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante 
des  forces  qui  restent ,  ou ,  etc. 
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Si  unejbrce  agit  sur  un  corps  perpendiculairement  à 

une  ligne  ou  à  un  plan  ,  elle  ne  pourra  imprimer  a 
TnouvemenC  ait  corps  parallèlement  à  cette  ligne  ou 
plan;  car  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  la  force  excit©, 
plutàt  daus  un  sens  qne  dans  un  autre,  de  mouvement  pa* 
rallele  à  la  ligne  où  an  plan  propose ,  et  par  conséquent  cfl 
mouvement  parallèle  est  nul  dans  tous  les  lîens. 

Demandes. 

s3.  I.  Qu'il  soit  permis  de  regarder  une  force  comme 
appUq/iée  à  tel  point  qu'on  voudra  de  sa  direction.  Cette 
demande  ne  peut  pas  être  refusée,  puisqu'en  quelque  en- 
droit de  sa  direction  qu'une  force  soil  appliquée  ,  elle 
exerce  toujours  la  même  aetion  dans  le  même  sens.  Ainsi, 
quand  deux  puissances  P  et  Q  (  Fig.  a  )  tirent  un  corps  A , 
on  peut  supposer  que  ces  deux  puissances,  au  lieu  d'être 
appliquées  eili*  et  Q,  le  sont  au  point  A,  leurs  actions  étant 
toujours  dirigées  dans  les  sens  AP,  AQ.  On  peut  même 
supposer  qu'elles  sont  appliquées  en  P'  et  Q' ,  et  qu'elles 
poussent  le  corps  A  ,  par  le  moyen  de  verges  inflexibles 
P'  A ,  Q'  A.  Il  en  est  de  même  pour  tous  les  autres  points  de 
■leurs  directions. 

n.  Que  les  corps  auxquels  nous  imaginerons  /jue  les 
forces  sont  appliquées ,  puissent  élre  regardés  comme  naît 
pesants. 

Lorsqu'il  faudra  avoir  égard  à  la  pesantenr  d'un  corps , 
on  pourra  encore  le  regarder  comme  non  pesant ,  en  sup- 
posant que  sa  pesanteur  est  une  force  extérieure  qui  le 
pousse  de  haut  en  bas  ,  et  qui  se  combine  arec  les  autres 
forces  auxquelles  il  peut  être  soumis. 

PhOPOSITIOW    1.    TsÉOKéME. 

24.  Si  deua:  puissances  PetQ  (Fig-  3  )  tirent  un  oorps  A 
dans  le  même  sens  AQ ,  il  en  résultera  sur  ce  corps  la  même 
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àciîon  que  s* il  était  tiré  dans  le  même  sens  par  une  force 
unique  égale  à  la' somme  des  deux  puissances  P  <?^  Q. 

Cela  est  évident ,  puisque  les  puissances  P  et  Q  peuvent 
étte  censées  réunies  toutes  les  deux  en  un  même  point 
(Dein.  1  )•,  et  qu'alors  la  puissance  appliquée  à  ce  point 
est  P  -f-  Q. 

Corollaire    L 

25.  Donc  ,  pour  faire  équilibre  aux  deux  puissances  P 
et  Q  ,  il  faut  leur  opposer  dans  la  direction  Â  S  une  force 

S=:P-t-Q. 

Corollaire    II. 

26.  Si  un  noùibre  quelconque  de  forcjes  tire  un  corps 
suivant  la  même  direction ,  il  faudra  ,  pour  leur  faire  équi- 
libre ,  leur  opposer  dans  le  sens  contraire  une  force  égale  à 
leur  somme-;  car,  en  prenant  d'abord  deux  de  ces  forcçs  , 
elles  se  réduisent  à  une  seule  ,  égale  à  leur  somme  :  combi- 
ostit  cette  force  avec  une  troisième ,  on  aura  encore  une 
f^e  ^ale^  ieur  somme;  ainsi  de  suite.  Donc  ,  etc. 

Protosition    II.    Théorème. 

.  ^.  Si  deux  puissances^  etQ  (Fig-  4)  ^^^^^  ^^  ^^"-^  ^^- 
reuement  contraires  AP,  AQ,  un  corps  A,  il  éproui^era^ 
dans  le  sens  de  la  plus  forte  P  ,  la  même  action  que  sHl 
^toit  tiré  dans  ce  sens  par  une  force  unique  j  égale  à  la 
ijffirence  des  deux  forces  T?  et  Q. 

Car,  en  représentant  par  A  B  et  par  AC  les  deux  puis- 
sances? et  Q ,  et  regardant  la  puissance  P  comm^  partagée 
en deuK autres  forces  exprimées  par  AD  et  par  DB,  dont 
la  première  AD  est  égale  et  directement  contraire  à  AC  ;  il 
est  énde&t  (  Ax.  II  )  que  les  deux  forces  AD ,  AC  se  dé- 
troisent ,  et  qu'il  ne  reste  ,  pour  mouvoir  le  corps  A ,  que 
h  seule  force  DB  égale  à  la  différence  des  deux  forces  AB, 
AC,  e  est-à*dire  de  P  et  Q. 
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a8.  Donc,  pour  faire  équilibre  aux  deux  forces  P  et  Q, 
il  faut  employer  dans  le  sens  AS  une  force  S  =  P  —  Q. 

Corollaire     II. 

29.  Si  l'on  a  un  nombre  quelconque  de  forces  appliquée» 
à  un  corps  ,  dont  les  unes  tirent  dans  un  sens ,  les  autres 
dans  le  sens*directement  opposé^  et  que  la  somme  des  pre* 
mieres  soit  égale  à  la  somme  des  secondes ,  il  y  aura  équi- 
libre dans  le  système.  Mais  si  l'une  des  sommes  surpasse 
l'autre ,  il  faudra  ,  pour  l'équilibre ,  joindre  à  la  plus  petite 
somme  une  force  égale  à  la  différence  des  deux  sommes 
proposées. 

Proposition    III.    Lemme. 

30.  Si  une  puissance  P  (  Fig.  5  )  tire  un  corps  A  perpen* 
diculairenient  à  la  droite  EG  ,  elle  lui  imprimera  du  mou-^ 
i^ement  seulement  dans  le  sens  A  P  ;  et{  A,x.  III  )  elle  ne 
lui  en  donnera  aucun ,  ni  dans  le  sens  AE,  ni  dans  le 
sens  A  G.  Mais  si  la  puissance  P  (  Fig.  6  )  tire  obliquement 
par  rapport  à  EG,  elle  éloignera  tout  a  la  fois  le  corps  de 
la  droite  KG^  et  de  la  perpendiculaire  A  Z. 

Ce  lemme  est  évident ,  et  n'a  besoin  que  d'être  énoncé 
pour  qu'on  en  voie  la  vérité. 

Corollaire. 

Si.  Représentons  la  puissance  P  (Fig.  6)  par  la  partie 
AB  de  sa  direction  ;  et  du  point  B  menons  les  perpendicu- 
laires BE,  BF  aux  droites. AE,  AZ.  Il  est  clair  que  la  puis- 
sance P,  en  tirant  le  corps  de  A  en  B ,  l'éloignera  de  la 
droite  AE  d'une  quantité  exprimée  par  EB  ou  par  AF  r  et 
de  la  droite  AZ,  d'une  quantité  eiprimée  par  FB  ou  par.  AE. 
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hjnày  par  rapport  au  premier  éloignement  j  le  corps  est 

dans  le  même  cas  que  s'il  ëtoit  pousse  par  une  force  repré* 

«entée  par  AF  ;  et  y  par  rapport  au  second  éloignement ,  il 

Vit  dans  I9  même  cas  que  sHl  étoit  poussé  par  une  force 

^présentée  par  AE. 

Proposition   IV.   Thëorsmb. 

3a.  Si  Jeux  puissances  P  e^  Q  (  Fig.  7  et  8  )  tirent  un 
f^rps  A,  suivant  les  directions  AP>  AQ,  qui  forment 
lai  angle  PAQ  ,  et  sont  représentées  par  les  parties  AB ,  AG  > 
4^  leurs  directions ,  ce  corps  éprcus^era  la  ^néme  action 
pie  s'il  étoit  poussé  par  une  force  unique  représentée  par  la 
diagonale  AD  du  parallélogramme  ABDC. 

Ôpeut  arriver  deux  cas  :  ou  les  deux  angles  PAD,  QAD , 
formés  par  les  directions  des  forces  avec  la  diagonale  sont 
vigQs;ouruny  par  exemple  QAD,  est  obtus,  l'autre  étant 
aécessairement  aigu.  Je  ne  fais  pas  de  division  relativement 
é  Vanf^e  droit,  parceque  cet  angle  peut  se  rapporter  indiC- 
fêremment  à  Tangle  aigu  ou  à  Tangle  obtus ,  étant  leur 
linàe  commune» 

I.  Cas  (  Fig.  7  ).  Il  est  clair  que  les  deux  forces  P  et  Q 
^'agissant  ni  dans  le  même  sens,  ni  dans  des  sens  directement 
tODtraires  y  doivent  en  partie  se  détruire  >  en  partie  s'ajou- 
ter; et  comme  (  As.  II  et  24)  des  forces  ne  peuvent  se 
tenrire,  ou  s'ajouter,  qu'en  tant  qu  elles  agissent  en  sens 
contraires,  ou  dans  le  même  sens,  les  deux  forces  proposées 
Jf  et  Q  peuvent  être  considérées  comme  les  résultantes  de 
î^atte  forces  ,  dont  deux  agissent  en  sens  contraires  ,  tandis 
90e  les  deux  autres  agissent  dans  le  même  sens.  Or  le  corps 
Bepeot  aller  que  par  un  seul  chemin  (  Ax.  I  );  et  le  chemin 
*5U*il  prendra  est  évidemment  celui  des  forces  conspirantes , 
pnisqii elles  le  poussent  l'une  et  l'autre  dans  le  même  sens, 
Uns  que  rien  s'oppose  à  ce  mouvement  :  donc  ,    1**.  les 
tatt  force»  opposées  doivent  se  détruire  ;  autrement  le 
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corps  aiiroît  du  mouvpmeat  dans  lu  sens  de  la  plus  grande, 
et  iroit  par  detw  chi-niiiis  ;  ce  qui  est  impossible  :  a",  k-s  iliux 
forces  coiisjiiraiites  doivent  être  perpi-niMculairt-s  aux  denx 
autres;  car  si  cttte  pprpendiciilarlte  u'avoît  pa^  lieu,  le 
corps  preiidroit  (  3 j  ,  II  Cas  )  ,  soit  dans  un  sens ,  soit  dan» 
le  seus  contraire,  un  mourcnient  parallelle  à  la  ligne  droir« 
sur  laquelle  tombent  les  directions  des  forces  oppost^'S  ;  et 
ces  forces  ug  seroî.'nt  pas  totalciueut  ilétruiies  ;  c  qui  est 
contraire  à  ce  qu'où  vient  d'établir.  Telles  sout  les  detix 
conditions  auxquelles  dvit  satisfaire  l'expression  de  la  ré; 
sultante  dis  deux  forces  AB,  AC. 

Menez  par  le  point  A,  dans  le  plan  des  deux  puissances 

AE ,  AC,  et  perpendiculairement  à  la  diiigouule  AD,  la 
droite  EG,  et  aclievez  les  deux  rcciangles  AEBF ,  AGCH. 
En  supposant  qu'à  la  place  de  la  fbice  AB  ,  on  sub  titue  les 
deus  l'orcps  AT  ,  AE  ;  et  à  la  place  de  la  foice  AC ,  li-s  deux 
forces  AH,  A(j  :  les  deu\  forces  AF,  AE  expriit.eront  reft- 
pertiveinent  (3i)  les  quantités  dont  la  lorce  AB  ttnd  à 
élotguer  le  corps  des  droitis  EG,  AD;  et  semblablement 
les  deux  forces  AH  ,  AG  esprimeront  les  qnaiititi'-s  dont  la 
forceACtend  à  éloigner  le  coi  ps  des  mêmes  droite*  EG,  AD. 

Cela  posé:  jadis  qne,  parla  substitution  des  quatre  lorce» 

AF,  AE,  AH,  AG,  à  la  place  des  deux  forces  AB,  AC, 
les  deux  conditions  proposées  seront  remplies.  Car  d'abord 
les  forces  AF ,  AH  sont  coiispirauf'S  et  perpendiculaires 
aux  forces  oppost'ea  AE,  AG:  de  plus,  les  deux  triangles 
rectangles  ABF ,  DCH  ,  qni  ont  les  hypoténuses  AB,  DC 
ëgales,  et  tous  les  angl  s  l'gaux  cbacun  à  cjiarnn,  sont 
parfaitement  c'-gaux:  donc  BF:=CH;  mais  BF=:AE, 
et  CH=AG:  donc  AE  =  AG.  Ainsi  les  deux  forces 
directement  opposées  AE,  AG  sont  égales,  et  par  'on- 
séquent  se  dstiulsent.  Il  ne  reste  donc  des  quatre  lorce» 
substituées  que  les  deux  forces  AF,  AH  ;  et  le  corps  est  mu 
exactemint  de  la  même  manière  que  s'il  éprouvoit  siraple- 
ineut  I  action  de  ces  deux  forces.  Or,  comme  ellrs  agissent 
dsos  le  même  seus,  leur  lésultante  est  (a4)  AF  -+-  ÂI1=. 
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A.P  »1-FD  =  AD,  à  cause  de  FD  =  AH  :  donc  les  deux 
forces  proposées  AB  ,  AC  peuvent  se  réduire  à  une  force 
unique  exprimée  par  la  diagonale  AD  :  et  comme  le  corps 
ne  peut  aller  que  par  un  seul  chemin^  que  par  conséquent 
k  ràultante  des  deux  forces  AB^  ÂC^  est  unique  ;  il  s*ensuit 
que  cette  résultante  pouffant  être,  exprimée  par  la  diagonale 
AD,  est  réellement  et  uniquement  exprimée  par  cette  mémo 
diagonale. 

II.  Cas  (  Fig.  8  ).  Menez  par  le  point  A ,  dans  le  plan  des 

deux  puissances ,  et  perpendiculairement  à  la  diagonale  AD^ 

la  droite.£G;  et  achevez  les  deux  rectangles  AEBF^  AGCH. 

A  la  place  de  la  force  AB ,  vous  pourrez  prendre  (  I  Cas  ) 

les  deux  forces  A£ ,  AF ,  et  à  la  place  de  la  force  AC  les 

deax  forces  AG ,  AH.  Or  les  deux  forces  AE ,  AG  sont 

èkectement  opposées^  et  de  plus  sont  égales  :  donc  elles  se 

.  détraisent.  Il  ne  reste  donc  que  les  deux  forces  AF ,  AH  ; 

!   et  comme  elles  agissent  en  sens  contraires ,  leur  résultante 

I   est  égale  (ay)  à  leur  différence  ;  elle  a  par  conséquent  pour 

expression  AF  — ^  AH,  ou  bien  (  à  cause  de  AH  =  DF  ), 

hS — DF,  ou  la  diagonale  AD. 

On  voit,  dans  l'un  et  Tautre  cas ,  que  les  deux  côtéd  AB , 
ACy  et  la  diagonale  AD  d'un  parallélogramme  étant  dans 
vu  même  plan ,  deux  forces  dont  les  directions  concourent 
enunpoiat,  et  leur  résultante,  sont  aussi  dans  un  même  plan. 

Corollaire    I. 

33.  Il  suit  des  deux  cas  que  si ,  en  général,  deux  forces 
BOtt  représentées  par  les  côtés  contigus  à  un  même  angle, 
d*!m  parallélogramme  quelconque ,  on  peut  leur  substituer 
une  force  unique  représentée  par  la  diagonale  correspon- 
dante daméme  parsJlélogramme ;  et  que  réciproquement, 
k  ia  place  dune  force  exprimée  par  la  diagonale  d'un  parai'* 
lélogramme ,  on  peut  prendre  deux  forces  exprimées  par 
les  côtés  du  même  parallélogramme ,  adjacents  à  cette 
diagonale* 


Corollaire    II. 

34.>DoNC,  pour  tronver  «ne  puissance  quî  fasse  équîEbre 
aux  deux  puissances  P  et  Q  (  Fig.  g  ),  dont  les  directions 
concourent  au  point  A^  et  qai  sont  exprimas  par  les  parties 
À B  et  A C  de  ces  directions,  il  faut  acherer  le  parallëlo* 
gramme  ABDC,  et  ayant  prolonge  la  diagonale  DA  au-delà 
du  point  A,  on  appliquera,  suivant  cette  direction  AK ,  une 
puissance  S ,  exprimée  par  une  partie  AK  égale  à  AD  :  cette 
puissance  (  Ax.  II  )  fera  équilibre  aux  deux  autres  P  et  Q  , 
puisqu'elle  sera  égale  et  directement  opposée  à  leur  résul- 
tante R.  * 

COROLLAZRXIII. 

35.  Les  âenx  puissances  P,  Q,  et  leur  ré^ultaiite  K, 
étant  exprimées  par  les  ce  tés  AB,  AC,  et  la  diagonale  AI> 
du  parallélogramme  ABDC ,  on  a  cette  suite  de  rapports 
égaux ,  P  :  Q  :  R  :;  AB:  AC  ou  BD  :  AD.  Or  si  Pon  forme  un 
triangle  MON ,  dont  les  côtés  MO,  ON ,  MN  soient  pa- 
rallèles ou  perpendiculaires  chacun  à  chacun  des  côtés  AB , 
BD ,  AD  du  triangle  ABD  ,  ces  deux  triangles  seront  sem- 
blables, par  la  géométrie.  On  aura  donc  ,  AB:BD:  AD:: 
MO:  ON  :MN.  Dbnc  anssiP  :  Q  :  R:. MO  :  ON  :  MN.  Et 
comme ,  pour  l'équilibre ,  il  faut  opposer  à  la  résumante  R 
une  force  S  qui  lui  soit  égale,  on  aura  aussi,  P  :  Q  :  S  :  :  MO  : 
ONiMN. 

Corollaire    IV. 

3^.  S 1  d'un  poijBt  «pielconque  D  (Fig.  ïo }  de  k  direction 
de  la  résultante  R  des  deux  puissances  Pet  Q,  on  abaisse  le» 
perpendiculaires  DE,  DF,  sur  les  directions  de  ces  puis- 
sances ,  et  qu'on  mené  la  droite  EF ,  on  aura  cette  suite  de 
rapports  égaux,  P  :  Q  :  R  :  :  DF  :  DE  :  EF.  Car,  ayant  achevé  le 
parallélogramme  ABDC ,  on  a ,  P  :  Q  :  R  :  :  AB  :  AC  ou  BD  : 
AD.  Or  les  angles  AED,  AFD  étant  droits,  le  cercle  décrit 
sur  AD  comme  diamètre ,  passe  par  les  points  £  eç  F  ;  donc 
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Yangle  BAD  est  égal  à  l'angle  EFD ,  et  Tangle  CAD , 
ou  son  ëgal  ADB  ,    est  égal  à  l'angle  F£D.   Ainsi  les 
^  deux  triaoglos  ABD ,  FDE  sont  semblables  ,  et  donnent 
]iB;BD  :  AD  ::  DF  :  DE  :  EF  ;  donc  aussi  P  :  Q  :  R  ::  DF : 
i:£F.  Menant  dans  cette  suite  de  proportionnelles  à  la 
lœ  de  la  résultante  R  la  force  S  qui  lui  est  égale  et  con- 
,onaura,P:Q:S::DF:DE:EF. 

GOKOLLAIRSV. 

.S7.  La  même  construction  subsistant,  si  on  ne  demandoit 
fse  le  rapport  de  P  à  Q ,  on  aproit,  P  :  Q  ::  DF  :  DE.  D'où 
Ton  ¥oit  que  les  deux  puissances  P  e^  Q  sont  en  raison  réci^ 
^ffoque  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  de  la 
iinctian  de  leur  résultante  sur  leurs  propres  directions. 

fit  on  Teot  avoir  ^  d'une  manière  analogue ,  les  rappoits 
des  puissances  P  et  Q  à  la  résultante  R^  ou  à  la  force  S; 
d'an  point  quelconque  F  de  la  direction  de  la  puissance  Q , 
on  abaissera  les  perpendiculaires  Fa ,  F^  sur  les  directions 
des  pHttsances  P  et  R  ;  on  joindra  les  points  a  et  ^  par  la 
initeab:  de  même  y  d'un  point  quelconque  £  de  la  direc- 
tion de  la  puissance  P ,  on  mènera  les  parpendiculaires  ^g, 
l/»ur  les  directions  des  puissances  Q  et  R  ;  on  tirera  g/i 
ftr  eet  constructions ,  on  formera  deux  triangles  Fab  y  Egf 
MnoblaUes  chacun  au  triangle  ADB.  Cette  similitude  se  dé« 
vaoBtrera  sans  peine  ^  si  l'on  décrit  successivement  sur  AF 
•*  AE,  comme  diamètres  ,  des  cercles ,  dont  le  premier  pas- 
.  *w»  nécessairement  par  les  points  a  et  b ,  et  le  second 
P*Mera  nécessairement  par  les  points  g  exf;  qu'ensuite  on 
™o«j  parles  points  oii  ces  cercles  rencontrent  AD,  des 
paralUesà  DB  et  à  DC.  D'où  il  suit  qu'on  aura,  P:R  ou 

SiiBxfa,  eîfQ;RouS::E/;Egr. 

Aio^  en  général  deux  quelconques  des  trois  puissances 
P>  Q,5,  qui  se  font  équilibre,  sont  entre  eUes  en  raison 
Tidproque  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point 
i»  la  direçjjoii  de  Iç^  Uroisienw  sur  leurs  directions» 


Corollaire    VI. 

38.  Cette  même  propriété  peut  être  présentée  sous  une 
autre  forme.  Puisqu'on  a  les  proportions  P;Q::DF:DE; 
F  :  S  ::  F*  :  Fa  ;  Q  :  S  ::  E/:  E^;  on  aura  les  équations  P  x 
DEzzrQ  X  DF;  P  X  Fa=zS  x  F/;;  Q  x  Eg=S  x  E/  D  où 
Ton  voit  que  trois  puissances  P ,  Q^  S  étant  en  équilibre,  les 
produits  de  deux  d'entre  elles  ,  multipliées  chacune  par  la 
distance  de  sa  direction  à  un  même  point  de  la  direction  de 
là  troisième ,  sont  égaux  entre  eux. 

On  appelle  moments  des  puissances  ces  sortes  de  produits 
des  puissances  par  les  distances  de  leurs  directions  à  un 
point ,  à  une  ligne  ^  &  un  plan.  Les  points ,  lignes^  plans  j^ 
par  rapport  auxquels  on  considère  les  moments  en  général , 
s'iappellent  centres  de  moments  j^  axes  de  moments ,  plans 
de  moments ^, 

Corollaire    VIL 

Sg.  Par  la  géométrie^  on  sait  que  dans  tout  triangle  les 
cotés  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  angles  qui  leur  sont 
opposés.  Ainsi  on  aura^  AB  :  BD  :  ÂD  :  :  sin.  ADB  ou  sin.  QÂR  : 
sin.  PAH  :sin.  ABD  ou  sin.  PAQ(  les  deux  angles  ABD ,  PAQ 
étant  suppléments  Tun  de  l'autre  ,  et  ayant  par  conséquent 
le  même  sinus):  donc  ^  puisqu'on  a  toujours  P:Q  :R  ou 
S  !!  AB  :  BD  :  AD,  on  aura  aussi,  P:Q  :  R  ou  S  ::  sin.  QAR  : 
sin.  PAR  :  sin.  PAQ.  D'où  l'on  voit  que  chacune  des  trois 
puissances  P>  Q,  Rou  S ,  est  représentée  par  le  sinus  de 
V  angle  formé  par  les  directions  des  deux  autres. 

Proposition    V    Problkmi* 

4o.  Déterminer  la  résultante  d'un  nombre  quelconque 
de  puissances  P,'Q,  R,  S,  T(  Fig.  1 1  )  concourantes  au 
méfnepoint,A,  et  représentées  par  les  parties  Jk^,  AC,  AE, 
AG ,  AK  de  leurs  directions. 

En  achevant  le  parallélogramme  ABDC  /là  rësultaûte  des 
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oetH  torees  AB,  AG,  est  esprim^e  par  la  diagonale  J 
prends  donc  à  la  plaCB  di'S  deux  forces  AB ,  AC  la  force  AD. 
Sur  AD  et  AE,  comme  vàtéà  contii'un  an  niéini'  angk'  A, 

»je  fais  le  second  parallélogramme  ADFE  ;  je  tire  sa  diago- 
Éiale  AF  ;  et  la  ré.-.nltante  de*  d^ux  forces  AD,  AE  est  la 
force  AF  :  cette  mènir  force  est  donc  la  résultante  des  trois 
forces  AB  ,  AC,  AE.  Sur  AF  et  AO ,  comme  côtés  contigus 
BU  mémi-angU;  A,  je  construis  le  troisième  parallélogramme 
AFHG  :  je  rire  sa  diagonale  AH  ,  et  la  résulcahte  des  di-iix 
forces  AF,  AG,  ou  des  quatre  forces  AB,  AC,  AE,  AG,  J 
est  la  forte  AH,  Continuant  île  même,  sur  AH  et  AK,  I 
comme  côlés  contigns  à  l'angle  A,  Je  fais  li- quatrième  pa-^ 
rallélogramme  AHLK  ;  je  tire  sa  diagonale  AL,  et  la  réïul>f9 
tante  des  deiu forces  AH,  AK,  ou  des  cinq  forces  AB^a 
AC ,  AE,  AG,  AK,  est  la  force  AL.  I 

On  voit  qu'il  est  indilférent  que  les  forces  P,  Q,  R,  S,M 
T, soient  dirigées  ou  non  dans  un  même  plan.  Il  suffit,! 
pour  trouver  leur  rësnllante  comme  nous  venons  de  le  faire,-! 
qu'elles  concourent  en  un  même  point  A,  M 

CoROLLAIItX.  ■ 

41.  Donc  ,  pour  faire  (équilibre  à  toutes  les  forces  AB,  I 
AC,  AE,  AG,  AK,  il  faudra  prolonger  LA  îndéfiniinenB  J 
•vers  M,  et  appliquer  dans  cette  direction  une  force  M  re-j 
présentée  par  la  partie  AM  ëgale  à  AL.  1 

PkOPOSITIOIT     VL     THÉoRÈMt.  I 

42.  T)evx  puissances  P,  Q,  et  leur  résultante  R  (Fig.  ia)  1 
concourant  au  point  A  ;  si  l'on  mené  une  drnite  quelconque  1 
FE  qui  rencontre  en  FjE.D,  leurs  directions  AP,  AQ,  AR:  1 
je  dis  que  chaque  force  pourra  être  représentée  par  le  produit  ] 
de  la  partie  de  sa  direction  ,  comprise  entre  le  point  A  et  la  1 
sécante,  jnultipliéû  par  la  partie  de  la  sécante  ,  comprise  J 
entre  les  directions  des  deux  autres  ;  c'est-à-dire  qu'on  M 
aura,  P  :  Q  :  R  :;  AF  X  D£  ;  AE  x  Df  :  AD  X  f  £.  I 
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Ou  point  D  soient  menées  parallèlement  aux  directipna 
des  puissances  P  et  Q  les  droites  DC^  DB^  pour  avoir  le 
parallélogramme  ABDC.  On  aura,  P;Q:R  ::  ABou  DC  :  AG 
ou  BD  :  AD.  Or  les  triangles  semblables  EAF,  ECD  donnent 

EF. :  AF  ::  ED  :  DC  =^^^  ;  et  les  triangles  semblables 
FAE ,  FBD  donnent  FE  :  AE  :  :  FD  2  BD  =  ^^^.  Ainsi  oa 

aura  P  :  Q  :  R  •  ♦  —Wk~  :  — m, —  '^■^*  Multipliant  la  suite  des 

conséquents  par  la  même  quantité  FE^  on  aura  P:Q:R  :: 
AF  X  ED:AE  X  FD: AD  x  FE. 

Corollaire.    I, 

43.  Qu'oit  mené  paraUèlementÀ  la  sécante  FEun^  antra 
sécante  KG.  On  aura  AF  :  AE  :  AD  ::  KF  :  GE  :  HD.  Mul- 
tipliant cette  suite  par  la  snite  identique  DE  :  DF  :  FE  :  :  DE  : 
DF.FE,  on  aura  AF  X  DE  :  AE  x  DF  :  AD  x  FE ::  K.F  x 

DE:GËxDF;HDxFE.  DoncP;Q:R::KFxDE:GEx 
DF:HDxFE, 

Corollaire    II* 

44*  La  même  hypothèse  et  la  nuème  construction  sub* 
sistant  toujours^  il  est  clair  qu'à  ii^esure  que  le  point  A 
s'éloigne  de  FE  ,  ou  que  Fangle  PAQ  devient  plus  aigu  ,  les 
parties  KF,  GE^  HD tendent  à  fégalité;  en  sorte  que  quand 
le  point  A  est  infiniment  éloigné ,  la  raison  dernière  des 
lignes  KF ,  GE ,  HD  est  une  raison  <i'égalité  ;  et  les  direc- 
tions des  trois  puissances  deviennent  parallèles,  comme 
dans  la  Figure  i3.  Ainsi  la  suite  de  proportionnelles  P  :  Q  ; 
R  ::  KF  x  DE  2  GE  x  DF  :  HD  x  FE,  devient(en  divisant 
]a  suite  des  conséquents  par  le^ lignes  égales  KF^^GE^  HD), 
P:Q:R::DE:OT':FE. 

C  O  R  O  II  L  A  I  R  B     I  I  L 

45.  It  suit  delà^  i"".  que  k^résultante  de  deux  puissances 
parallèles  P  et  <2 1  qui^agisscnt  4aM  leanéme  sws  >  ^^^  ^^ 


I. 
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I. 


pardiètë,  comme  on  voit,  et  de  plus  est  égale  à  leur  somffl 
puisque  FE=FD-+-DE. 

2".  Que  la  direction  de  cette  résultante  passe  par  un  point 
D ,  dont  la  propriété  est  de  rendre-  les  deux  puissances  P 
et  Q  réciproquement  proportionnelles  aux  distances^  per- 
pendiculaires ou  obllf|ues  ,   du  point  D  à  leurs  directions, 
I  puis^i'on  a  la  proportion,  P:Q::DE:DF. 


C  o  R  o  L 


IV. 


46.  Donc,  si  ion  suppose  que  deux  puissances  parallèles 
PetQ(Fig.  14)  sont  appliquées  aux  extrémités  d'une  verge 
in/lexible  FE  sans  pesanteur,  et  qu'on  veuille  déterminer 
le  point  par  lequel  la  verge  doit  être  suspendue  pour  qu'il 
y  ait  équilibre ,  et  l'effort  que  supporte  le  point  de  suspen- 
sion ;  on  n'aui  a  qu'à  diviser  la  droite  FE  au  point  D ,  de 
manière  que  l'on  ait,  P  :  Q"ED  :  FD,  on  bieuP  +  Q:  P: 
Q  :  :  FE  :  ED  ;  FD,  et  qu'à  appliquer  ensuite  clans  la  direction 
DS,  parallèle  aux  deux  puissances  P  ctQ,  un  appui  ou  une 
^■risistance  S^^P  +  Q. 


COROLLAIKE      V. 


47.  Les  trois  forces  P ,  Q ,  S  de  l'article  précédent  étant 
i  équilibre,  chacune  d'elles  iuditféremnient  peut  être  re- 
gardée comme  faisant  équilibre  aux  deux  autres ,  ou  comme 
étant  égale  et  directement  contraire  à  la  résultante  des  deux 
autres.  Considéroas  ,  par  exemple,  la  puissauce  Q  sous  ce 
point  de  vue  :  i!  est  clair  que  cette  puissance  est  paralltde 
aux  deux  forces  composantes  P  et  S  ;  qu'elle  est  placée  au- 
delà  du  point  D ,  du  côté  de  la  plus  grande  force  S  ;  qu'elle 
agit  dans  le  méj»e  sens  que  la  plus  foible  P  des  deux  forces 
composantes  ;  et  qu'elle  est  égale  à  leur  différence,  puis- 
qu'on a  FD=FE — DE.  On  trouvera  la  position  du  point  E, 
en  considérant  qu'on  a  la  proportion  ,  S  :  P  :  :  FE  :  DE ,  qui 
donne  celle-ci.  S— P:P::FE  — DE  ou  FD:DE,  dans 
laquelle  les  trois  premiers  termes  soat  connus. 
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Remarque    I. 


48.  L'équilibre  absolu  des  trois  forces  parallèles  P, 
Q,  S,  demande  nécessairement  qu'on  ait  tout  a  la  Fois  Të- 
quation  S  =  P  +•  Q  ,  et  la  propo^t^o^  P  :  Q  :  :DE  :  DF,  ou 
Tëquation  P  X  DF  =  Q  x  DE.  En  vertu  de  la  première 
équation ,  la  verge  (  Ax.  Il  )  ne  peut  se  mouvoir  parallèle- 
ment à  elle-même ,  ni  dans  le  sens  DS ,  qui  est  celui  de  la 
force  S^  ni  dans  le  sens  DR  ,  qui  est  celui  de  la  résultante 
R  ou  (P-H-Q),  puisque  les  deux  forces  S  et  R  sont  égales 
et  directement  opposées  :  mais  cela  n'établit  que  l'immobilité 
du  point  D  de  la  verge  ;  et  il  pourroit  se  faire  que  la  verge 
eût  un  mouvement  de  rotation  autour  du  point  D.  Or  ce 
mouvement  est  impossible^  à  cause  de  la  secondi^  équation 
P  X  DF  ==  Q  X  DE.  En  effet ,  supposons  pour  un  moment 
que  la  verge  EF  pût  tourner  autour  du  point  D ,  et  qu'en 
un  instant  elle  décrivît  par  ses  extrémités  les  petits  arcs 
semblables  Ee,  F/I  Puisqu'on  a  P:Q::DE:DF,  et  que 
les  arcs  semblables  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons  ,  on 
aura  P  :  Q  ::Ee  :  F/i  Ainsi  les  deux  forces  P  et  Q  sont  réci- 
proquement proportionnelles  aux  espaces  quelles  tendent 
à  faire  parcourir  dans  le  même  temps ^  en  vertu  des  deux 
mouvements  de  rotation  ;  et  par  conséquent  ces  deux  mou- 
vements ,  qui  se  fei  oient  en  sens  contraires  ,  se  détruisent 
mutufllement.  Car  supposons,  par  exemple  /  que  la  partie 
DF  de  la  verge  soit  de  deux  pieds ,  la  partie  DE  de  quatre 
pieds  ,  la  force  P  un  poids  de  six  livres  ,  et  par  conséquent 
la  force  Q  un  poids  de  trois  livres  ;  les  effets  que  produisent 
les  rotations  des  points  E  et  F  sont,  lun  par  rapport  à 
Tautre,  comme  s'il  s'agissoit ,  d'une  part,  de  faire  parcourir 
quatre  pieds  à  un  poids  de  trois  livres,  et,  d'autre  part,  de 
faire  parcourir  deux  pieds  à  un  poids  de  six  livres.  Or  il  est 
visible  que  ces  deux  effets  sont  égaut;  car  nous  pouvons 
partager  le  poids  de  sixUvres,  qui  parcourt  deux  pi(^ds,  en 
deux  poids  chacun  de  trois  livres,  qui  parcourent  chacun  deux 


\ 
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pieds;  ce  qiii  revieni:  à  un  seul  poids  de  trois  livres  qui  par- 
court quatre  pieds.  Donc  les  deux  mouvements  de  rotation 
doivent  s'anéantir  réciproquement,  on,  ce  qui  revient  au 
même  ,  ils  ne  peuvent  avoir  IÎimi  ni  l'un  ni  l'autre. 

Ainsi,  en  vertu  des  deux  équations  proposées  ,  la  verge 
ne  peut  avoir  ni  mouvement  de  translation  para!! élément 
à  elle-même,  ni  mouvement  de  rotation  autour  du  point  D. 
Elle  ne  peut  pas  avoir  non  plus  de  mouvement  de  rotation 
autour  de  quelque  autre  point ,  puisque ,  étant  empêchée 
tout  à  la  fois  de  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même ,  eC 
de  tourner  autour  du  point  D ,  elle  est  nécessairement  dans 
une  immobilité  absolue. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  que  la  verge  ne  peut 
pas  se  mouvoir  dans  le  sens  de  sa  longueur,  puisqu'il  n'y  a 
aucune  force  qui  agisse  dans  ce  sens. 


B  M  A  n  Q  u 


II. 


49-  Si,  à  la  place  de  l'une  des  forces  ,  par  exemple ,  ti, 
à  la  place  de  la  ïbrceQ,  on  substitue  une  force  parallel^ç, 
appliquée  en  M,  et  telle  que  l'on  ait  q  :  Q  :•  DE  :  DM,  ou  q 
X  DM=:^Q  X  DE  :  les  deux  forces  ç  et  Q  tendront  à  pro- 
duire le  même  mouvement  de  rotation  autour  du  point  D. 
Ainsi ,  par  rapport  à  ce  mouvement ,  ces  deux  forces  sont 
également  propres  à  contrebalancer  la  puissance  P.  11  n'y 
aura  donc  point  de  mouvement  da  rotation  autour  du 
point  D,  si  l'on  shbstitue  ç  à  Q,  et  qu'on  ait  l'équation 
P  X  DF3=9  X  DM.  Mais  alors  la  verge  aura  un  mouvement 
de  translation  parallèlement  à  elle-même.  Car,  pour  em- 
pêcher ce  dernier  mouvement,  ilfaudroit  qu'on  appliquât 


dans  la  direction  DS  une  force^P-t-ç^P  4- 


-n  ,  QXDE. 


UM 


;  force 


qui  diffère  de  S,  dont  la  valeur  est  P+Q. 

On  voit  par-là  qu'on  empêchera  toujours  la  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  point  donné ,  en  substintant  les  unes 
à  la  place  des  autres,  des  forces  qui  soient  i éciproqucmeut 


I 
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proportionnelles  aux  distances  de  leurs  directions  à  ce  point; 
mais  qu'alors  la  pression  de  ce  même  point  augmente  ou 
diminue,  et  que  par  conséquent,  si  Ton  veut  empêcher 
aussi  le  mouvement  de  translation ,  la  résistance  de  Tappui 
doit  être  prise,  dans  chaque  cas,  suivant  la  loi  que  nous 
venons  d'établir. 

Dans  le  calcul  des  machines,  on  fait  souvent  des  substi- 
tutions de  forces  pou^  empêcher  les  mouvements  de  rota- 
tion ;  et  on  ne  s*embarrasse  pas  des  pressions  que  souffrent 
les  appuis  qui  sont^ immobiles,  et  qui  ont  ordinairement 
plus  de  résistance  qu  il  ne  leur  en  faut.  Mais  on  se  trompe-^ 
roit,  si  Ton  croyoit  que  les  appuis  seront  ^  daiis  tous 'les 
cas,  également  chargés. 

Proîposition  vil   Problème. 

5o.  DETERMINER  lu  résultante  de plusieuTS  forces  paral- 
lèles qui  agissent  dans  un  même  sens. 

Soit  un  nombre  quelconqu^de  corps  A,  B,  C,  D  (Fig.  1 5), 
situés  ou  non  dans  un  même  plan,  et  soumis  à  l'action  des 
fofces  parallèles  F,  Q,  H,  S,  qui  agissent  dans  le  même 
sens.  Imaginons  que  tous  ces  corps  soient  liés  entre  eux  par 
des  verges  inflexibles  AB,  BC,  CD,  DA,  sans  pesanteur, 
et  ne  forment  qu'un  même  système.  Cela  posé:  les  deux 
forces  P  et  Q  ont  pour  résultante  (45)  une  force  X  qui  leur 
est  parallèle,  dont  la  quantité  est  P+Q,  et  dont  la  direc- 
tion passe  par  le  point  E,  qui  est  tel ,  qu'on  a,  P  :  Q  •  :  BE  :  AE. 
Substituons  à  la  place  des  deux  forces  P  et  Q  la  force  X ,  et 
menons  la  droite  EC  :  les  deux  forces  X  et  R  auront  pour 
résultante  la  force  Y=X-i-R=P-4-Q+-R,  et  le  point  G 
où  elle  coupe  EC  sera  tel ,  iqu  on  aura,  X  ou  P  +  Q  :  R.  :  :  CG  : 
EG*  Prenons  à  la  place  des  deux  forces  X  et  R,  ou  des  trois 
forces  P,  Q,  R ^  la  force  Y ,  et  ayant  mené  la  droîlbe  GD , 
jK)us  verrons  qaA«  les  deux  foi^ces  Y  ^  S  ont  pour  résul- 
tante la  force  Z=Y-hS=:P-4-Q-f-R4-^S,  et  qW5  le  point 
F  par  ^  passe  la  direction  de  l^i  force  Z  &»t  tel,  qp^'qtxêw^y  Y 
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<jti  P-t-Q-f-R  :S::  DF  :GF.  La  foice  Z  est  donc  la  résultante 
de  toutes  les  forces  proposées  P,  Q ,  R^  S  ;  et  on  détermi- 
neroît  de  tfiéme  successivement  k  forcé  résultante ,  si  le 
liombre  de»  forces  composantes  étoit  plus  grand. 

Corollaire    I. 

Si.  Donc  (Ax.  II),  pour  faire  équilibre  à  toutes  les 
forcés  P,  Q,  R,  S,  il  faut  appliquer  dans  la  direction  ZF 
nnc  force  V=P+Q+H+S. 

^  CoROLLAIiifilI. 

52,  Si  toutes  les  forces  parallèles  P,  Q,  R,^  S,  n'agis-"^ 
soient  pas  dans  le  même  sens ,  on  commenccroit  par  déter- 
miner séparément  chaque  résultante  des  forces  qui  agissent 
dans  le  même  sens.  Par-là ,  on  aurodt  deus  résultantes  diri<> 
gées  en  sens  contraires ,  et  on  trouveroh  la  force  qui  peut 
leur  faire  équilibre,  par  le  moyen  de  rartickr^/* 

Remarque    I. 

53.  Au  lieu  de  supposer,  comme  nous  avons  fait,  que  ]es 
forces  P,  Q,  R,  S,  sont  appliquées  aux  points  A,  B,  C,  D  ^ 
nous  pouvons  (  a3  Dem.  I  )  les  supposer  appliquées  aux 
points  quelconques  a ,  b,  c,  d  de  leurs  directions;  et  alors 
nous  trouverons  que  les  nouvelles  résultantes  X,  Y,  Z> 
qui  sont  toujours  parallèles  aux  forces  composantes,  passent 
par  les  points  e,/,  g,  intersections  des  droites  ab,  ec ,  gd, 
avec  les  droites  EX,  GY,  FZ  premièrement  déterminées. 
Car  (45)  dans  le  second  cas  ,  le  point  e  par  oh  passe  la  ré* 
sultantedes  deux  puissancBs P et  Q,  est  tel  que  P:Q  ::  be:ae. 
Or,  à  cause  des  parallèles  AP,  BQ,  EX,  on  Sibeiae::  BE: 
AE.  Donc  le  point  e  est  l'intersection  des  droites  ab,  EX. 
Même  raisonnement  pour  les  autres  résultantes  :  de  plu», 
les  quantités   de   force  des  résultantes  sont   toujours  les 
mêmes.  Ainsi  la  ditectîon  et  la  quantité  de  la  résultante 
finale  Z  sont  toujours  les  mêmes ,  en  quelques  points  de 
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leurs  directions  qu  on  suppose  que  les  forces  com] 
soient  appliqi^ées. 

Gela  est  également  vrai ,  avec  les  changements 
nables ,  pour  le  cas  où  les  forces  n*agiroieat  pas 
même  sens* 

RXM'ARQUI      IL 

54*  Si  les  forces  appliquées  aux  corps  A^  B^  Ç,  D,^ 
demeurant  toujours  les  mêmes  en  quantités ,  prenoient  d 
très  directions  quelconques  A/?,  B^,  Cr.  D5,  toujours 
ralleles  entre  elles  ^  et  qu'on  nommât  x ,  y ,  z,  les 
tantes  analogues  à  X,  Y ^  Z,  les  nouvelles  résultantes 
roient  égales  chacune  à  chacune  des  premières  ;  et>  de 
la  résultante  x  passeroit  par  le  point  £  ;  la  résultante^  1 
le  point  G;  la  résultante  ^^  par  le  point  F.  Il  y  a  donc 
jours  dans  la  direction  de  la  résultante  finale  d'un  noi 
quelconque  de  forces  parallèles  ,  agissantes  ou  non  dans 
même  sens^  ui)  point  F,  qui  est  tel^  que  si  les  forces, 
changer  de  quantités ,  et  sans  cesser  d*être  parallèles, 
d'être   appliquées  aux   mêmes   endroits  d'un  système  de 
corps  y  changent  d'ailleurs  semblablement  de  direcdons  dfr. 
toutes  les  manières  possibles  ,  toutes  les  résultantes  fimlfit 
(qui  ont  la  même  valeur  )  se  couperont  en  ce  point. 

Ge  point  remarquable  peut,  à  cause  de  sa  propi 

s'appeler  centre  des  forces  parallèles» 

• 

Proposition    VIII.    TnfeoRfeMK. 

55.  Deux  puissances  P  e^  Q  ,  et  leur  résultante  % 
(  Fig.  16  et  17),  concourant  au  point  K\  i  d'un  point  quAi 
conque  E  ,  prù  dans  le  plan  de  ces  puissances  ,  on.  abaissé 
les  perpendiculaires  EF,  EG,  EH,  sur  leurs  directions  AR 
AQ  j  AR  ,  on  aura 

Q  X  EG+P  X  EF  =  R  X  EH  (  Fig.  16), 
Q  X  EG— P  X  EF=R  X  EH  (  Fig.  17). 
Ejt  sorte  éfue  la  somme  ou  la  différence  des  moments  4ei 
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^rces  P  e^  Q  /  por  rapport  au  point  E ,  est  égale  au  moment 
jie  la  résultante  R  ,  par  rapport  au  même  point. 

Soit  constniit  le  parallélogramme  ABCD  sur  les  direc- 
ts des  trois  puissances  ;  on  aura  P  :  Q  :  R  :  :  AB  :  BD  ;  AD. 
enez  la  droite  AE  ;  et  sur  cette  ligne  ,  comme  diamètre, 
TÎvez  le  cercle  AMEG  ,  qui  passera  nécessairement 
ir  les  points  F^  G,  H,  puisque  les  angles  EFA,  EGA, 
sont  droits.  Tirez  les  cordes  FH  ,  HG;  et  du. point  B 
lez^  parallèlement  à  AE^  la  droite  BK,  qui  rencontre 
Îê^Yl  la  droite  AK  (  Fig.  16),  ou  son  prolongement  AS 
lf;Fig.  17  ).  Les  deux  triangles  ABK ,  EHF  sont  semblables^ 
Ifir  la  géométrie  ;  car  Fangle  ABK  est  égal  à  son  alterne 
BAF,  et  celui  ri  est  égal  à  l'angle  EHF  ;  de  plus^  les  deux 
iDgles  BAK  ,  HEF  sont  égaux.  Ces  triangles  semblables 
lonnent  la  proportion  AB  :  EH::AK:EF,  et  par  consé- 
pent  AB  X  EF  =  EH  X  AK. 

Les  deux  triangles  DBK ,  EHG  sont  aussi  semblables , 
par  les  mêmes  principes  de  géométrie ,  et  donnent  par 
conséquent, DB: EH ::DK:EG,  ouDB  xEG=EH  x  DK. 
Ajoutant  ensemble  les  deux  égalités  (  Fig.  16  )  ,  ou  retran- 
chant l'une  de  l'autre  (  Fig.  17  ),  on  aura  , 

DBxEG^-AB  xEF  =  AD  X  EH(Fig.  16),    • 
.    DBxEG— AB  xEF=ADx  EH(Fig.  17). 

Mettant  à  la  place  des  lignes  AB  y  DB  ou  AC ,  AD ,  les 
forces  P,  Q ,  R,  que  ces  lignes  représentent^  et  réimissant 
Vs  deux  cas  à  Taide  du  double  signe  ±  placé  au-devant  du 
tftcoad  terme ,  on  aura , 

(A)    Q  xEGiPx  EF  =  R  xEH. 
Rem  a  r  q  u  e    I* 

^^.  Si  à^la  résultante  R ,  on  oppose  directement  une  force 
8  qui  lui  soit  égale ,  il  y  aura  équilibre  entre  les  forces  P , 
Q»  S;  et  réqnation  (A)  (  en  mettant  S  pour  R  )  ,  deviendra 
QxEGdiP  X  EF  =  S  xEH. 

Gomme  de  plusieurs  forces  en  équilibre^  on  est  maître  de 
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prendre  ceDe  qa^on  roman  pour  ime  force  ^ide  et  directe^ 
ment  opposa  a  la  rësnltaiite  de  toutes  les  autres  (Ax.  II  ), 
si  noos  considérons ,  i*.  la  force  Q  sons  ce  point  de  rae ,  et 
qae  nons  mettions  F^quation  précédente  sons  cette  forme  , 
SxEHzpPx  £F=Q  x  EG,  on  bien  sons  celle^ûCea 
nommant  Q*  la  résultante  des  deux  forces  P  et  S,  laquelle 
est  égale  et  directement  opposée  à  Q) ,  ^  X  EH  q=  P  x  £F 
^Q'  X  £G  :  nons  Terrons  que  la  différence  on  la  somme 
des  mqments  des  forces  composantes  S  et  P  est  égale  au 
moment  de  leur  résultante  Q  ' .  Le  premier  cas  a  lien  ^ig.  1 6), 
paiceqn'alors  le  point  £  tombe  dans  Tan^e  PAS  formé  par 
les  directions  des  deux  forc^  composantes  P  et  S  ;  et  le 
second  a  lien  (  Fig.  17),  parkequ'aïors  le  point  E  tombe 
Bors  de  fangle  PAS.  ) 

2!**  Considérons  la  force  P  comme  égale  et  directement 
appoiée  à  la  résultante  des  deux  forces  Q  et  S^  et  nommons 
-P celte  résultante  :  nous  trourerons,  ±(S  x  EH — Q  x  EG) 
=:P^  X  EF.  Ainsi  ,  pour  les  deux  Figures  ,  la  différence  des 
moments  des  forces  composantes  est  égale  an  moment  de  la 
résnitante,  parceque ,  dans  Fnne  et  Tautre  Figure ,  le  centre 
de  moment  tombe  dans  l'angle  Q'AR  opposé  par  le  sommet 
à  Tangie  QAS ,  que  forment  les  directions  des  forces  com-> 
posantes.  Mais  (  Figl  16  )  ce  centre  tombe  en-deçà  de  Tangle 
P^  AS^  on  de  son  opposé  an  sommet  PAR ,  et  la  dîfFérence 
des  moments  des  forces  S  et  Q  est  S  x  £H — Q  X  EG;  au 
lien  que  (  Fig.  17  )  le  point  £  tombe  dans  Tangle  PAR  op- 
posé par  le  sommet  a  Tangle  P' AS ,  ce  qui  donne  Q  X  EG 
—  Sx  EH  pour  la  différence  des  moments  des  deux  forces 
Q  et  S. 

Remarque    II* 

57.  De  LA  suit  en  général  une  règle  facile  pour  recou« 
ncitre  si  le  moment  de  la  force  qu'on  regarde  comme  la 
résultante  des  deux  autres  j  on  comme  égale  et  contraire  à 
cette  résultante  ^  est  ég^  à  la  somme  ^  ou  à  la  différence  des 
moinents  des  forces  composantes  ;  et ,  dans  ce  derni^  cas , 
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«omraent  il  faut  prendre  la  JilTérence.  Regardez  le  centre 
de  moment  comme  un  point  (ijce  et  comme  le  centre  com- 
mun à  deux  cercles  qui  auroient  pour  rayons  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  directions  ou  sur  les 
prolongements  des  directions  des  forces  composantes.  Cela 
posé,  1°.  si  les  deux  forces  composantes  ,  par  la  manière 
dont  elles  sont  dirigées,  tendent  à  faire  tourner  les  deujt 
cercles  dans  le  même  sens  :  lé  moment  de  la  ri^sultante  ou 
de  la  force  égale  à  celte  résultante,  est  ègaj  à  la  somme  des 
moments  des  forces  composantes.  a°.  Si  les  deux  forces 
composantes  tendent  à  faire  tourner  les  deux  cercles  en 
sens  contraires  ,  le  moment  de  la  résultante  ou  de  la  force 
^gale  à  cette  résultante ,  est  égal  à  la  différence  des  moments 
des  forces  composantes  :  et ,  pour  avoir  cette  difrérence ,  il 
faut  observer  que  des  deux  moments  des  forces  compo- 
santes ,  le  plus  grand  est  celui  de  la  force  placée  d'un  même 
côté ,  par  rapport  au  centre  de  moment  et  par  rapport  à 
l'angle  que  forme  la  direction  de  l'autre  force  composante 
avec  celle  de  la  résultante ,  ou  à  l'angle  opposa  par  le  sommet 
à  celui  que  nous  venons  d'indiquer. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que ,  dans  le  premier  cas ,  la 
résultante  tend  à  faiie  tourner  le  corps  dans  le  sens  des 
forces  composantes ,  et  que.,  dafls  le  second ,  elle  tend  à  le 
faire  tourner  dans  le  sens  de  la  forfce  composante ,  dont  le 
moment  est  le  plus  grand. 

COnOLLAISE      I. 

58.  Supposons  que  le  point  de  concours  A  s'éloigne 
de  plus  en  plus  jusqu'à  l'infini,  en  sorte  qu'à  la  fin  les  di- 
rections des  trois  puissances  P,  Q,  S,  deviennent  parai- 
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leles  (Fig.  i8  et  ig.  ).  Il  est  cKiir  que  nos  équations  subsi; 
teront  toujours,  et  que  les  points  F,  G,  H,  seront  mainte- 
nant placés  sur  une  même  ligne  droite ,  perpendiculaire  aux 
directions  des  trois  forces.  De  plus  on  aura  (45),  S^R=P 

IjJ-Q.  Donc(Fig.  iSet  19), 
I     (B)     QxGE±PxFË=CP  +  Q)  xHE. 
\ 


C  O  R  O  L  L  A 


II. 


irs  narallul»-*  .   ^ 


59.  Les  puissances  P,  Q,  S,  étant  toujours  parallel» 
si  ,  par  le  poiDt  E ,  on  mené  une  droite  quelconijue  EX ,  et 
aespomtsF,G,H,  les  parallèles  F  V,  GX,  HT,  vers  cette 
ligne,  pn  aura  (  Fig.  18  et  19), 

QxGX±PxFV==(P-4-Q)xHT.  ^ 

Car,  à  cause  des  triangles  semblables  EFV,  EGX  ,  les  lign^ 
EF,  EG,  EH,  étant  proportionnelles  aux  lignes  FV,  GX, 
HT,  si  Von  suppose  EF^n.  FV,  on  aura  EG  =  /(.  GX, 
HE::^/!.  HT.  Substituant  ces  valeurs  de  EF,  de  EG ,  deHE, 
dans  l'équation  (B) ,  et  divisant  tout  par  n ,  on  aura  Q  x  GX. 
rhPx  FV^(P-+-Q)  xHT. 

D'où  l'on  voit  que  la  somme  ou.  la  différence  des  momvnts 
des  forces  parallèles  P  et  Q,  par  rapport  à  l'axe  E  X,  est 
égale  au  mom^enc  de  leur  résultante ,  par  rapport  au  même 
axe. 

Il  est  indifférent  que  les  distances  FV,  GX  ,  HT,  soient 
perpendiculaires  ou  obliques  à  l'axe  EX. 
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III. 


60.  De  Véquation  Q  X  GXztP  X  FV=(P+  Q)  X  HT, 
_QxGX±PxFV 


on  tire  HT - 


p+y 


Ainsi,  connoissant  la  position  de  Taxe  EX  et  les  distances 
perpendiculaires  ou  obliques  GX,  FV,  on  connoîtra  la  dis- 
tance perpendiculaire  ou  oblique  du  centre  H  des  forces  P 
et  Q  à  l'axe  EX.  On  pourra  donc  fixer  la  position  de  ce 
centre ,  en  prenant  sur  l'une  GX  des  distances  une  partie 
%a  ëgale  a  la  valeur  qu'on  a  trouvée  pour  HT ,  et  menant 
là  droite  aH  parallèle  à  XE. 


COROL 


IV. 


Gi.  Lorsque  le  point  E  tombe  sur  le  centre  H  (Fig.  30), 
k  distance  HT  s'évanouit;  et  on  a  Q  X  GX — P  X  FV^=o , 
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wQ  X  GX=P  X  FV.  D'où  l'on  voit  que  les  moments  des 
éeux  farces  P  e^  Q ,  par  rapport  à  tout  axe  qui  passe  par 
Im  centre  y  sont^gaux, 

Corollaire    Y. 

6a.  Q  u'o  N  mené  (  Fig.  2 1  et  22  )  la  droite  quelconque  /g , 
pi  rencontre  obliquement  en/,  g,  h,  les  directions  de  nos 
rois  puissances  parallèles  F ,  Q ,  S  ;  et  des  points/",  gj  h, 
Hnent  tirées  les  parallèles  /u  ,  gx  j  ht  vers  l'axe  Ex ,  qui 
îonpe  au  point  quelconque  E  la  droite^^ ,  et  qui  a  une  po- 
Dtion  quelconque.  De  plus ,  soit  menée  par  le  point  £  la 
îroite  EG  perpendiculaire  aux  directions  des  trois  puis- 
lances.  On  anra  ces  équations  : 

QX5E±Pxyï;  =  (P  +  Q)XÀE, 
QX^r^ip  x/i/  =  (P-hQ)  X  ht, 
QxGériP  XF/=(1P4-Q)  X  HÀ, 

qui  ne  sont  autre  chose  que  Téquation  (B) ,  en  substituant 
aux  trois  lignes  EF,  EG,  EH  ,  trois  autres  lignes  qui  leur 
sont  proportionnelles ,  c'est-à-dire ,  ou  les  trois  lignes  E/, 
Eg,  EA,  ou  les  trois  lignes/i/ ,  gx ,  ht^on  les  trois  lignes 
F/,Gg,  HA. 

En  divisant  chacune  de  ces  équations  par  P+Q ,  on  aura 
les  valeurs  des  lignes  AE ,  A  ^ ,  H  A. 

n  eîst  *cla8r  que ,  lorsque  le  point  E  tombe  sur  le  point  h 
lîîg.  2a),  lés  ttois  lignes  EA,  ht,  HA,  s'évanouissent,  et 

çfalors  on  a  Q  X  gE  =  P  x/£;  Q  X  gx  =  l^  X^fu; 

QxG^  =  PxF/ 

Corollaire    VI. 


/ 


63.  Si  nous  strppiosons  que  les  forces  composantes  agissent 
«n  senk  contraires  ;  que  ,  par  exemple ,  nous  regardions  les 
^x  forces  Pet  S  comme  les  composantes ,  et  par  consé- 
^ent  la  force  Q  comme  égale  et  directement  contraire  à 

5. 
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leur  résultante  :  les  équations  (  Fig.  18,    19,   21,  22  }, 

Q  X  GE±P  X  EF  =  (P  +  Q)  X  HE, 
Q  X  GX±P  xFV=(P-hQ)  X  HT, 
Q  X  grE  ±P  x/E=(P  +  Q)  X  AE, 
Qx  gx  dzP  X  Fmz=(P4.Q)  X  fu, 
Q  xGgdoP  X  F/  =  (P  +  Q)  X  HA, 

deviendront  (  en  observant  (47)  que  la  résultante  =  Q  =  S 
—  P ,  et  chassant  Q  ) , 

S  X  HErpP  X  FE  =  (S  — P)  X  GE, 
S  X  HTipP  X  FV  =  (S  — P)  X  GX, 
Sx  AEzpP  x/E  =(S— P)  X  ^E, 
S  X  ht  qzP  x/u  z=(S  — P)  X  ffx, 
S  X  HAipP  X  F/=(S  — P)  X  G^. 

On  trouveroit  des  équations  analogues ,  en  regardant  P 
comme  égale  à  la  résultante  des  forces  Q  et  S. 

Ces  équations  font  vpir  encore  que  la  différence  ou  la 
somme  des  m,oments  des  forces  composantes  est  égale  au 
moment  de  la  résultante. 

On  aura  les  lignes  GE ,  GX ,  gl^y  gx ,  G^,  en  divisant 
chacun  des  deux  membres  des  mêmes  équations ,  par  S — P. 

Proposition   IX.    Théorème. 

64*  Si  Von  a  un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles  ^ 
agissantes  dans  le  même  sens  ,  et  situées  d'ailleurs  comme 
on  voudra ,  et  que  Von  considère  leurs  moments  par  rapport 
à  un  m,éme plan: 

1°.  Lorsque  toutes  les  forces  sont  placées  d'un  mém,e  côté 
de  ce  plan ,  la  som/me  de  leurs  mom^ents  particuliers  est  égale 
au  mom.ent  de  leur  résultante. 

2°.  Lorsque  les  forces  sont  placées  en  partie  d'un  côté^  en 

partie  de  Vautre ,  par  rapport  au  plan  des  mom^ents  ,  la  dif 

férence  entre  la  som,mé  des  moments  des  forces  placées  d\in 

côté  ,  et  la  sommée  des  moments  des  forces  placées  de  Vautre 

côté  y  est  égale  au  moment  de  leur  résultante. 
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y    Soient  (  Fig.  2,5  et  a4  )  "^  système  de  corps  A ,  B ,  C ,  D , 
:  disposés  à  yolonté,  liés  entre  eux  par  des  verges  AB,  BC, 
;»  CD,  ÂD,  sans  pesanteur,  et  soumis  à  l'action  des  forces 
fuaMes  P,  Q ,  Rf  S ,  qui  agissent  dans  le  même  sens.  Sup- 
ns  qu'après  avoir  déterminé  (5o)  le  centre  F  de  toutes 
forces  j  on  mené  vers  un  même  plan  YZ,  de  position 
Quelconque,  les  parallèles  Aa,  Bb  ,  Ce,  Dd^  F/. 
■   Cela  posé ,  je  dis  ,  1*.  que  pour  la  Figure  23 ,  où  toutes 
hs  forces  sont  placées  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan 
TZ,onaura  P  x  Aa4-Q  X  B*-hR  X  Ce  +  S  x  Dd= 
(P4.Q4-R.-f-S)  X  F/I  Car  supposons  que   le  point  E 
•wt  le  centre  des  deux  forces  P  et  Q;  menons  la  droite  Ec , 
parallèle  aux  droites  Aa ,  Bb ,  etc.  ;  et  observons  que  les 
trois  points  A,  B,  E,  étant  placés  sur  une  même  ligne 
droite ,  les  trois  points  a^  b ,  e ,  situés  dans  le  plan  YZ , 
«ont  aussi  placés  sur  une  même  ligne  droite  :  on  aura  (  Sg, 
lCa8),Px  Aa  +  Q  X  Bi  =  (P4-Q)  x  Ee.  Joignons  les 
points  £  et  C ,  par  la  droite  EC  :  soit  G  le  centre  des  trois 
forces  P^  Q  ,  R  ;  et  soit  menée  la  droite  Gg  parallèle  à  Aa , 
Bi,  etc.  La  force  (P+Q  )  étant  regardée  comme  appliquée 
cnE,  on  aura  ,  toujours  par  le  même  article  69  ,  (P  -hQ) 
xEe-f-R  X  Cc=P+Q+R)  X  Gg-,  ou  bien  (  en  mettant 
po\tt(P-hQ  )  X  Ee  sa  valeur  ) ,  P  X  Aa  +  Q  x  BZ^+R  X 

Cc=:(P  +  Q  +  R)xGg^. 

Continuant  à  raisonner  de  même  ,  on  aura  (Ph-QH-R) 
XGgr+S  X  Dd=z  (  P-f-Q+R+.S)  X  F/,  ou  bien  P  x  Aa 
+QxB*H-R  X  Cc  +  S  xDrf=(P+Q-HR+S)  x  F/. 

^\  Pour  la  Figure  24 ,  où  les  deux  forces  P  et  Q  agissent 
ipuche ,  et  les  deux  forces  R  et  S  à  droite  du  plan  YZ, 
Oûaura  (  le  centre  F  tombant  du  côté  de  R  et  de  S  ) ,  R  X 
C^+SxDJ— P  X  Aa— Q  X  Bè=(P+Q-|-R  +  S)  x  F/ 
Car,  du  centre  H  des  forces  R  et  S,  et  du  centre  E,  des 
forces? et  Q  ,  menez  au  plan  YZ  les  droites  Hh ,  Ee ,  pa- 
rallèles aux  droites  Aa,  Bb ,  etc.  Par  le  premier  cas  ,  on 
ama  (R+-S)  x  HA=:R  x  CcH-S  x  Dd,  et  (  P-+-Q  )  x  Ee 
î=Px  Aa-4-Q  X  B*.  Or  la  résultante  des  deux  forces  (R  •+-  S} 
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et  (P4-  Q) ,  appliquées  en  H  et  E ,  passant  par  le  point  F,  et 
par  conséquent  les  trois  points  H  ^  E  ^  F  ^  étant  placés  sur 
une  même  ligne  droite ,  les  trois  points  h ,  e  ^f^  sont  aussi 
placés  sur  une  ^lême  ligne  droite.  Ainsi  on  aura  (  5g^  1 1  Cas  )^ 
(R  +  S)  X  HA— (P-hQ)  X  Ee=(P4-Q+R+S)  xF/. 
Substituant ,  dans  le  premier  membre ,  à  la  place  de  (  R+S) 
X HA^  et  de (P-hQ)  x  Ee,  le\irs  valeurs ,  oi^  aura R  x  Co 
-hSxDrf— PxAa— QxBA=(P+Q  +  R4-S)xF/: 

GOROLLAIRB  I. 

65.  En  comprenant  les  deux  cas  (  Fig.  25  et  24  )i  dans  la 
môme  équation  générale ,  R  x  Ce  H-  S  x  Dûf±P  X  Aa±Q 
X  B^=(P-|-QH-R-+-S  )  X  F/,  et  dégageant  F/;  on  aura... 

p^_RxCc-f-SxDrf±PXAg±QxB/^ 

D'où  l'on  voit  qu'oTZ  aura  la  distance  perpendiculnire  ou 
oblique  du  centre  d^un  nombre  quelconque  de  forces  parais 
leles  y  agissantes  dans  le  même  sens ,  à  un  plan  de  position 
quelconque ,  en  divisant  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  forces ,  ou  la  différence  entre  la  somme  des  moments  des 
forces  placées  d'un  côté  du  plan  des  moments  ,  et  la  som,me 
des  moments  des  forces  placées  de  t autre  côté ,  /7<?r  l(k 
sommée  de  toutes  les  forces. 


-) 


COROLLAIRI:      II«  ' 

66.  Lorsque  le  plan  YZ  (  Fig.  a5  )  passe  par  le  centre  F 
de  toutes  les  forces ,  la  disîtancç  F/'s'évanouit  ;  et  alors  on  a 
RxCc  +  S  X  D<£— P  X  Aa— QxBZ>  =  o,ouR  X  Cc-h 
S  xDJ=P  X  Aa  +  Q  X  Bô. 

D'où  il  suit  que  la  somme  des  rno.rp.ents  des  forces  qui  sont 
d'un  mêrrie  côt^ ,  par  rapport  à  un  plan  qui  passe  par  le 
centre  de  toutes  les  forces ,  est  égale  à  la  somme  des  m^oments 
4es  forces  placées  de  l  autre  câtén. 
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Corollaire  III. 

67.  Reprend  NS  les  Figures  aS  et  24  5  ^^  supposons  que 
bsJbrces  P,  Q,  R^  S^  toujours  parallèles ,  n'agissent  pas 
lus  le  même  sens  ;  que,  par  exemple,  les  forces  P,  Q 
fissent  de  baut  en  bas  ,  et  les  forces  R ,  S  de  bas  en  h^ut. 
bient  Ee  ,  H^ ,  les  distances  (  parallèles  aux  droites  Aa , 
a  y  etc.  )  des  centres  E ,  H ,  des  deux  classes  de  forcçs ,  au 
plan  YZ.  Je  nomme  Z  la  distance  semblable  du  centre  gé- 
iiéral  de  toutes  les  forces  P ,  Q  ,  R ,  S ,  au  même  plan ,  et  je 
|nppose  que  ce  centre  soit  placé  à  droite  du  plan  dont  il 
pa^t.  On  aura  (64,1  Cas  ) , 

[  R  X  Ce -f-S  X  D^=;=:(R-t-S)  X  HA, 

P  xA«4-Q  X  Bè=(P  +  Q)  X  Ee. 

D un  autre  cAté,  on  a  (63),  (R-+-S)  x  HA— (P-hQ)  x  Ee 
a(R4.S— P  — Q)  X  Z(Fig.23),et(R4-S)  x  HA-f- 
(P+Q)xEe=(R  +  S— P  — Q)  X  Z(Fig.  24).  Ainsi 
on  aura  (  en  réunissant  les  deux  cas  ,  et  mettant  pour 
(R+S)xHA;  (P4-Q)  xB?j  leurs  valeurs),  Rx  Ce  H- S 
xDrfzpPxAû=fiQ  X  Bft  =  (R +S  — P  — Q)  X  Z; 
c'est-à-dire  que  la  différence  ou  la  somme  des  Tnojnents  des 
forces  oom^posantes  est  égale  au  moment  de  la  résultante. 

On  aura  la  valeur  de  Z ,  en  divisant  les  deux  membres 
parR-f-S  — P— Q. 

Si  on  avôit  Z=o ,  on  auroit  R  x  Ce  -h  S  X  Dflî=P  x  Aa 
s+QxB*. 

I  • 

COROLLAIRJÇ     IV. 

68. Lorsque  toutes  les  forces  P,  Q ,  R,  S,  sont  situées 
<JaDS  nn  même  plan ,  et  que  de  plus  lés  distances  parallèles 
A«,Bi^  etc.  y  sont  menées  dans  ce  plan  ,  tous  les  points  a, 
'^>  c,  etc. ,  sont  placés  sur  une  même  ligne  ou  axe  de  mo- 
ments; et  alors  on  peut  concevoir  que  le  plan  YZ,  devenant 
'«animent  étroit,  se  réduit  à  cet  axe.  Ainsi  tout  ce  qu'on  a 
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dit  dans  les  quatre  derniers  articles  s'appliquera  à  ce  cas  ^ 
en  substituant  simplement  dans  le  discours  le  mot  axe  YZ 
aumot/7/a/i  YZ. 

Proposition    X.    Problème. 

^.  Déterminer  y  par  le  moyen  des  moments  y  lapos'i" 
tion  de  la  résultante  de  plusieurs  farces  parallèles ,  agissantes 
dans  le  même  sens ,  situées  ou  non  dans  un  même  plan ,  ainsi 
que  la  place  du  centre  des  farces. 

1**.  Supposons  que  les  forces  proposées  P ,  Q ,  R ,  S 
(Fig.  26  ) ,  soient  dirigées  dans  un  même  plan.  Qu  on  mené 
à  volonté  dans  ce  plan  les  deux  axes  0£,  OI ,  l'un  parallèle^ 
l'autre  perpendiculaire  aux  directions  des  forces:  on  pourroit 
donner  toute  autre  position  aux  deux  axes  0£ ,  01  ^  et  les 
faire  obliques  entre  eux  ;  mais  nous  choisissons  la  position 
précédente  pour  plus  de  simplicité ,  et  pour  fixer  les  idées* 
Des  points  A,  B,  C,  D,  où  les  forces  sont  censées  appli- 
quées ,  soient  menées  vers  Taxe  OE ,  et  parallèlement  à 
Taxe  01 ,  les  droites  A.a  ,  B^,  Ce,  DJ;  de  même  soient 
menées  vers  Taxe  OI ,  et  parallèlement  à  0£,  les  droites 
Aa' ,  Bi' ,  Ce' ,  Dûî'.  Concevons  que  le  point  F  soit  le  centre 
inconnu  des  forces ,  et  qu'on  mené  parallèlement  à  nos  deux 
exes  les  droites  F/*,  ï/^  ;  on  ^ura ,  d'après  tout  ce  qui  vient 
d'iêtre  démontré , 

^  P+Q+R+S 

Connoissant  toutes  les  parties  du  secohd  membre  ,  on 
connoitra  la  distance  de  la  direction  de  là  résultante  à  l'axe 
OE ,  et  par  conséquent  la  position  de  cette  résultante. 

On  aura  de  même ,  relativement  à  Taxe  01, 

J^     ~  p^-Q  +  R  +  S 

On  connoitra  donc  la  distance  du  centre  des  forces  à  cet 
axe.  Ainsi,  en  prenant  sur  01  la  partie  O/'  5=  F/,  et  sur 
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y  F  parallèle  à  OE  la  partie^  F  égale  à  la  valeur  qu'on  vient 
de  trouver,  le  point  F  sera  le  centre  des  forces. 

On  voit  (68,  II  Cas)  que  si  Fun  des  axes  OE,  01  ou 
tous  les  deux  passoient  entre  les  corps ,  il  y  auroit  dans  les 
expressions  de  F/*  et  de  Vf^  des  moments  négatifs.  Oh  voit 
de  même  que ,  si  les  axes  passent  par  quelques  uns  des 
points ,  A  ,  B ,  C ,  D ,  où  les  forces  sont  censées  appli- 
quées ,  les  moments  correspondants  deviennent  zéro  ;  par 
exemple^  si  Taxe  0£  passoit  par  le  point  A,  la  distance  Aa 
s'évanouiroit ,  et  par  conséquent  le  moment  P  X  Aa  devien- 
droit  nul- 

•a^  Lorsque  les  forces  P,  Q,  R,  S(Fig.  27),  toujours 
censées  appliquées  aux  points  A ,  B ,  C ,  D ,  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan  ,  On  imaginera  trois  plans  OEXV,  OEYI, 
OVZI,  perpendiculaires  entre  eux,  et  dont  les  deux  pre- 
miers sont  parallèles  aux  directions  des  forces ,  tandis  que 
le  troisième  leur  est  perpendiculaire.  Des  points  A,  B,  C,  D, 
et  du  centre  F  des  forces ,  soient  menées  perpendiculaire- 
jnent  aux  plans  OEXV,  OVZI,  OEYI,  les  droites  Ka,  Aa', 
AaW;  B*,  Bè',  BW ;  Ce,  Ce',  Ce";  D^,  Drf',  Dé/";  F/, 
Fy ,  Fy".  On  aura  (65)  (  en  supposant  que  toutes  les  forces 
sont  placées  d  un  même  côté  par  rapport  à  chaque  plan  ) , 
«  ces  trois  équations  : 

•^  P  +  QH-RH^Sj  ' 

F/^=:  P  X  Ag^H-Q  X  BA'H-R  X  Ce  4-S  X  Dt/' 


F/'= 


P  +  Q-hR+S 
P  X  Aa"  +  Q  X  B^"  +  R  X  Cc^+S  X  D<r' 


qui  feront  connoître  la  position  de  la  résultante ,  et  la  placo 
du  centre -des  forces.  Car,  si  Ton  prend  sur  la  sectioa 
commune  01  des  deux  plans  OEYI,  OVZI,  la  partie 
Oh-=.Vf;  qu'on  mené,  parallèlement  à  la  section  corn- 
Hîune  OV  des  deux  plans  OEXV,  OVZI,  la  droite  A/* 
?=  F/^'  ;  qu'enfin  par  le  point /^' ,  on  mené  ,  parallèlement  à 


/ 
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k  section  commune  OE  des  deux  plans  OEXV,  OEYI , 
la  droite  f^F  :=:  F/'  ;  il  est  clair  que  la  résultante  sera  di- 
rigée suivant  cette  ligne/^  F ,  et  que  le  point  F  sera  le  centre 
des  forces. 

II  se^oit  également  facile  (67^ 68)  de  résoudre  le  problême, 
si  toutes  les  forces  n'agissoient  pas  dans  le  même  sens. 

Corollaire. 

70.  CoNNOissAKT  la  positiou  de  la  résultante  de  plu- 
sieurs forces  parallèles  qui  agissent  dans  le  même  sen$ ,  et 
sachant^  d  un  autre  côté  (5o)^  que  cette  résultante  est  égale 
à  la  somme  des  forces  composant^,  on  fera  équilibre  à 
toutes  ces  forces ,  en  opposant  directement  à  leur  résultante 
une  force  égale  à  leur  somme. 

Remarque. 

71.  Je  ferai  ici  une  remarque ,  qui ,  toute  simple  qu'elle 
est,  ne  doit  pas  être  omise ,  parcequ'elle  peut  être  iit^le  en 
certains  cas.  La  direction  et  la  quantité  de  la  résultapte  de 
plusieurs  forces  parallèles  demeurent  toujours  les  niêmes , 
quels  que  soient  les  points  des  directions  de  ces  forces ,  où 
Ton  conçoit  qu'elles  sont  appliquées  ;  mais  la  position  du 

•  centre  des  forces  est  subordonné  à  celle  des  points  dont  je 
viens  de  parler.  Par  exemple ,  dans  la  Figure  26,  les  forces 
P,  Q ,  R ,  S,  étant  supposées  appliquées  aux  points  A,  B, 
C,  D ,  leur  centre  est  en  F  ;  mais  si  on  supposoit  ces  forces 
appliquées  en  d'autres  points  de  leurs  directions,  comme 
«',  Z»^,  c' ,  d^  ^  leur  centre  seroit  en/*'.  Il  est  entièrement 
indifférent,  quant  à  leur  effet ,  que  les  forces  agissent  aux 
points  A,  B,  C,  D,  ou  aux  points  a',  i',  c',  rf'  :  mais 
quand  on  a  une  fois  fixé  leurs  points  d'application ,  et  con- 
séquemment  la  place  de  leur  centre  ,  par  rapport  à  un  objet 
particulier ,  il  faut  raisonner  toujours  d'après  la  même  sup- 
position dans  les  autres  usages  qu'on  peut  faire  du  centra 
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I 

es  forceii  relatiF^ment  au  même  objet;  autrement  on 
omberoit  dans  Terreur. 

Profositiok    XI.    Problème. 

['.73.  DÉTERMINER    les   condùioTis    de  ïéquilihre    entre 
xtre  forces  F,  Q,  S,  T. (Fig.  28 ),  situées  dans  un  même 

',  et  dirigées  éC ailleurs  comme  on  voudra. 
Ces  forces  doîrent  être  imaginées  agir  les  unes  contre  les 
I ,  par  l'interposition  de  quelque  rerge  ou  de  quelque 
^0i|iiDâezîbIey  sans  pesanteur  ^  et  parfaitement  libre. 

quatre  forces  proposées  étant  en  équilibre ,  nous 
>ns  concevoir  (  Ax,  II  )  que  cet  équilibre  est  produit, 
le  la  résultante  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
^ale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  deux 
ntres.  Je  suppose  donc  y  par  exemple ,  que  la  résultante 
4»  deux  forces  P  et  Q  soit  égale  et  directement  opposée  à 
la  résultante  des  deux  forces  S  et  T.  Ainsi ,  ayant  pris  siir 
les  directions  AP  ,  AQ  des  deux.forces  P  et  Q  ,  à  compter 
de  leur  point  de  concours  A  ,  les  parties  AB ,  AC  ,  pour  les 
représenter  ;  et  sur  les  directions  FS  ,  FT  des  deux  forces 
S  et  T  y  i  compter  de  leur  point  de  concours  F ,  les  parties 
ro,  FG,  pour  les  représenter  :  j'achève  les  deux  parallélo- 
pvnmes  ABDC ,  FHKG ,  dont  les  diagonales  AD  ,  FK  ^ 
péoeMairement  égalas  et  posées  en  sens  contraires  svif  une 
JB^tae  ligne  droite ,  exprimeront  les  deux  résultantes  dont 
Ipoi  Tenons  de  parler.  Nqpimons  Z  chacune  de  ces  résul- 
tPinu»  et,  d'un  point  quelconque  O,  pris  dans  le  plan  do 
ji^le^stême,  abaissons  sur  les  droites  AP,  AQ^  FS,  FT, 
fwV , prolongées  ,  s'il  est  nécessaire,  les  perpendiculaires 
PE,  Oï,  OL,  OM ,  OV.  On  aura  (Sy)  les  deux  équations  ; 

Z  X  OV  =  Px  OE  — Q  X  01, 
Z  xOV=S  X  OL  — Tx  OM; 

:  par  conséquent  P  x  OE  — Q  x  OI==S  x  OL  — T  x 
M,  ou  bien  P  x  OE-f-T  x  0]Vl  =  Qx  Ol-h-S  xOLj 
nation  qui  exprime  Ips  conditions  de  Téquilibre,  On  voit. 
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que  les  quatre  forces  P,  Q,  S^  T,  ëtant  supposées  appli- 
quées à  un  corps ,  les  deux  forces  P  et  T  tendent  à  le  faire 
tourner  dans  un  sens  autour  du  point  O ,  tandis  que  les 
deux  forces  Q  et  S  tendent  aie  faire  tourner  en  sens  con- 
traire. Ainsi,  lorsqu'il  y  a  équilibre  entre  quatre  forces  ap^ 
pliquées  à  un  corps  et  situées  dans  un  même  plan ,  si  ton 
considère  leurs  m^oments  ptzr  rapport  à  un  point  quelconque^ 
pris  dans  ce  plan  ,  la  sommée  des  moments  des  forces  qui 
tendent  à  faire  tourner  le  corps  dans  un  sens  autour  de  ce 
point ,  sera  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces,  qui 
lendênt-  à  le  faire  tourner  en  sens  contraire  autour  du  mJm^ 
point. 

Remarque. 

70.  Il  est  évident  qu'on  doit  toujours  trouver  le  même 
résultat ,  de  quelque  manière  qu'on  combine  ensemble  les 
quatre  forces  proposées.  Qu'on  prenne ,  par  exemple ,  la 
résultante  des  deux  forces  P  et  S  (  Fig.  29  ) ,  et  celle  des 
deux  forces  Q  et  T ,  il  faudra^  pour  l'équilibre,  que  ces  deux 
résultantes  soient  égales  et  directement  opposées.  Joignez  le 
point  de  concours  a  des  deux  puissances  P  et  S ,  et  celui  n 
des  deux  puissances  Q  et  T  ,  par  la  droite  an  ;  puis ,  ayant 
pris  les  lignes  ab ,  ah  ^nk^  ni  y  pour  représenter  ces  quatre 
puissances,  achevez*les  deux  parallélogrammes  abdh,  nkgi. 
Les  diagonales  ad ,  ng ,  qui  expriment  les  résultantes  des 
deux  forces  P  et  S ,  et  des  deux  forces  Q  et  T ,  doivent 
tomber  sur  la  ligne  anen  sens  contraires ,  et  être  égales  entre 
elles.  Du  point  O ,  pris  toujours  à  volonté  dans  le  plan  des 
quatre  forces  proposées ,  menez  aux  directions  de  ces  forces 
et  à  la  droite  ara  les  perpendiculaires  OE,  OL,  OI,  OM/ 
Ou.  On  aura  (Sy  )  (  en  nommant  Z'  la  résultante  ad  ou  ng  ), 

Z'   X  Om  =  P  X  OE  — S  X  OL, 
Z'   X  Oi/  =  Q  X  01  —  T  X  OM; 

et  par  conséquent  P  xOE— SxOL=:Qx  01— T^  OM;^ 
©u  bien  ,  P  X  OE  +  T  X  OM=Q  X  OIH-S  X  OL, 
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.  IlenseroitdemémesironsiippoBoitque  l'une  quelconque 
Ries  quatre  lorces  fait  (f^quilibre  h  la  résultante  Jcs  trois  autres. 

Corollaire. 

K'j4'  Sdpposoms  que  nos  quatre  forces  deviennent  parai- 
les  deux  à  deux  ;  que,  par  exemple  j  S  devienne  parallèle 
à  P ,  et  Q  parallèle  à  T  (  Fig,  5o  ).  En  comparant  ensemble 
les  deux  Figures  28  et  3o ,  dam  lesquelles  les  mèmfis  lignes 
sont  exprimées  par  les  mêmes  lettres,  on  voit  que  les  deux 
parallélogrammes  ABDC,  FHKG  deviennent  parfaitement 
égaux  (  Fig.  3o  )  ,  et  que  par  conséquent  P  :^  S ,  Q  ^  T. 
De  plus,  on  a  toujours  l'équation  P  x  OE  —  S  x  OL:^Q 
X  01  —  T  X  OM.  Mettant  dans  cette  équation  P  pour  S, 
QpourT,  on  aura  P  X  (OE— OL)  =  Q  X  (OI  —  OM), 
ouPxLE=:3QxMI;  ce  qui  donne,  P:Q:  :M1:LE. 
^'_     Ainsi  ,  lorsque  quatre,  forces  en  équilibre ,  et  situées  dans 
^Mfitn  même  plan ,  sont  parallèles  deux  à  deux  :  1°.  les  forces 
^~  contraires  sont  égales  chacune  à  chacune  ;  2°.  deux  forces 
que/conques  non  parallèles  sont  entre  elles  en  raison  réci- 
proque des  dislances  des  forces  parallèles. 

Dans  la  Figure  3o  ,  les  forces  parallèles  P  et  S  sont  per- 

tpendiculaires  aux  forces  parallèles  Q  et  T  ;  mais  cette  perpeu- 
mcularité  n'est  pas  nécessaire. 
cor 
t 


1 


Remarque. 


75.  Le  corollaire  précédent  peut  se  trouver  par  U 
'tK>mbInaison  des  forces  que  représente  la  Figure  29.  Car 

laginons  que  ,  pour  produire  le  parallélisme  des  deux 
•  puissances  P  et  S  et  celui  des  deu\  puissances  Q  et  T, 
la  ligne  a  P  demeure  immobile ,  tandis  que  la  ligne  a  S 
tourne  autour  du  point  S;  et  que  la  ligne  nQ  demeure 
immobile  ,  tandis  que  la  ligne  «T  tourne  autour  du  point  T. 
II  est  clair  que ,  pendant  ce  double  mouvement ,  le  point  a 
chemine  jusqu'à  l'infini  le  long  do  aP,  et  que  le  point  reche- 

line  pareillement  jusqu'à  l'infini  le  long  de  «Q.  Lorsque 
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enfin  S  est  pâraltèlé  à  P ,  et  T  parallèle  à  Q ,  là  résultante 
des  deux  forces  P  et  S  est  égale  à  leur  différence ,  et  la  ré- 
sultante des  deux  forces  Q  et  T  est  égale  à  leur  différence  (47). 
Donc^  en  nommant  R  la  première  résultante^  R'  la  seconde, 
on  aura  R  =  P— S,  ou  R=S— P;  R'=Q— T,  ouR'z= 
T — Q.  Ôr,  pour  que  le  corps  ne  marche  ni  dans  le  sens  àP, 
ni  dans  le  sens  contraire  Pa,  il  faut  que  Ton  ait  R=o  ,  ou 
P=S;  de  ménie,  pour  que  le  corps  ne  marche  ni  dans  le 
sens  nQ  m  dans  le  sens  contraire  Qn ,  il  faut  que  Ton  ait 
R'=o ,  ou  Q  =  T.  Quant  à  l'équatron  P  k  OE  —  S  X  OL 
=  Q  X  01  —  T  X  ÔM  trouvée  Qj'5) ,  elle  a  toujours  lieu  ; 
et  en  j'  mettant  P  pour  S ,  Q  pour  T,  elle  deviendra  (  Fig.  3o  ) 
P  X  LE  =  Q  X  MI.  En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  le 
corps  ne  peut  prendre  aucun  mouvement  de  rotation.  Doirc 
ènim  il  est  dans  une  immobilité  absolue. 

P  a  ©POSITION     XII.      LiEMME. 

76.  Q  u  E  L  L  is  que  soit  la  diréctiSh  d'ufie  fotce  ie  '(  Fîg.  Si), 
cette  force  peut  toujours  dire  âécotnposée  en  deàx  autres 
^situées  avec  elle  dans  un  même  plan ,  et  pàralVeles  à  deux 
lignes  données  de  position  dans  ce  plan. 

Menez ,  suivant  la  direction  HN  de  la  puissance  «•,  un 
plan,  et  tracez  dans  ce  plan  deux  di'oitésOI,  OÈ,  qui  se 
coupent  au  point  O ,  sous  un  angle  donné.  Prenez  HN  pour 
représenter  la  puissance  jt  ,  et  ayant  mené  les  droites  HZ, 
Hy,  parallèles  aux  lignes  0I>  OE,  achevez  le  parallélo- 
gramme HZNY.  A  la  place  de  là  force  HN  on  pourra 
prendre  (33)  les  deux  forces  HZ  ,  'iHY ,  qui  sont  parallele9 
aux  deux  lignes  01 ,  OE ,  données  de  position  dans  le  plan 
suivant  lequel  on  imagine  que  la  force  tf  exerce  son  action. 


Corollaire. 


77.  La  force  5r,  et  les  angles  NHZ,  NHY,  étant  des 
quantités  données  ,  il  est  clair  que  les  deux  forces  HZ ,  HY 
Seront  aussi  des  quantités  données. 
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Supposons ,  par  exemple ,  que  l'angle  lOE  ou  ZHY  soit 
droit,  et  nommons  i  le  sinus  total  ou  le  rayon,  m  Tare  qui, 
décrit  avec  ce  rayou ,  mesure  l'angle  NHZ  :  à  cause  du 
triangle  rectangle  HZN,  qm  donne  ces  deux  proportions , 
1  isin.  m  ::  HN  :  NZ  ou  HY,  et  i  :  sîn.  HNZ  ou  cos.  m  :: 
HN  :  HZ,  on  aura  Force  HY  =  irsin.  m.  Force  HZ  = 
«-cos.  m. 

Proposition   XIII.    Problême. 

78.  Déterminer  les  conditions  de  V équilibre  entrevu 
nombre  quelconque  de  forces  situées  dans  un  même  plan ,  et 
dirigées  d^aiUeurs  comme  on  voudra. 

Ces  ïôtt!es  doivent  toujours  être  imaginées  appliquées  à  un 
corps  sans  pesanteur ,  et  parfaitement  libre. 

Je  mené  dans  le  plan  des  forces  proposées  deux  lignes  OI, 
OE  (Fîg.  Sa  ),  qui  se  coupent  au  point  O ,  sous  un  angle 
donxié.  Cet  angle  est  aii>itraire  ;  mais  je  le  supposerai  droit, 
pour  fixer  les  idées ,  et  parceque  d'ailleurs  cette  espèce 
d'angle  est  là  plus  cokmno^  à  employer  dans  là  pratique.  Je 
décomposée  f  76)  chactfae  des  forces  proposées  en  dçux 
autres,  parallèles  chacune  à  chacune  des  lignes  OI,  OE. 
Par  ce  moyen ,  je  n'ai  plus  que  deux  sortes  de  forces ,  les 
unes  parallèles  à  OI,  les  autres  parallèles  à  OE.  Je  réduis  (5o) 
toutes  les  forces  qui  agissent  parallèlement  à  OI,  dans  un 
sens,  à  la  force  unique  P  ;  et  toutes  celles  qui  agissent  dans 
le  sens  coi&traire ,  à  la  force  unique  S  :  de  même  je  réduis 
toutes  les  forces  qui  agissent  parallèlement  à  OE ,  dans  ua 
sens ,  à  la  force  unique  Q  ;  et  toutes  celles  qui  agissent  dans 
le  sens 'contraire ,  à  la  force  unique  T.  L'équilibre  proposé 
est  donc  ramené  à  celui  des  quatre  forces  P,  Q,  S  ,  T, 
parallèles  deux  à  deux  ;  et  les  conditions  s'en  expriment 
comme  dans  l'article  74 •  c'est-à-dire  qu'on  a  P  =  S ,  Q=z'r, 
P  X  EL  =  Q  xIM. 

Il  K  M  A  R  Q  U  £. 

79.  Les  conditions  de  l'équilibre  peuvent  être  établies 
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(l'une  autre  manière  qu'il  est  à  propos  d'expliquer^  parce* 
que  cette  nouvelle  solution  facilitera  Fintelligence  des 
ticles  84  et  86. 

Ayant  mené ,  comme  tout-à-l'heure ,  dans  le  plan 
puissances  proposées  les  deux  droites  OI ,  OE , 
culaires  entre  elles,  et  ayant  réduit  toutes  les  forces 
quatre  P ,  Q ,  S ,  T ,  parallèles  deux  à  deux  aux  lignes  (Xi 
OE;  j'observe  que  ces  forces  seront  en  équilibre,  si  le  coi 
auquel  on  imagine  qu'elles  sont  appliquées  1  ne  peut 
voir,  ni  dans  un  sens  ni  dans  un  autre,  de  moav( 
parallèles  aux  lignes  OI ,  0£,  et  si  de  plus  il  ne  peut  to' 
en  aucun  sens  autour  du  point  O  ;  car  il  est  visible  que,  oÉj 
deux  conditions  étant  remplies ,  la  masse  entière  du  coipl 
et  chacune  de  ses  parties  seront  dans  une  immobilité  absoliib 

Or,  i^.  les  deux  forces  P  et  S  étant  perpendiculaires-^ 
OE,  ne  peuvent  (  Ax.  III)  imprimer  au  corps  aucun  mojaf^ 
Rient  parallèle  à  cette  ligne  ;  et  de  même  les  deux  forces  jj^ 
et  T ,  perpendiculaires  à  01 ,  ne  peuvent  imprimer  aucuil 
mouvement  parallèle  à  cette  ligne.  Ainsi  les  mouvements 
parallèles  à  01  ne  peuvent  être  dét];uits  que  par  Yéffikéits 
forces  P  et  S ,  qui  agissent  en  sens  contraires ,  paraOèlenieiit 
à  cette  ligne  ;  et  les  mouvements  parallèles  à  0£  ,  que  p^r 
l'égalité.des  forces  Q  et  T ,  qui  agissent  en  sens  contraires^ 
parallèlement  à  cette  ligne.  Il  n'y  aura,  en  effet,  point d||j 
mouvements  parallèles,  en  supposant  P=S,  Q=z=T,  piÂk 
qu'il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  des  deux  forces  Pjet^, 
l'une  l'emporte  sur  l'autre ,  et  que  des  deux  forces  Q  etT  ruBJ 
l'emporte  sur  l'autre. 

2p.  Du  point  O  comme  centre,  avec  le  rayon  OE,  soif 

décrit  un  cercle  E/Tinz.  Imaginons  une  puissance  .r  qui  agisM 

dans  le  sens  E^  directement  contraire  au  sens  de  P^  et  çM 

.      SxOL  .  .  g 

ait  pour  expression — ^      .  Cette  puissance  s  et  la  pmssance  a 

tendent  à  produire  (49)  1^  même  mouvement  de  rotation 
autour  du  point  O  ;  car  si  l'on  considère  EOV  comme  un* 
verge  inflexible,  à  laquelle  soient  appliquées  l'i^ne  ou  l'autre 
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Aes  puissances  S  et  ^.^  et  une  puissance  parallèle  K ,  toutes 
les  autres  forces  étant  supposées  anéanties  pour  un  moment  : 
in  y  aura  point  de  mouvement  de  rotation  autour  du  point 
0,  si  on  a  Téqîiation  K  x  OVr=S  X  OL ,  ou  K  x  OV=^ 
,  X  0£.  Ainsi ,  par  rapport  au  mouvement  de  rotation  autour 
:  Al  point  O  ^  la  puissance  ^  peut  être  substituée  à  la  puis- 
lance  S.  Semblablement  ^  par  rapport  au  même  mouvement, 
i  la  place  de  la  puissance  Q ,  nous  pouvons  substituer  la 
puissance  parallèle  q ,  appliquée  en  m,  suivant  la  direction 

^j  et  ayant  pour  expression  -i-- ;  et  à  la  place  de  la 

puissance  T^  la  puissance  parallèle  t,  appliquée  en  m ,  sui- 

T  X  OM 
nnt  la  direction  mt,  et  ayant  — pour  expression. 

Donc ,  en  ne  considérant  que  le  mouvement  de  rotation  , 
nous  avons  quatre  forces  P ,  ^  t  ç  f  ^ }  appliquées  à  la  cir- 
conEérence  du  cercle  Emrn,  suivant  des  directions  tangentes 
à  cette  circonférence  ;  et  parmi  ces  forces,  deux,  savoir  P 
et  /,  tendent  à  faire  tourner  le  cercle  dans  le  sens  Emrn  y 
tandis  que  les  deux  autres  j  et  ^  tendent  à  le  faire  tourner 
dans  le  sens  contraire  "Ejirm.  Or  il  est  visible  qu'une  puis- 
sance ,  qui  agit  suivant  une  direction  tangente  à  un  cercle , 
produit  toujours  le  même  mouvement  de  rotation  autour  du 
centre,  en  quelque  endroit  de  la  circonférence  qu'on  la 
suppose  appliquée  :  iious  pouvons  concevoir  encore  que  la 
pmssance  q  est  appliquée  en  9  ' ,  et  tire  dans  le  sens  E^  '  ;  que 
la  puissance  t  est  appliquée  en  r',  et  tire  dans  le  sens  E^'. 
^ninous  aurons  quatre  forces  P,^',  j,  9',  qui  agissent 
•ttîantla  même  ligne  ;  les  deux  premières  dans  le  sens  EP, 
^lesdenx  autres  dans  le  sens  directement  contraire  Eî.  La 
i^hante  des  deux  premières  est  P  H-  /' ,  et  la  résultante  de* 
deux  antres  est  s  +  q^  C^4)'  ^^^^  ?  pour  l'équilibre ,  on  aura 
(Ax.  IJ)^  P^^/'=r^'-t-y.  Mettons,  dans  cette  équation, 
j  T  X  OM  Q  X  01 

pour  /^  ou  ^  sa  valeur  — ,  pour  ç'  ou  q  sa  valeur  -  > 

pour  s  sa  valeur  •"',;  et  nous  aurons  P-4-« — 7rr=-  = 

Uïu    '  OE 


9J^  +i^^,  ou  bien  (  en  multipliant  tout  j.;.r  OE  J» 

P  X  0E-4-T  X  OM  =  Q  X  Ol  +  SxOL,  ouP  x  OE  — 
S  X  OL  :^  Q  X  01  — T  X  OM  ,  ou  (  en  mettant  P  pour  S 
etQpourT),P  x  (  OE  — OL)  =  Q  x  (  01  — OM  ) ,  oi 
«afin  P  kLE=Q  X  Ml. 


P  ft  o  !■  t 


ION     XIV.      PROBLÈMK. 


So,  Détërmimek  /ej  conditions  de  réquililtreeittre  U 
de  Jbicss  tju'on  voudra  ,  situées  dans  un  ménie  plan , 
appiquéex  à  une  verge  inflexible,  qui  est  assujettie  à  tou. 
autour  d'un  point  fixe. 

Soient  (Fig.  33  )  OA  la  verge  inflexible  à  laquelle  Its 
puissances  sont  appliquées  ,  O  le  point  fise  autour  duquel  la 
rotation  tend  à  se  faire  dans  leur  plan.  Je  mené  par  le 
,  point  O,  dans  ce  même  plan,  les  deux  droites  OE,  OI ,  qui 
fassent  enti'e  elles  un  angle  donné;  nous  supposerons, 
comme  ci-dessus,  que  cet  angle  est  droit.  Je  décompose 
toutes  les  forces  proposées  ,  chacune  en  deux  sortes  de 
forces ,  les  unes  parallèles  à  OI ,  les  anties  [«ralleles  à  OE. 
Ensuite  je  réduis  (5o)  toutes  les  forces  qui  agissent  ,  paraU 
lèlement  à  OI ,  dans  im  sens ,  à  la  force  unique  P  ;  et  toutes 
celles  qui  agissent  dans  le  sens  contraire,  à  la  force  unique  S: 
pareillemeut ,  je  réduis  toutes  les  forces  qui  agissent ,  paral- 
lèlement à  OE,  dans  un  sens,  à  la  force  unique  Q;  et  toutes 
celles  qui  agissent  dans  le  sens  conti'airo ,  à  la  force  imique  T. 
'  La  question  est  donc  de  trouver  la  relation  que  les  quatre 
forces  P,  S,  Q,  T,  parallèles  deux  à  deux,  et  situées  dans 
UD  même  pian,  doivent  avoir  entre  elles,  pour  qu'il  y  ait 
équilibre  autour  du  point  O. 

Or,  pour  cela  ,  j'observe  qu'il  n'est  pas  nécessaire  main- 
tenant ,  comme  dans  farticle  78 ,  que  la  résultante  de  deux 
forces  soit  égale  et  directemern  opposée  à  la  résidtante  de» 
deux  autres  ;  car  si  cette  égalité  avoit  lieu ,  la  résistance  du 
point  fixe  0  ne  coatribueroit  en  rien  à  l'équilibre ,  et  le  pro- 
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blême  se  réduiroit  au  précédent.  Mais  il  faut  ici  que  la  ré- 
sultante des  quatre  forces  P,  Q  ,  S,  T,  passe  par  le  point 
fixe  O ,  et  y  trouve  sa  destruction.  Supposons  que  BA  soit 
la  direction  de  la  résuluute  des  deux  forces  P  et  Q,  et  nom- 
moi»  R  cette  résultante  ;  que  FH  soit  la  direction  de  la 
résultante  des  deux  forces  S  et  T  ,  et  nommons  R'  cette  ré- 
sultante. Du  point  O  ,  soient  abaissées  les  [iei-pendiculaire$ 
OB,  OH  sur  les  droiies  AB,  FH.  On  aura  (S?)  les  deux 
équations  :  R  X  OB  =  P  X  CE  —  Q  x  01  ;  R'  x  OH  =  S 
X  OL.  —  T  X  OM.  Or,  puisque  la  résultante  des  quatr« 
forces  P,  Qj  S,  T,  OH  des  deiis  forces  R  et  R',  doit  passer 
par  le  point  O,  on  a  (38),  R  x  OB  =  R'  x  OH.  Ainsi  on 
aura.PxOE  — Q  xOI=SxOL  — TxOM;  oaPx' 
OE  +  TxOM  =  QxOI+SxOL,  qui  est  Véquation 
requise  pour  qu'il  y  ait  équilibre. 

Cette  équation  fait  voir  que  la  somme  des  mamenis  des 
forces  P  et  T,  qui  tendent  à  faire  tourner  la  verge  dans  ua_ 
sens  autour  du  point  Jixc  O,  doit  être  égale  à  la  somme 
des  moments  des  forces  QetS,  quitendentà  ia  faire  tourner 
en  sens  contraire  autour  du  mime  point, 

^Ê'iBt,  Le  point  O  souffre  ,  dans  le  sens  dek  force  Pou  S, 
^Tine  pression  égale  à  la  différence .da  ces  deux  force»,  et 
dans  le  sens  de  la  force  Q  ou  T,  une  pression  égale  à  la 
différence  de  ces  deus  forces.  Car  la  résultante  des  deux 
forces  parallèles  P  et  S  est  une  force  parallèle  qui  a  pour 
eTpreision  P  —  S  ,  ou  S  —  P  ;  et  la  résultante  des  deux 
forces  parallèles  Q  et  T  est  une  force  parallèle  qui  a  pour 
expression  Q  —  T  ,  on  T  —  Q.  Or  ces  deux  résultantes  ne 
peuvent  être  détruites  que  par  les  résistances  contraires  d» 
l'appui;  et  par  conséqifent  elles  sont  les  mesures  des 
pressions  que  l'appui  loùffro  dan*  les  sens  de  leurs  direc- 
tions. 
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Proposition    XV.    Lemme. 

82.  Quelle  çuesoïr  la  direction  d^  une  force  ^  (Vi^.^^y\ 
cette  force  peut  toujours  être  décomposée  en  troi 
parallèles  chacune  à  chacune  des  trais  lignes  OH,  OI ,  OB 
(fui  se  croisent  au  point  O ,  et  situées  deux  à  deux  dans  e" 
plans  différents. 

Prenez  AB  pour  représenter  la  puissance  t  ,  et  menez  k 
parallèle  à  OH  ;  par  les  deiu  lignes  AB ,  AD ,  faites  pasa 
un  plan  ;  et  par  le  point  A ,  menez  la  droite  AC ,  parallèle  tk 
la  rencontre  de  ce  plan  avfc  le  plan  EOl  ;  achevez  le  parafa 
lélogranimc  ADBC.  A  la  place  de  la  torce  AB ,  on  poi 
prendre  les  deux  forces  AD,  AC,  dont  la  première  est  p 
railele  à  OH.  Par  le  point  A,  menez  les  droites  AM ,  AK^J 
parallèles  respectivement  aux  droites  01,  OE  ;  et  achei 
le  parallélogramme  AMCK .  A  la  place-de  la  force  AC ,  vous'l 
pourrez  prendre  les  deux  forces  AM,  AK ,  dont  la  premïert  " 
est  parallèle  à  01 ,  et  la  seconde  est  parallèle  à  OË.  Ainsi , 
à  la  place  de  la  force  supposée  AB  ,  nous  avons  trois  forces 
AD,  AM,  AK,  parallèles  chacune  à  chacune  des  trois  lignes 
OH,  01,  OE. 

Corollaire. 

SS.LAforce^,  et  les  angles  BAD ,  BAC,  CAK.,  CAM, 
étant  des  quantités  données ,  les  trois  forces  AD,  AM ,  AK, 
sont  aussi  des  quantités  données. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  trois  axes  OH,  01,  OE, 
soient  perpendiculaires  entre  eux  ;  que  le  plan  lOE  ,  dans 
lequel  sont  comprises  les  droites  01 ,  OE,  perpendiculaire» 
entre  ellvs ,  soit  celui  même  de  la  planche,  auquel  la  droite 
OH  est  perpendiculaire  ;  et  nommons  i  le  rayon ,  tn  l'arc 
(pli  mesure  l'angle  BAD ,  n  l'arc  qui  mesure  l'angle  CAM. 
Nous  aurons(  à  cause  des  triangles  rectangles BDA,  CMA), 
AD  =  AB  X  COS.  m,  BD  ou  AC  =  AB  X  sin.  m,  AK  ou 
CM  =  AC  X  sin.  n  =  AB  X  siii.  m  X  sin.  n  ,  AM  =:  AC 
X  COS.  n  :=  AB  X  sin.  m  x  cos.  «.  Donc  ,  Force  AD  ^ 
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•  COS.  nîjForce  AK^Tsin.  m.  sin.  ra.  Force  AM^* 


Proposition    XVI.    Pkoblème, 

84-  DÉTERMINER  les  condidons  de  Vèquilibre  entre  uti 
ndmbre  quelconque  de  Jorces ,  dirigées  comme  on  voudra 
dans  des  plans  différents  ,  et  appliquées  à  un  corps  sans 
pesanteur,  et  parfaitement  libre. 

Imaginons  (  Fig.  35  ) ,  par  im  point  fixe  Oj  choisi  à  volonté , 
dans  l'espace,  trois  axes  01,  OE,  OH,  perpendiculaires 
entre    eux.    Les    deux   premiers    peuvent    être    considérés  . 
comme  situés  dans  le  plan  de  la  planche,  et  le  troisième 
comme  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Chacune  des  forces  proposées  peut  être  décomposée  (8a) 

en  trois  autres  ;  la  première ,  parallèle  à  01  ;  la  seconde^ 

(parallèle  à  OE  ;  et  la  troisième ,  parallèle  à  OH.  En  faisant 

■  successivement  cette  décomposition  pour  toutes  les  forces  , 

Y  nous  n'aurons  plus  que  des  forces  parallèles  à  nos  trois  axes. 

Ainsi  je  ne  considère  «[ue  ces  dernières  •,  et  je  réduis  (5o) 

toutes  les  forces  ijui  agissent,  parallèlement  à  01,  dans  uu 

sens  j  à  la  force  unique  P  ;  et  celles  qui  agissent  dans  le  sens 

contraire;,  à  la  force  unique  S  :  de  même  je  réduis  à  la 

force  unique  Q  toutes  les  forces  qui  agissent ,  parallèlement 

à  0£,  dans  un  sens  ;  et  celles  qui  agissent  dans  le  sens  con- 

^/trairej  à  la  force  unique  T  ;  enfin  je  réduis  toutes  les  forces  J 

^gui  agissent ,  parallèlement  à  OH,  dans  un  sens,  à  la  force  1 

nique  X  ;  et  celles  qui  agissent  dans  le  sens  contraire ,  à 

i  force  unique  Y.  Par  ce  moyen ,  il  ne  s'agit  plus  que  de 

Ftrouver  les  conditions  de  l'équilibre  entre  les  six  forces  P, 

1  Q,  T,  X,  Y,  qui  sont  parallèles  deux  à  deux,  et  qui 

peuvent  être  situées  d'ailleurs  dans  des  plans  différents.  Or 

il  est  évident  que  cet  équilibre  aura  lieu ,  si  le  corps  auquel 

on  imagine  que  les  six  forces  précédentes  sont  appliquées, 

Ice  peut  recevoir ,  en  aucun  sens ,  de  mouvements  parallèles 
aux  trois  axes  CI ,  OE,  OH,  et  si  de  plus  il  ne  peut  tourner 
'  d 
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en  aucun  «ens  autour  des  mêmes  axes.  Reste  à  remplir  cet  ' 
deux  conditions. 

I. 

De  nos  sil  forces ,  les  deux ,  Q  et  T ,  étant  perpendicu- 
laires au  plan  lOH  ^  dans  lequel  on  peut  imaginer  que  Taxe 
OI  est  situe ,  ne  peuvent  imprimer  (  Âx.  III  )  aucun  mouve- 
ment parallèle  à  ce  plan^  ni  par  conséquent  aucim  mou- 
vement parallèle  à  la  droite  OI;  et  les  deux,  X  et  Y,  étant 
perpendiculaires  au  plan  lOE ,  dans  lequel  on  peut  concevoir 
également  que  Taxe  01  est  situé  ^  ne  peuvent  imprimer  aucua 
mouvement  parallèle  à  ce  plan,  ni  par  conséquent  aucun  mou- 
vement parallèle  à  Taxe  01.  Il  n'y  a  donc  que  les  deux  forces 
P  et  S ,  qui  tendent  à  motivoir  le  corps  parallèlement  à  OI , 
Tune  dans  un  sens ,  l'autre  dans  le  sens  contraire.  En  suppo*  . 
sant  P  =  S  ,  ces  deux  mouvements  par;îlleles  ^  ne  pourront 
avoir  lieu  ni  Tun  ni  l'autre,  pulsqu^il  n'^y  a  aucune  raison 
pour  que  des  deux  forces  égales  P  et  S ,  Tune  l'emporte  sur 
l'autre. 

Semblablement  le  corps  ne  prendra,  ni  dans  un  sens,  ni 
dans  le  sens  opposé ,  de  mouvement  parallèle  à  l'axe  OE  l 
si  l'on  a ,  Q  =  T  ;  et  il  ne  prendra  ,  ni  dans  un  sens ,  ni  dans 
le  sens  opposé ,  de  mouvement  parallèle  à  OH ,  si  l'on  a , 
X  =  Y. 

IL 

U  est  clair  que  les  deux  forces  P  et  Y  tendent  à  faire  tour** 
ner  le  corps  autour  de  Taxe  0£,  dans  un  sens  ,  tandis  que 
les  deux  forces  S  et  X  tendent  à  le  faire  tourner  dans  le  sens 
contraire  autorur  du  même  axe.  Les  deux  forces  Q  et  T  ne 
contribuent  en  rien,  ni  à  l'une  ni  JL  l'autre  rotation;  car  on 
peut  concevoir  que  les  quatre  forces  P ,  Y ,  S ,  X ,  agissent 
dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  0£  \  et  alors  les  deux 
forces  Q  et  T  étant  perpendiculaires  à  ces  plans ,  ne  peuvent 
produire  (Ax.  III)  aucuns  mouvements  parallèles  à  ces  mêmes 
plans,  ni  par  conséquent  aucun  mouvement  de  rotation 
autour  de  l'axe  OE.  Semblablement ,  les  deux  forces  Q  et  Y 
tendent  à  faire  tourner  le  corps  dans  un  sens  autour  de 
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e  01 ,  et  les  deux  forces  T  et  X  tendent  à  le  faire  tournef 

1  sens  contraire  ;  les  deux  foioea  P  et  S  n'ont  aiKUoe  part 

i  à  l'une  ni  à  l'autre  roiation.  Enfin  les  deux  forces  P  et  T 

mdeat  à  faire  tourner  le  corp&  autour  de  l'axe  OH ,  en  ita 

ms ,  et  les  deux  forces  S  et  Q  tendent  à  le  faire  tourner 

>  le  sens  contraire;  les  d^ux  forces  X  et  Y  ne  coctri-r 

a  rien ,  ni  fi  l'une  ni  à  l'âutre  rotation. 

Des  points  A  et  F ,  on  les  deux  forces  P  et  S  contraires, 

et  parallèles  à  l'ase  01  j  rencontrent  le  plan  HOE,  soient 

menées ,  parallèlement  aux  axes  OE ,  OH ,  les  droites  AC , 

AB,  FH,  FE;  de  niéoie,  des  points  A  et  Z,  où  les  forces  Q 

et  T,  contraires  et  parallèles  a  l'axe  OE,  rencontrent  le- 

planHOI,  aoient  menés  parallèlement  aux  axesOE,  OH,  1«8 

droites  aD,  iV,  Ziîf  ,  ZI.  Enfin  des  points  L  etN,  où  les 

deux  forcos  î^,  Y ,  contraires  et  parallèles  à  l'axe  OH ,  ren- 

^^     contrent  le  plan  EOI ,  soient  menées  parallèlement  ans  axes 

^  01,  OE,  les  droites  LK,  LM,  NG,  NR. 

^B       Cela  posé  ,  imaginons  (jue  O  E  est  t'axe  d'un  cylindre 

^^L  Jroit,    qni  a  BA  pour  rayoa  de  cliacune  des  sïictîoBis  cïrcu- 

^^Uaires  ,    faites    perpendiculairement   à  OE  :  concevons  di 

^^^>lus ,  qu'on  substitue ,  à  la  même  distance  B  A ,  à  ta  place  di 

la  force  S ,  une  force  parallèle ,  représentée  par -—  ;  à  lit 

place  de  la  force  X ,  une  force  parallèle ,  représentée  pai 
^  — ;  Â  la  place  de  la  force  Y,  une  force  parallèle,  repré-l 
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Cendant  à  produire  (49  ou  79)  la  même  rotation  autour  d'un 

Ffolnt  de  l'axe  OEj  que  la  force  dont  elle  occupe  la  place; 

PB  est  clair ,  dis-|e ,  que  le  mouvement  de  rotation  autour 

]  de  l'axe  OE  est  le  même,  en  vertu  des  quatre  forces  P, 

SXFE     XxLK     YxNG  .  ,  .  „ 

—  ■  t,  ■  J  ~~TS — '  — tî; — I  1"  "^^  vertu  des  quatre  torcea  f,   , 

I S ,  X ,  Y.  Or  les  quatre  premières  agissant  suivant  des  dv- 
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rections  tangentes  à  la  surface  d'un  cylindre  droite  qui  a  AB 
pour  rayon  de  sa  base ,  peuvent  être  supposées  exercer  leur 
action  dans  un  même  plan  tangent  à  la  surface  du  cylindre  , 
suivant  le  côté  qui  passe  par  le  point  Â  ^  et  perpendiculai- 
rement à  ce  même  côte.  Donc  il  y  aura  équilibre  entre  ces 
quatre  forces,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  corps  ne 
pourra  tourner ,  ni  dans  un  sens ,  ni  dans  le  sens  contraire  , 
autour  de  Taxe  0£,  si  la  résultante  ou  la  somme  des  deux 

Y  X  NG 

forces  P  et  — -- — ,  est  égale  à  la  résultante  ou  à  la  somme 

AU  " 

j        j  r  SXFE^XXLK        ,^,     j. 

des  deux  torces    •    ^  ■  et  — -- — ;  c  est- a -dire,  si  on  a 

AxS  AD 

vx       ^       o    .    YxNG_SxFE^XxLK  ,        .,     , 

1  équation  P,  H -—  =  —r^r-  +  — rs — ;  car  alors  il  n  y 

*  AB  AB  AB  •' 

a  aucune  raison  pour  que  Tune  des  deux  résultantes  dont 
nous  venons  de  parler ,  l'emporte  sur  l'autre.  Cette  équa- 
tion devient  (  en  multipliant  tout  par  AB  ), 

P  X  AB  +  YxNG  =  SxFEh-XxLK. 

Semblablement ,  le  corps  ne  prendra  point  de  mouve- 
ments de  rotation  autour  des  axes  01 ,  OH^  si  on  a  les 
équations  : 

Q  X  aV  4-  Y  X  NR  =  T  X  ZI  -f-  X  X  I^M, 
P  X  AC  +  T  X  Z'i^  =  S   X  FH  +  Q  X  aD. 

Concluons,  de  tout  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  que  les 
conditions  de  l'équilibre  entre  les  six  forces  P,  S,^,  T, 
X,  Y,  sont  exprimées  en  général  par  les  six  équations: 
P  =  S;  Q  =  T;  X=Y;  P  x  AB  +  Y  X  NG  =  S  X  FE 
+  X  X  LK;  Q  X  aVh-Y  x  NR  =  T  x  ZI  h- X  x  LM; 
P  X  AC  +  T  X  Zesf  =  S  X  FH  +  Q  X  AD. 

Ces  équations  font  voir,  i^.  que  les  forces  contraires  sont 
égales  chacune  à  chacune;  a^.  que  la  somme  des  moments 
des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  le  corps  en  un  sens 
autour  de  chacun  de  rios  trois  axes ,  est  égale  à  la  somme 
des  moments  des  forces  qui  tendent  à  le  faire  tourner  dans 
le  sens  contraire  autour  de  chacun  des  mêmes  axes. 


p 


Beuarque. 

-  85.  Si  ,  dans  les  trois  dernières  éqiiaLîous,  on  met  P  pour 
,  QpourTj  X  pour  Y,  elles  deviendront , 

P  X  (FE  — AB}=X  X  (NG  — LK), 
Q  X  (Zl  —  iV)  =  X  X  (NR  — LM), 
P  X  (FH  — ACj  =Q  X  (Zî^  — aD). 

Or,  par  exemple,  dans  la  première  de  ces  équations, 
FE  —  AB  exprime  la  distance  de  deux  plans  passants  par 
les  directions  des  forces  P,  S,  et  perpendiculaires  à  l'ase 
OH;  et  NG  —  LK  exprime  la  distance  de  deux  plane  pas- 
sant par  les  directions  des  forces  X ,  Y,  et  perpendiculaires 
à  Taxe  OI.  Ain^i ,  en  nommant  D  et  d  ces  distances ,  on 
aura  P  ou  S:X  oaY::d:Ti,  D'où  l'on  voit  que,  parmi  les 
quatre  forces Pj  S,X,  Y,  qui  sont  parallèles  deux  à  deux, 
deux  forces  non  parallèles  sont  réciproquement  proportion- 
nelles aux  distances  des  plans  pas-ant  par  leurs  directions, 
et  perpendiculaires  aux  axes  01,  OH ,  auxquels  les  directions 
des  forces  P  et  S  ,  XetY,  sont  parallèles.  On  tronvera  de* 
résultats  analogues  pour  les  deux  autres  équations. 


PRO  F  o 


XVII.    Problème 


86.  DÉTERMINER  les  conditions  de  Vêfjuilibre  entre  un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un  corps,  sans 
pesanteur ,  qui  a  simplement  la  liberté  de  pirouetter  en 
toutes  sortes  de  sens  autour  du  point  fixe  O. 

Ayantmené,  par  le  point  fixe  O,  les  trois  axes  01,  OE, 
OH,  perpendiculaires  entre  eus  ,  et  ayant  réduit,  comme 
ci-dessuB,  toutes  les  forcer  proposées  aux  six  forces  P,  S, 
Q,  T,  X,  Y,  parallèles  à  ces  trois  ases  :  j'observe  que 
les  mouvements  parallèles  aux  trois  axes ,  sont  empêchés  en 
tous  sens  par  la  résistance  du  point  fixe  O ,  qui  est  supposée 
s'y  opposer  de  tous  côtés  ;  et  que  par  conséquent  il  s'agTt 
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seulement  de  trouver  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  , 
pour  que  le  corps  ne  prexme ,  en  aucun  sens ,  des  mouve- 
ments de  rotation  autour  de  nos  trois  axes.  Or  ces  condi- 
tions sont  exprimées  par  les  trois  équations  : 

P  X  AB4-TxNG  =  SxFE-f-X  x  LK, 
Qx  AV4-Y  K  NR  =  Tx  ZlH-X  X  LM, 
P  xAC-f-T  X  Ztrf  =  S  X  FH4-Q  x  aD- 

Par  où  l'on  voit  que  la  somme  des  m^m,ents  des- forces  qui 
.tendent  à  faire  tourher  le  c<^ps,  dans  un  sens  j  autour  de 
chacun  de  nos  trois  axes,  doit  être  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  ^ui  tendent  à  le  faire  tourner ,  en  sens 
contraire ,  cuuour  de  chacun  des  trois  mentes  axes. 

COROLLAIAE. 

87.  En  nommant  respectivement  î ,  E,  lï^  les  pressions 
que  souffre  l'appui  O^  suivant  les  directions  des  trois  axes 
01  ,OE,  OH,  on  aura,  I=:P  — S,  ou  I  =  S  — P;  E 
=  Q— T,  onE  =  T  — Q;H==X  — Y,  ouH=Y  — X. 
Car  l'appui  souffre,  en  vertu  des  deux  forces  P  et  S,  une 
pression  égale  à  leur  résultante  5  en  vertu  des  deux  forces  Q 
et  T,  une*  pression  égale  à  leur  résultante  ;  et  en  vertu  des 
deux  forces  X  et  Y ,  une  pression  égale  à  leur  résultante. 


CHAPITRE  II. 
Du  centre  de  gravite. 


88.  X  ou  s  les  corps  sont  pesants  :  abandonnés  àeux-mémes^ 
ils  descendent  suivant  des  directions  qui  tendent  au  centre 
du  giobe  terrestre.  Les  parties  dont  ils  sont  composés 
forment  elles-mêmes  de  petks  corps  pesants  ;  de  sorte  que 


« 
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tout  poids  fini  et  sensible  peut  être  regardé  comme  l'assem- 
blage ou  le  système  d'uDC  inSnité  Je  petit*  poids  liés  entre  eii\, 
«le  uianiere  (|ii'ils  ne  forment  qu'un  même  toiit  ;  et  comme 
le  point  où  vont  ix>ncourir  les  directions  de  ces  petits  poids, 
c'est-à-dire  le  centre  de  la  terre ,  est  place  à  une  distance 
tris  grande  relative  ment  à  l'étendue  que  leur  système  oc- 
cupe sur  ia  surface  de  notre  globe,  on  peut  regarder,  sans 
craindre  ancime  erreur  sensible ,  toutes  leurs  directions 
comme  parallèles  entre  elles.  En  effet,  on  trouve  que  le 
rayon  de  la  terre  étant  d  environ  )5oo  lieiies ,  wn  espace  de 
16  toises,  pris  à  sa  surface ,  soutend  un  angle  qui  est  à 
peine  de  1  seconde- 
Il  est  démontré,  par  les  phénomènes  astronomiques,  qu'un 
même  corps  ne  pesé  pas  également  à  différentes  distances 
du  centre  de  ia  terre,  et  que  la  pesanteur  d'un  corps  qnî 
s'éloigne  ou  s'approche  du  centre  de  la  terre ,  diminue  on 
augmente  en  même  raison  que  le  quarré  de  la  distance  à  ce 
centre  augmente  ou  diminue.  Mais  cette  variation  de  pesan- 
teur ne  peut  pas  être  sensible  dans  les  corps  que  la  statique 
ordinaire  considère ,  parceque  ces  corps  sont  toujours  placés 
à  des  distances  du  centre  de  la  terre ,  qui  ne  dillerent  pas. 
sensiblement  les  unes  des  autres. 

On  a  encore  observé  que  la  pesanteur  d'un  même  corps 
augmente  en  allant  de  l'éqnateur  aux  pôles  ;  et  cela  par- 
ceque  la  force  centrifuge,  qui  diminue  la  pesanteur  nam- 
relle ,  devient  plus  petite  elle-même  en  allant  de  l'éqnateur 
aui  pôles.  Mais  les  parties  d'un  même  corps  ou  d'un  sys- 
tème de  corps  occupent  trop  peu  d'étendue  sur  la  surface 
de  la  terre  ,  pour  que  d'une  partie  à  f  auire  on  doive  avoir 
égard  à  la  différence  de  pesanteur ,  occasionnée  par  la  cause 
qu'on  virait  d'indiquer. 

89.  D'après  ces  remarques ,  nous  regarderons  ia  pesan- 
teur de  chaque  molécule  de  matière  cocnfne  une  force  ton- 
jours  constante ,  et  Us  directions  des  pesanteurs  de  toutes 
les  parties  d'un  même  ccrp«  ou  système  de  corps ,  conuBç 
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parallèles  entre  elles.  Ainsi  la  théorie  que  nous  avons  donnée 
dans  le  chapitre  précédent ,  sur  la  composition  et  décompo- 
sition des  forces  parallèles ,  s'appliquera  aux  corps  pesants , 
en  supposant  que  ces  forces  soient  les  pesanteurs  des  parties 
des  corps  mêmes. 

On  appelle  ligne  verticale ,  la  ligne  suivant  laquelle  les 
corps  tombent  par  la  pesanteur;  ligne  horizonûUe,  une 
hgae  perpendiculaire  à  la  verticale  ;  plan  vertical ,  un  plan 
qui  passe  par  une  ligne  verticale  ;  plan  horizontal  ou  hori-- 
zon,  un  plan  auquel  la  direction  de  la  pesanteur  est  per- 
pendiculaire j  ou  qui  contient  deux  ligues  horizontales  qui 
•e  coupent. 

90.  Cela  posé  ^  soient  A,  B,  C,  D  (Fig.  iS),  les  corps 
élémentaires  qui  composent  un  même  système;  et  supposons 
que  les  forces  parallèles  P^Q^R^S^  appliquées  à  ces  corps, 
en  soient  les  pesanteurs ,  qui  agissent  toutes  dans  le  même 
sens  :  noiis  voyons , 

1^.  Que  le  poids  total  du  système  est  égal  (5o)  à  la  somme 
des  poids  élémentaires  dont  il  est  composé^  puisque  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  P,Q,  R,  S,  est  égale  à  F  -h  Q 
+  R  +  S. 

2^.  Dans  quelque  position  qu*on  mette  le  système  ,  son 
poids  total  demeure  toujours  le  même^  puisque  chaque  corps 
élémentaire  est  toujours  également  pesant^  et  qu'en  vertu 
du  même  article  5o ,  la  résultante  de  toutes  les  pesanteurs 
qui  ont  des  directions  parallèles ,  est  toujours  égale  à  leur 
somme. 

3^.  Conséquemment  à  l'article  54 ,  quelques  situations 
qu'on  puisse  donner  au  système ,  pourvu  que  les  corps  élé- 
mentaires conscrvept  entre  eux  les  mêmes  distances^  les 
directions,  du  poids  de  tout  le  système  se  couperont  toutes 
en  un  même  point.  Ce  point ,  que  nous  avons  appelé  en  gé- 
néral centre  des  forces  parallèles ,  s'appellera  ici  centre  de 
granité;  les  forces  parallèles  étant  maintenant  les  pesanteurs 
des  parties  élémentaires  d'un  même  système  de  corps,  ou 
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corps  sensible ,  qu'on  peut  regarder  comme  1 
molécules  de  matière  dont  il  est  composé. 
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gi.  On  voit,  par  cette  notion  du  centre  de  gravité,  qi 
ai  l'on  suspend  un  corps  par  un  cordon  dont  la  direction 
prolongée  passe  par  ce  point ,  le  corps  demeurera  immobile 
dans  toutes  les  situations  possibles.  Il  existe  un  tel  point 
dans  tous  l^s  corps  ou  systèmes  de  corps  ;  mais  il  ne  falloit 
pas  se  contenter  d'affirmer  la  chose,  comme  ia  plupart 
des  auteurs  de  mécanique  l'ont  fait  :  elle  avoit  besoin  d'être 
démontrée  ;  elle  l'est  par  l'article  54 ,  déjà  cité. 

92,  Delà  suit  une  manière  fort  simple  de  déterminer  par 
l'expérience  le  centre  de  gravité  d'un  corps  de  figure  quel- 
conque. Suspendez  ce  corps  par  un  cordon  qui  le  soutienne 
successivement  par  deux  points  différents  ;  prolongez  par  la 
pensée  les  deux  directions  du  cordon  au-dedaas  du  corps;  le 
point  où  elles  se  couperont,  sera  le  centre  de  gravité  cherché. 

Quand  le  corps  est  trop  considérable  pour  pouvoir  être 
ainsi  suspendu,  il  faut  en  faire  un  autre  plus  petit  qui  lui  soit 
semblable ,  et  déterminer  le  centre  de  gravité  de  cehii-ci , 
comme  on  vient  de  le  dire.  Ce  centre  fera  connoître  pro- 
portionnellement la  position  de  celui  du  grand  corps. 

q3.  Toutes  les  propriétés  qui  ont  été  démontrées  ci- 
dessus,  pour  les  moments  de^  forces  parallèles  qui  agissent 
dans  le  même  sens,  ont. lieu  pour  un  système  de  corps 
soumis  à  l'action  de  la  pesanteur.  Résumons  ici  ces  pro- 
priétés, en  les  appliquant  au  sujet  présent. 

g4.  Soit  nn  nombre  quelconque  de  poids  P,  Q  ,  R ,  S 

(  Fig.  36  et  37)  ,  enfilés  par  une  même  verge  inflexible  saus 
pesanteur.  Considérons  leurs  moments,  et  celui  de  leur 
système  réuni  au  centre  -de  gravité  G  ,  par  rapport  au 
point  E  de  la  verge  :  on  aura,  R  X  KE  +  .S  X  SE±  P 
xPErtQxQE  =  (H  +  Q  +  R  +  S)x  GE. 


Cela  est  clair  (68),  en  imaginant  ipie  tou»  ie%  corp)  A,  I! , 
C,  D(  Fig.  i5  ),  sont  places  sur  une  même  ligne;  c]iie  In 
forces  P,  Q,  R,  S.  sont  leurs  poids ,  et  que  Ion  raç 
porte  les  moments  k  un  point  de  la  ligne  (jiii  le-,  enlïle. 

Si  (  Fig.  57  )  le  point  E  tombe  siir  It*  point  G ,  on  «iti 
PxGP+QxGQ  — Hx  GR-t-SxtiSî  c'est-à-.' 
qw&,  par  riipporC  au  centre  de  gravité,  la  .%umtn&iletmontU 
des  corps  qui  sont  d'un  câté  ,  est  égale  à  la  somme  des  n 
mencs  des  corps  qui  sont  de  l'autre  côté. 

95.  Il  est  également  clair  «jiie  û  l'on  mené  Vue  < 
conque  Ei  C  Fig.  36  et  37J,  et  les  parallèles  P/j  ,  Qy ,  etc 
on  aura  ,Rxil/-+SxSjitP  x  P/ï±QxQ9  = 
(P+Q  +  R  +  S;x  G^,  puisqu'on  a  c«-tte  suite  de  pro- 
portionneUes,PE:QE:RE:SE:GE::P/7;Q9:Hj-:&:(^,et 
qu'on  peut,  par  conséquent,  dans  l'équation  g^nênte  àa 
l'article  précédent,  substituer  à  la  place  des  lî^es  P£, 
QE,  etc.  ,  leurs  proportionnelles  ^p ,  Qq ,  etc. 

Lorsque  l'axe  Ej  (  Fig.  Sy  )  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité G,  on  a,  P  xP/»  +  QxQ?  =  Rx  Rr+S  xSj. 

96.  Les  articles  58,  Sg,  60,  61 ,  6a,  64,  65,  66  ,  s'ap- 
pliquent ici  littéralement ,  en  supposant  que  les  l'orces  P,  Q, 
R  ,  S ,  sont  les  poids  de*  corps  A ,  B  ,  G  ,  D ,  auxquels  elles 
sont  appliquées.  On  voit  que  si  l'oit  considère  les  moments 
de  plusieurs  poids  ,  et  celui  de  leur  système  réuni  (lu  centre 
de  gravité ,  par  rapport  à  un  axe  ou  à  ua  plan ,  la  somme 
ou  la  différence  des  moments  de  ces  poids ,  sera  égale  au 
moment  de  leur  système  ;  et  si  l'axe  ouïe  plan  des  moments 
passe  par  le  centre  de  gravité,  la  somme  des  moments  des 
poids  qui  sont  d'un  côté  ,  sera  égale  à  la  somme  des  mo- 
ments des  poids  qui  sont  de  l'autre  câté. 

Par  ces  propriétés,  on  trouve  dans  tous  les  cas  la  position 
du  centre  de  gravité  du  systècne,  comme  nous  l'avons 
expliqué.  Le  lecteur  se  souviendra  que  les  distances  des 
poids  à  l'axe  ou  au  plan  des  moments  sont  toujouis  censéei 
parallelc-s  entre  elles. 
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^^97.  Os  fait  un  grand  usage  dss  cetitriîs  de  gravita  dans  la 
tnéoartiqne.  Il  est  donc  esseniiel  de  se  rendre  très  familières 
les  méthodea  que  nous  ayons  données  pour  les  déterminer. 
Elles  supposent,  comme  on  Toit,  qu'un  système,  on  ua 
corps  regardé  comme  un  système  d'autres  corps ,  est  com- 
posé de  parties  isolées ,  dont  cliacnne  est  regardée  comme 
ramâsâëe  ou  concentrée  en  on  seul  et  même  point ,  qui  en 
est  le  centre  de  gravité  particaKe*.  Mais,  toujours  vraies 
dans  la  théorie ,  ces  métliodes  ne  sont  pa*  tonjoarg  àcacep- 
tible^  de  précision  dans  la  pratique ,  parcé^e  souvent  les 
parties  élémentaires  du  système  ayant  des  grosseurs  sen- 
sibles ,  ne  peuvent  pas  être  censées  réunies  chacune  en  nn 
même  point;  et  que,  d'un  autre  côté,  l'irrégu  la  rite  fré- 
quente de  leurs  figures,  mi  quelquefois  de  leurs  poids,  quand 
elles  ne  sont  pas  bomagenes  dans  tome  leur  étendue,  ne. 
permet  de  déterminer  Ipnr  centre  de  gravité  particulier  que 
par  estime  ou  d'une  manière  approchée. 

g8.  Il  y  a  un  grand  nombre  de  cas  dans  lesquels  on  peut, 
à  l'aide  de  la  géométrie  ,  déterminer  exactement  et  simple- 
ment le  centre  de  gravité  d'un  corps.  Ces  cas  embrassent 
tous  les  corps  homogènes  dont  la  Ëgure  est  asstijettie  à  une 
loi  connue  de  continuité.  Je  vais  donner  des  exemples  de  ces 
sortes  de  décerminatious  ;  mais  ce  détail  demande  à  èire 
précédé  de  quelques  remarques. 

9g.  Oif  sait,  et  nous  l'avons  déjà  observé  (5),  que  la  géo- 
métrie ne  considère  que  les  volumes  r  elle  ne  pourroit  ,  par 
conséquent,  tonte  seule,  que  déterminer  le  ce«/re  rfeiio/ame 
d'un  corps  de  figure  donnée.  Mais  ,  dans  ks  corps  liomo- 
gencs  dont  îl  «'agit  ici ,  toutes  les  molécules  étémeiUaires 
peuvent  être  regardées  comme  égales  entre  elles,  et  coï»me 
également  pesantes.  Le  centn;  de  volume  sera  doue  le  même 
qne  le  centime  de  gravité  ou  de  masse.  Ainsi  la  mécajiiqne  et 
îa  géométrie  peuvent  se  prêter  un  secours  muiucl  pour  dé- 
terminer ce  point. 
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loo.  Après  avoir  trouvé  la  place  du  centre  de  gra^ 
d'un  corps  homogène^  on  pourra  imaginer  que  toute  fa  / 
sauteur  du  corps  est  réunie  à  ce  point  ;  mais ,  pour  mesif-^ 
cette  force  ^  il  faut  avoir  égard  à  l'espèce  de  matière  ixP^ 
le  corps  est  formé.  Par  exemple ,  deux  sphères  ,  Tune  d'9^ 
l'autre  d'argent ,  de  même  diamètre  ,  ne  pèsent  pas  égik 
ment;  leurs  poids  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  igli^ 
environ.  Il  est  clair  ^  en  général  ^  que  le  poids  d'un  coipf 
homogène  est  d'autant  plus  grande  que  son  volume  estpliifi 
grand  y  et  qu'il  contient  plus  de  parties  pesantes ,  ou  qu'il  l 
plus  de  densité.  Par  conséquent ,  si  l'on  nomme  G  le  voiiuM 
de  ce  corps  ^  ^e'  sa  densité  ou  pesanteur  spécifique,  c*est-à-dÎR 
le  poids  de  l'une  des  parties  égales  (  par  exemple  ,  d'un  ponce 
cube  )y  dans  lesquelles  le  volume  peut  être  censé  partage ^ 
le  poids  absolu  ou  total  du  corps  sera  représenté  par  le  pro- 
duit G  X  /?•  Dans  l'exemple  de  nos  deux  sphères,  les  vo- 
lumes G  sont  les  mêmes  ^  les  pesanteurs  spécifiques  p  sont 
entre  elles  comme  les  nombres  19  et  10  environ.  Je  suppoM 
qu'on  ne  perdra  pas  cette  observation  de  vue  daos  l'usage 
qu'on  pourra  faire  des  centres  de  gravité  ;  mon  ob/et  actuel 
est  simplement  de  déterminer  ces  points  dans  quelques  uns 
des  cas  que  j'ai  indiqués  (98). 

Exemple    I. 

101.  DÉTERMINER  h  csntre  de  graiàté  d*une  ligM 
droite,  celui  de  l'aire  ou  du  contour  d'un  parallélogramme, 
d^  un  polygone  régulier ,  d'un  cercle,  d'un  parallélépipède  % 
d'un  prisme  à  bases  régulières ,  d'un  cylindre ,  Suni 
sphère,   etc. 

On  a  déjà  observé  (99)  que  le  centre  de  gravité  d'un  coip* 
homogène  est  le  même  que  le  centre  de  voiumer  Or,  poitf 
une  ligne  droite  ,  supposée  uniformément  pesante  dam 
toute  sa  longueur,  ce  centre  commun  est  dans  son  milieu! 
poiu*  l'aire  ou  le  contour  d  un  -parallélogramme  ,  il  est  at 
point  d'intersection  de  deux  droite»  menées  par  les  milieu! 
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3es  cités  opposes  ;  pour  un  polygone  régulier ,  un  cercle  , 
un  parallélipipede ,  etc. ,  il  est  au  centre  même  de  figure. 
Tùut  cela  est  évident  ;  mais  si  on  en  demande  une  démoas- 
iration  rigoureuse,  la  voici  pour  la  ligne  droite  et  l'aire 
du  parallélogramme.  On  raisonnera  d'une  manière  analogue 
pour  tous  les  autres  cas. 

I03.  Soit  donc  en  premier  lieu  la  droite  AB  (  Fîg.  56  ) 
chargée  de  petits  poids  égaux  dans  tous  s^s  points.  Si  on  la 
suspend  par  son  milieu  C ,  elle  demeurera  en  équilibre  ;  car 
chaque  paire  de  poids  pris  de  part  et  d'autre,  à  égales  dis- 
tances du  point  G  ,  a  son  centre  de  grarité  en  ce  point  (45). 
D'où  il  suit  {5o)  que  la  résultante  do  tous  les  poids  qtû 
forment  la  ligne  AB  est  dirigée  suivant  la  verticale  KC. 
Qu'on  incline  la  ligne  en  ab  :  la  résiiltaute  de  tous  les  poida 
sera  encore  dirigée  suivant  la  verticale  KC.  Donc  (gi)  la 
milieu  C  est  le  centre  de  gravité  de  la  ligne.  On  voit  ici 
comment  la  mécanique  et  ia  géométrie  &'aidcnt  mutuellement 
pour  la  détt-Tuiination  du  centre  de  graviié  :  l'une  fuit  voit 
que  ce  centre  est  placé  au  milieu  de  la  ligiie,  et  l'autre 
apprend  à  trouver  ce  milieu. 

io3.  Considérons  en  second  lieu  le  parallélogramme 
ABDE  (Fig.  Sg);  et  imaginons  que  sa  surface  esc  com- 
posée d'une  inhnité  de  filets  uniformément  posants  ,  paral- 
lèles aux  côtés  AB,  ED.  Il  est  clair  que  chaque  élément 
ayant  son  centre  de  gravité  dans  son  milieu ,  ii  l'on  Buspend 
le  parallélogramme  par  le  moyen  d'un  cordon  KG,  qui 
divise  en  deux  parties  égales  aus  points  F ,  (i ,  les  côtés  AB  , 
ED ,  le  parallélogramme  demeurera  immobile.  Par  la  mémç 
raison,  si  l'on  imagine  que  la  surface  du  parallélogramme 
est  composée  d'une  infinité  d'éléments  parallèles  à  AE  et 
à  BD ,  et  qu'on  le  suspende  par  un  cordon  01 ,  qui  divise 
en  deuï  parties  égales  les  cûlës  AE,  BD,  il  demeurera 
encore  immobile.  Donc  (92)  le  point  C,  intersection  Ai 
droites  KG,  01,  estle  centre  de  gravité  du  paraJléiogrartime. 
Cette  intersection  se  trouve  par  la  g^on 
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Exemple    IL 

io4«  DÉTERMINER  le  Centre  de  grai^ilé  de  l'aire  d'un 
triangle  ABC  (  Fîg.  40  ). 

Des  angles  A  et  B,  soient  menées  aux  milieux  D  et  E  des 
côtes  opposés  BC,  AC ,  les  droites  AD ,  BE,  qui^se  coupent 
en  G;  ce  point  G  est  le  centre  de  gravité  de  Taire  du 
triangle.  Car^  1^.  en  regardant  Faire  du  triangle  comme 
composée  d'une  infinité  d'éléments  parallèles  à  BC,  tous 
ces  éléments  auront  leurs  centres  de  gravité  particuliers 
dans  la  droite  AD.  Donc ,  si  Ton  suspend  le  triangle  au 
point  K^  dans  la  direction  KAD,  il  demeurera  immobile. 
2^.  Par  la  même  raison ,  en  regardant  Faire  du  triangle 
comme  composée  d'une  infinité  d'éléments  parallèles  à  AC  , 
et  suspendant  cette  figure  dans  la  direction  OBE ,  devenue 
verticale  ,  elle  demeurera  immobile.  Donc  (92)  le  point  G, 
intersection  des  droites  KAD^  OBE^  est  son  centre  de 
gravité. 


/ 
/ 


Corollaire. 

io5.  Qu'on  mené  la  droite  DE;  elle  est  parallèle  à  AB, 
puisque  les  côtés  CB,  CA,  sont  coupés  proportionnelle- 
ment en  D  et  E.  Donc  les  deux  triangles  CDE ,  CBA  sont 
semblables ,  et  les  deux  triangles  DGE ,  AGB  le  sont  aussi. 
Par  conséquent  on  aura  cette  suite  de  rapports  égaux, 

CD:CB::DEBA::DG:GA.  OrCD  =  ^:  doncDG= 

a 
—  ,  et  DG  =  —  ,  AG  =  5  AD.  Ainsi  le  centre  de  gra\^ité 

• 

d'un  triangle  est  placé  au  tiers  de  la  droite  menée  d*un  angle 
au  milieu  du  côté  opposé ,  à  compter  de  ce  côté,  ou  aux  deux 
tiers  ,  à  compter  du  sommet. 
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iofi.  DiTERMXNER  le  Centre  de  gravité  de  Vaire  d'un 
tapeze  DABC  (  Fig.  41  ). 

Soient  les  points  £  et  H  les  milieux  des  côtes  parallèles 
^   BC^  ÂB  du  trapèze;  F  et  G  les  milieux  des  parties  égales 
ED,  £C  ;  menez  fes  droites  £H ,  £A ,  £B ,  AF ,  BG  ;  prenez 

Elf =r  EH,  AI  =  j  AF,  BL  ::=  -j  BG  ;  joignez  les  points 

letL  par  la  droite  IL,  qui  sera  évidemment  parallèle  aux 
droites DC,  AB,  et  qui  coupera  £H  au  point  M,  de  ma- 
nière^ Mis  «ML.  Les  points  N,  I,  L,  sont  les  centres 
de  gravité  des  trois  triangles  £AB ,  A£D ,  BEC,  qui  com- 
posent la  surface  totale  du  trapèze.  Or  les  deux  triangles 
AED,  BEC,   égaux  en  surfaces,  pouvant  être  regardés 
comme  des  poids  égaux ,  placés  en  l  et  L ,  le  centre  de  gra- 
vita de  leur  système  est  placé  en  M ,  milieu  de  la  droite  IL. 
Représentons  par  la  simple  lettre  M  la  somme  de  ces  poids, 
^    ou  l'aire  totale  des  deux  triangles ,  et  par  la  lettre  N  le 
poids  ou  Taire  du  triangle  £AB  :  le  centre  de  gravité  ^des 
denx  poids  M  et  N  est  placé  sur  la  droite  MN  ,  en  un  point 
.    ^ ,  dont  on  trouve  la  position  par  la  méthode  qui  a  été 
«nployée  (5o)  pour  trouver  le  centre  de  plusieurs  forces  pa- 

ïalldes.  Cette  méthode  donne  ici,  MP=MN  x  — — --.  Or, 

MNssiEH,  et  les  trois  triangles  £AB,  AED,  BEC  , 
fiyant  même  hauteur,  peuvent  être  représentés  par  leurs 
fcwcs  AB,  ED,  £C.  Ainsi,  en  substituant  «  EH  pour  MN , 

ABpourN,  DC  pour  M ,  on  aura  MP  =  |  EH  x  -^     j^^^ 

aABH-DC 


oaEP  =  iEH  X  r.    ^'^"^l 


5. 
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Exemple     IV. 

'X07.  DÉTERMINER  le  Centre  de  gravité  de  taire  dm 
polygone  quelconque. 

Soit ,  par  exemple ,  le  pentagone  ABCDE  (  Fig.  4^  ),  dont 
il  faille  déterminer  le  centre  de  gravité.  — 

A3rant  tiré  les  diagonales  AC ,  ÂD^  je  mené  aux  milieni 
F,  H,  Q,  de»  côtés  BC,  CD,  DE,  les  droites  AF,  AH, 
AQ;  je  prends  AO  =  jAF,  AI  =  ^AH,  AN  =  iAQ:lei 
points  O,  I ,  N ,  sont  les  centres  de  grarité  des  triangb 
ABC ,  ACD ,  ADE.  En  joignant  les  points  O  et  I  par  h 
droite  OI,  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  ABCD  sert 

?lacé  sur  cette  ligne.  Pour  savoir  en  quel  endroit  K  il  eit 
lacé ,  je  fais  cette  proportion  (5o),  le  quadrilatère  ABCD  S 
au  triangle  ACD:  :OI:OK.  Du  point  K,  au  centre  de  gift- 
vité  N  du  triangle  ADE ,  je  mené  la  droite  KN  >  et  je  It 
divise  en  G,  de  manière  qu'on  ait  la  proportion  ,  le  penti- 
gone  ABCDE:  au  triangle  ADE:  :KN:  KG;  le  point  G 
sera  le  centre  de  gravité  du  pentagone. 

Nous  remarquerons  qu'ayant  une  fois  trouvé  les  centres 
de  gravité  O,  I ,  N  (  Fig.  43  )  des  triangles  ABC,  ACD, 
ADE ,  la  position  du  centre  de  cravité  G  de  tout  le  pol]|^ 
gone  ABCDE  peut  être  déterminée  d*une  manière  plus 
expéditive  que  la  précédente ,  en  employant  les  propriété 
des  moments.  Pour  cela^  menons  à  volonté  dans  le  plandA 
polygone  les  deux  axes  SV,  ST;  je  suppose  que  Tuosoi^ 
vertical,  l'autre  horizontal,  pour  plus  de  simplicité.  De* 
points  O ,  I ,  N  ,  G ,  soient  tirées  perpendiculairement  » 
nos  deux  axes  les  droitesOo,  Oo'  ;   It,  li'  ;  N/i,  N»'.î 
Ggr,  G^'.  On  aura  (96)  ces  équations  :  ABCDE  X  Ggs^ 
ABC  X  OoH^ACD  X  lîH-ADE  x  N»;  ABCDE  ?< 
Gg'  =  ABC  X  Oo'4-ACD  x  Ii' +  ADE  x  N/»' ,  ks^ 
quelles  donnent  : 

P^ ABC  X  Oo  -f-  ACD  X  !»-♦- ADE  X  Nn 

^^ ÂBCDE ' 

Q  . ABC  X  Oo'  4-  ACD  X  I*^  -h  ADE  X  N/i^ 
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Or,  dans  ces  deux  dernières  équations ,  toutes  les  parties 
es  deux  seconds  membres  sont  connues ,  ou  mesurables  ; 
n  connoitra  donc  aussi  G^  et  G^.  Prenant  sur  ST  la  partiô 
g'zâ:  Gg,  et  menant  par  le  point  ^  la  droite  ^'G^  parallèle 
5V,  et  égale  à  k  râleur  qu'on  a  trouvée  pour  Gg^  :  lé 
>int  6  s^a  le  centre  de  gravité  demandé. 

Exemple    V. 

X08.  DéteAmiKer  le  centré  de  graçiié  du  périmette 
fun  polygone  rectiligne  quelconque. 

Les  côtés  da  polygone  étant  considérés  cotnme  des  ligtiés 

boites  uniforméftient  pesantes^  Ont  leurs  centres  de  gtavité 

placés  à  leurs  Aiilieut.  On  peut  doûc  regarder  ces  milieux 

comme  les  points  d'application  de  forde^  parallèles ,  qui  sont 

Vddes  poids  proportionnels  aux  côtés  du  polygone  ;  et  par 

conséquent  on  déterminera  ^  par  Tarticle  5o  y  le  centre  de 

ces  forces  parallèles ,  ou  le  centre  de  gravité  de  tout  le 

contour  du  polygone. 

La  méthode  des  moments  peut  être  employée  ici  pour 
simplifier  la  solution. 

Qq  voit  <{ue  le  centre  de  gravité  du  contour  d'un  poly- 
fAe  est  placé  hors  de  Ce  contour  :  alors  ^  et  en  général  dans 
tOBsIeS  cas  où  le  centre  de  gravité  d'un  corps  est  placé  hors 
^  Ce  Corps  >  il  faut  concevoir  que  Ce  centre  Ust  solidement 
Karec  oe  corps,  par  le  ihoyen  de  verges  sans  pesanteur. 

£  X  s  At  P  L  E    V  t. 

169.  DéTÈliBktl^Éft  lé  oèHtre  de  grminié  G  d'un  àrc  de 
*«^AAOB{Fig.44). 

'D  est  clair  d'abord  que  le  centre  de  gravité  cherché  est 
place  sur  le  rayon  CO ,  qui  divise  Tare  AOB  en  deux  partiea 
égales.  Fixons  sa  place  par  le  moyen  des  moinents. 

Je  conçois  que  l'arc  AOB  est  partagé  en  une  inflrtité  de 
P^es  mn  j,  qu'on  peut  regarder  comme  de  petites  ligfte» 


yS  M  i  C  Air  I^  H  B. 

est  égal  h  la  difTërence  des  moments  du  secteur  et'dv 
triangle.  Ce  calcul  est  si  facile  qu'il  suflSt  de  l'iiidiqiiflr» 

EXEMPLB    VIII. 

ii3.  TikoiTviR  le  centre  de  gravie  iTune  pyramUe 
iriangulaire  SABG  (  Fig.  4^  ). 

Des  angles  A  et  S  soient  meoëes  au  milieu  D  du  côté  BC^ 

les  droites  AD,  SD;  et  ajrant  fait  DE  =x  5|^,  DF=:^> 

soient  mexic^s  les  droites  SE,  AFj  qui  se  couperont  nécef^ 
sairement  en  G  ,  puisqu'elles  sont  dans  le  même  plan  ASOi 
Le  point  E  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABG^  et  h 
point  F  celui  du  triangle  SBG  (io5).  Donc,  si  Ton  regudf 
la  pyramide  comme  composée  d'une  infinité  de  triantes  pa.- 
ralleles  à  ABC,  et  si  Ton  considère  que  tous  ces  trianglei 
étant  semblables  à  ABC ,  la  droite  SE  passe  nécessaimeat 
par  leurs  centres  de  gravité  particuliers ,  on  verra  que  It 
pyramide ,  suspendue  au  point  K ,  dans  la  direcdoB  KSR, 
demeurera,  immobile.  Par  la  même  raison  ,  en  regardant  la 
pyramide  comme  composées  d'éléments  parallèles  au  triangle 
SBC,  si  on  la  suspend  au  point  0>  dans  la  direction  OAE 
devenue  verticale ,  elle  demeurera  encore  immobile^  Donc 
le  point  G  est  son  centre  de  gravité. 

Corollaire. 

1 14*  Qu'on  joigne  les  points  E  et  F  par  la  droite  EF,  «Ife 
sera  parallèle  à  AS,  puisque  les  droites  DA,  DS,  sont  cou- 
pées proportionnellement  en  E  et  F.  Donc  les  deux  trian- 
gles DEF ,  DAS  sont  semblables ,  de  même  que  les  deux 
triangles  EGF,  SGA.  Ainsi  on  a  cette  suite  de  rapport» 

égaux,  DE:DA::EF:AS::EG:GS.  Mais  DE  =  ^  j  donc 

Cp  Cl? 

EG  =  ^  =  _ ,  et  SG  =  J  SE.  Par  conséquent ,  le  centn 

34 
de  ffr^ifiié  d*une  pyramide  triangulaire  esi  placé  aux  troi 
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iptarts  de  la  ligne  menée  de  son  sommet  au  centre  de  gravité 
de  sa  base,  à  compter  du  sommet  ^  ou  au  quart  de  la  même 
ligne j  à  compter  de  la  base, 

EXKMPLX      IX. 

iiS.  Dbtehui  VEA  le  centre  de  gravité  d*  une  pyramide 
fidconque. 

Soit^  par  exemple^  la  pyramide  pentagonale  SABCDE 

(Fig.47).  Partageons  sa  base  en  triangles  par  les  diagonales 

AD^  AC  ;  et  concevons  gne  ces  triangles  sont  les  bases 

d*iiittDtde  pyramides  triangulaires.  Du  sommet  S  au  centre 

de  grarlté  F  dn  triangle  A£D^  et  au  centre  de  gravite  Q  de 

tDQt  le  polygone  ABCDE,  soient  menées  les  droites  SF^  SQ. 

Soit  ^YÎsëela  droite  SF,  au  point/*,  de  manière  que  Sf 

=  'SF;le  point  Jasera  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 

triangolaîre  SEAD  ;  et  si  par  ce  point  on  fait  passer  le  plan 

^tift/ir, parallèle  à  la  base  ABCDÊ,ce  plan  divisera  proportion- 

neflement  à  SF  et  à  S/*toutes  les  lignes  qu'on  pourra  mener 

ixi  «ominet  de  la  pyramide  à  la  base  :  il  contiendra  donc  les 

centres  de  gravité  de  toutes  les  pyramides  triangulaires  dont 

1»  pyramide  polygonale  est  composée ,  et  par  conséquent 

OT»  le  centre  de  gravité  de  cette  dernière  pyramide.  Or, 

CD  regardant  cette  même  pyramide  comme  composée  d'une 

Whirf  d'éléments  parallèles  à  sa  base  ABCDE ,  et  considé- 

ïnrtqae  tous  ces  éléments  sont  semblables  à  ABCDE,  il  est 

Wdent  que  la  droite  SQ  passe  par  leurs  centres  de  gravité 

P^ticïilîers ,  et  qu'elle  contient  par  conséquent  le  centre  de 

S'Wîlé  de  toute  la  pyramide.  Donc  ce  centre  est  au  point 

dmlenection  G  de  la  droite  SÇ^  avec  le  plan  abcde.  Or  la 

^^ota  SQ  est  divisée  en  G ,  de  manière  que  SG  =  |  $Q. 

Ainsi,  le  centre  de  gravité  de  toute  pyramide  est  avx  trois 

l^artîdela  ligne  menée  de  son  sommet  au  centre  de  gravité 

•^ ta  base,  à  compter  du  sommet,  ou  au  quart  de  la  m.êmt 

^V^i  à  compter  de  la  base. 


^^  M  É  C  A  K  I  Q,ir  S. 

Corollaire    I. 

1 16.  Tout  cAne  étant  une  pyramide  dont  la  base  est  ua 
polygone  d'une  infinité  de  côtés  ^  a  son  centre  de  gravité 
placé  aux  trois  quarts  de  la  ligne  menée  de  son  sommet  au 
centre  du  cercle  qui  lui  sert  de  base ,  à  compter  du  sommet^ 
ou  au  quart  de  la  même  ligne ,  à  compter,  de  la  base. 

Corollaire    IL 

117.  Qu'il  s'agisse  d|Q  trouver  le  centre  de  gravité  r  d'un 
tronc  ABCDEMHlKL  (  Fig.  48),  à  bases  parallèles,  de 
pyramide  ou  de  cône.  On  voit  d'abord  qu'en  supposant  que 
SABCDE  soit  la  pyramide  entière  dont  le  tronc  fait  partie, 
SHIKLM  la  pyramide  retranchée,  et  menant  du  sommet  S 
au  centre  de  gravité  Q  de  la  base  ABCDE  la  droite  SQ , 
qui  passe  nécessairement  par  le  centre  de  gravité  q  du  po- 
lygone HJKLM  semblable  à  ABCDE;  on  voit,  ,dis-je,  que 
le  tronc,  supposé  suspendu  suivant  la  direction  SQ,  deineu- 
rera  immobile ,  et  que  par  conséquent  son  centre  de  gra- 
vité r  est  placé  sur  la  droite  SQ.  Comme  il  seroit  embarras- 
sant de  trouver  d'une  manière  directe  une  autre  suspension 
d'équilibre,  servons-nous  des  propriétés  des  moments  pour 
achever  la  solution ,  c'est-à-dire  pour  fixer  sur  la  droite  SQ 
la  place  r  du  centre  de  gravité  cherché.  Nommons  S  le 
solide  de  la  pyramide  entière,  s  celui  de  la  pyramide  re*- 
tranchée ,  et  par  conséquent  S  —  s  celui  du  tronc.  En  con- 
sidérant les  moments  des  trois  solides  S ,  ^ ,  S  —  j  ,  par 
rapport  au  sommet  S ,  on  aura  (94)  ,Sx  |SQ=::;j  X  |S^Hr 
(S— O  X  Sr,  ou  bien  S  X  f  SQ~5  x  ^  S^  =  (  S  —  5) 

\y.^r,  et  par  conséquent  Sr=        *    \ i— \  Or  toutes 

les  quantités' S,  j,  SQ,  S<7,  sont  '  connues  ,  ou  dëtermi- 
nables  par  1  •>  géométrie  et  par  ce  qui  précède  ;  on  connoltra 
donc  Sa-. 
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CHAPITRE    IIL 

application  des  principes  précédents  à  F  équilibre 

des  Machines. 


\  iifi.  lo UT  agent I  de  quelque  nature  qu'il  soit^  né  recelé 
l  en  hii-méme  qu'une  certaine  mesure  de  force  qu'il  n  est 
jamais  possible  d'augmenter  réellement.  Mais  on  peut  em- 
pbyer  une  même  force ,  de  manière  qu'elle  produise  plu- 
tieurg  effets  qui  ^  ayant  tous  la   même  valeur  absolue^ 
âîffereot  par  leurs  éléments  ou  facteurs.  Tel  est   l'objet 
général  des  machines.  La  force  appliquée  à  une  machine 
quelconque  peut  toujours  être  représentée  par  le  produit 
constant P  x  V,  (  P  étant  un  poids,  V  une  certaine  vitesse); 
etcliaqae  machine  particulière  a  une  disposition  ,  telle  que 
ÛP augmente,  V  diminue  en  même  raison;   et  récipro- 
quement :  c'est  ce  qu'on  verra  en  détail  dans  la  théorie  sui- 
Tinte.  On  y  apprendra  à  déterminer  le  véritable  produit 
qa'on  doit  attendre  d'une  machine  ,  et  à  se  prémunir  contre 
les  belles  promesses  de  certains  machinistes  qui ,  ignorant 
ks  lois  de  la  mécanique ,  non  seulement  ne  tiennent  pas  ce 
qu'ils  annoncent  j  mais  souvent  même  ne  savent  pas  donner 
vixpieces  de  leurs  propres  machines  la  combinaison  la  plus 
ftTtntageuse* 

119.  Il  y  a  une  infinité  de  machines  différentes ,  et  tous  les 
jours  le  nombre  s'en  accroît  ;  mais  elles  se  réduisent  toutes 
flans  le  fond  à  sept  espèces ,  ou  n'en  sont  que  des  combi- 
nons plus  ou  moins  simples.  Ces  sept  machines  prim  or- 
ales sont  \di  Machine  funiculaire ,  le  La^ier ,  la  Poulie^ 
fe  Tour  ou  Cabestan ,  le  Plan  incliné  ^  la  P'is  et  le  Coin^ 
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Je  me  propose  ici  de  déterminer  les  conditions  de  iVquilibre 
dans  ces  machines^  et  dans  quelques  autres  qui  en  dérivent» 
Je  fais  abstraction  du  frottement  ;  je  suppose  que  les  pièces 
solides  qui  peuvent  entrer  dans  une  machine  ^  aient  une 
inflexibilité  absolue  qui  ne  leur  permette  pas  de  changer  de 
'figure  ;  les  cordes^  lorsque!  y  en  a ^  sont  regardées  comme 
de^  fils  parfaltemont  flexibles^  ou  du  moins  Ifur  action  est 
snppo^ée  s'exercer  librement  suivant  la  direction  de  leur 
axe;  et,  dans  ce  dernier  cas,  quand  une  corde  s'envt-loppe 
autour  d*une  roue ,  le  rayon  de  la  roue  doit  être  censé 
augmenté  de  relui  de  la  corde.  Nous  examinerons  dans  la 
mite  les  résistances  que  les  machines  éprouvent ,  lorsqa*elle& 
tont  prêtes  à  se  mouvoir. 

IiorsqTi'un  corps  agit  par  sa  pesanteur  sur  une  machine^ 
cette  force  doit  être  imaginée  réunie  toute  entière  an  centre 
di^  gravité  du  corps ^  et  s'exercer  suivant  la  verticale  qui 
pa^&e  par  ce  point. 


ataa*< 


SECTION    I. 
De  la  Machine  funiculaire^ 


lôo.  KJtx  appelle  machine  funiculaire  celle  où  Ton  n*em- 
ploie  que  des  cordes  pour  soutenir  un  poids ,  ou  pour  contre- 
balancer plusieurs  puissances. 

Je  néglii^erai  le  poids  des  cordes  .  lorsque  je  n'avertirai 
pas  expressément  qu'il  faut  y  avoir  égard» 

Proposition   I.   Problême. 

121.  DÉTERMINER  Ics  Conditions  de  V équilibre  âtune 
'machine  funiculaire  composée  de  trois  cordons  assemblés  A 
pn  même  nœudfixe^ 
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•r 

I.  •• 

SoiKHT  trois  puissances  P^  Q^  S  (Fig.  49)  9  appliquées 

B  trois  cordons  AP ,  AQ ,  AS ,  concourants  au  point  A  f 

t  en  équilibre  entre  elles.  La  première  sera^  si  Ton  reut^ 

Q  poids*  Puisqu'il  y  a  équilibre ,  la  résultante  R  des  deux 

Kiissances  Q  et  S  est  nécessairement  égale  et  directement 

apposée (  Ax.  II)  à  la  puissance  P.  Or  les  trois  puissances  Q, 

&,K,  sont  dans  un  même  plan  (32).  Donc  les  trois  puis- 

sanca P,  Q,  S,  y  sont  aussi;  et  si^  ayant  pris  AD  sur  P A 

prol(mgée^  pour  exprimer  la  puissance  P  ou  la  résultante  R, 

on  achevé  le  parallélogramme  ABDC ,  on  aura  (34)  cette 

urne  de  rapports  égaux ,  P:Q:S  ::  AD:AB:AC  ou  BD. 

Il  est  clair  que  les  puissances  P  ^  Q  ^  S  ^  exprimant  les  ten- 
sioBsdes  cordons  auxquels  elles  sont  appliquées.  Ainsi  ^  par 
une  puissance  appliquée  à  un  cordon^  ou  par  la  tension  de 
ce  cordon^  nous  entendrons  la  même  chose. 

IL 

Les  trois  puissances  P ,  Q ,  S,  peuvent  être  représentées 
diacane(39)  P^^  lesimis  de  Fangle  compris  entre  les  direc- 
tions des  deux  autres  :  nous  aurons  donc  encore^  P:Q:S 
::  m.  QAS  :sin,  SAR  :sin.  QAR. 

II  I.  ^        . 

Sx  les  deux  cordons  AQ,  AS,  au  lieu  d'être  tirés  par  le» 
deux  puissances  Q  et  S  ,  étoient  attachés  aux  deux  points 
fc^Qet  S  (  Fig.  5o  ) ,  alors  dans  les  suites  qui  précèdent , 
Q  et  S  exprimeroient  les  pressions  que  supportent  les  appuis 
Q  et  S  cûns  les  directions  QA ,  SA. 

ConOLLAIRE. 

122.  De  la  suite  de  proportionnelles  P:Q:S::sin.  SAQ: 
*».  SAR:5in.  QAR ,  il  résulte  que  la  corde  QAS  (  Fig.  49  ) 
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formera  toujours  un  jngle  en  A,  quelles  que  soient  les  forces 
Q  et  S  qui  la  tendent.  Car  y  tant  que  les  trois  puissances  ont 
entre  elles  un  rapport  fini ,  les  deux  angles  SAR ,  QAR , 
sont  finis  ^  et  il  y  a  iin  coude  en  A.  Ce  coude  ne  peut  dis- 
praroltre^  à  moins  que  la  puissance  P  ne  soit  infiniment 
petite  par  rapport  aux  deux  autres  ;  ou ,  ce  qui  revient  au 
même  y  à  moins  que  la  puissance  P  étant  finie  y  les  deux 
puissances  Q  et  S  ne  soient  infinies.  On  voit  par-là  que  û 
une  corde  est  attachée  par  ses  extrémités  à  deux  points 
fixes  Q  et  S  (  Fig.  5i  ) ,  et  que  l'angle  QAS  soit  fort  obtus , 
une  très  petite  force  P  produira  de  très  grai^des  tensions 
aux  deux  parties  AQ ,  AS. 

Remarque    I. 

123.  Dans  trois  cordons  AP,  AQ,  AS  (Fig.  49)/ 
ainsi  assemblés  à  un  même  nœud  A ,  et  en  équilibre , 
il  y  a  six  choses  à  considérer  ;  savoir ,  leurs  trois  ten- 
sions ,  et  les  trois  angles  que  leurs  directions  forment  entre 
elles.  Si  y  parmi  ces  six  choses  y  on  en  connoît  trois  y  on 
déterminera  les  trois  autres,  ou  par  des  opérations  gra- 
phiques^ ou  par  le  calcul  trigonomé trique.  Par  exemple,  si 
on  donne  la  puissance  P  et  les  deux  angles  QAR,  SAR, 
qu'elle  forme  avec  les  deux  puissances  Q  et  S,  il  s'agira  de 
construire  ,  ou  de  résoudre  un  triangle  ABD ,  dans  lequel 
on  connoît  le  côté  AD ,  fangle  BAD ,  et  l'angle  ADB  égal 
à  l'angle  connu  CAD.  Si  on  donne  les  quantités  des  trois 
forces  P,  Q ,  S ,  il  faudra  faire,  ou  calculer  un  triangle  ABD , 
dans  lequel  on  connoît  les  trois  côtés.  Si  on  ne  donne  que 
les  trois  angles  formés  par  les  directions  des  trois  puissances, 
on  ne  pourra  déterminer  que  les  rapports  des  trois  puis- 
sances ;  quand  ce  rapport  sera  trouvé ,  il  faudra  se  donner 
la  quantité  de  l'une  des  puissances ,  pour  trouver  celles  des 
deux  autres  ,  etc.  On  voit  que  tous  ces  problêmes  se  rq* 
duisent  à  des  recherches  de  pure  géométrie. 
:  Comme ,  dans  tous  les  cas  ^  les  trois  forces  P ,  A ,  S ,  sont 
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TOprésentées  par  les  trois  côtes  d*un  triangle  ,  et  que ,  dans 
tout  triangle  »  chaque  côté  est  toujours  moindre  que  la 
sonune  des  deux  autres ,  et  plus  grand  que  leur  dilférence  ; 
on  voit  que  si  on  donne  les  forces^  il  faut  quelles  satis- 
fissent à  cette  condition. 

Remarque    II. 

124*  L^  nœud  A  ëtant  supposé  Rxe ,  les  angles  QAR, 
SAR,  peuvent  être  égaux  ou  inëgaux;mais  si  le  nœud  A 
étoit  coulaniy  ces  deux  angles  seroient  nécessairement  égaux. 
Car  il  est  évident  qiie ,  dans  ce  dernier  cas  ,  le  nœud  doit 
descendre  jusqu'à  ce  que  la  puissanfe  P  soit  dirigée  de  la 
même  manière  par  rapport  aux  deux  pi^sances  Q  et  S  , 
c'est-à-dire  jusqu'à  ce  que  la  direction  PAR  de  la  puis- 
sance P  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  QAS ,  et  qu9 
les  deux  puis^nces  Q  et  S  deviennent  égales. 

Proposition    II.    Problème. 

1^.  La  corde  QAS  (  Fig.  52  ) ,  de  longueur  donnée , 
éiant  atlacJiée  aux  deux  points  fixes  (^etS ,  placés  comme 
on  voudra  par  rapport  à  l'horizon  y  trouver  la  position  ^/V- 
quiUbreque  doit  prendre  la  lanterne  ou  le  poids  donnëPatta- 
chéà  r extrémité  du  cordon  AP  ,  A  étant  un  nceud  coulant* 

Menez  par  le  point  Q  Thorizontale  QK ,  et  par  le  point  S 
la  verticale  OSH ,  qui  rencontre  en  H  le  prolongement  de 
QA.  Le  nœud  A  étant  coulant,  les  deux  angles  QAD, 
SAD,  seront  égaux.  D\m  autre  côté,  les  deux  angles  QAD, 
QHS,  sont  égaux;  et  les  deux  angles  SAD,  ASH  sont 
égaux. Donc  les  deux  angles  AHS,  ASH,  sont  égaux;  de 
sorte  que  le  triangle  S  AH  est  isocèle ,  ou  AS  =  AH.  Or , 
dans  le  triangle  rectangle  QOH ,  on  connoît  Thypoténuso 
QH  ,  puisque  QH  =  Q  A  -f-  AH  =  Q  A  -h  AS ,  longueur 
donnée  de  la  corde  ;  on  connoît  le  côté  QO  par  la  position 
donnée  des  points  Q  et  S. Donc  on  trouvera,  par  la  trigo- 
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nométrie ,  Pangle  QHS  ou  AHS.  On  connoîtra  aussi  chacun 
des  angles  QAD,  SÂD,  et  les  parties  QAj  AS  de  la  corde- 
La  position  du  nœud  A  peut  être  déterminée  par  une 
construction  graphique  fort  simple.  Car^  si  du  point  Q^ 
comme  centre,  avec  un  rayon  QH  =:QA  -f-  AS,  on  décrit 
un  arc  qui  coupe  OSH  en  H  ;  qu^ensuite  ayant  fait  Tangle 
OSK  =  l'angle  QHO ,  on  prolonge  la  droite  KS  Jusquà  ce 
qu'elle  rencontre  QH  au  point  A  :  ce  point  sera  celui  qu'on 
demande. 

Connoissant  le  poids  P ,  ou  la  tension  du  cordon  AP,  on 
connoîtra  les  tensions  Q  et  S  des  cordons  AQ ,  AS,  au  moyen 
de  la  suite  de  proportionnelles,  P  :  Q  :  S  : .  siu.  Q  AS  :  sin.  SAD  : 
sin.  QAD. 

Proposition   III.   Pro.blême. 

1^6.  DÉTERMINER  V effet  qiCon  doit  attendre  d'une 
machine  funiculaire  à  trois  cordons. 

Que  le  nœud  A  (  Fig.  49  )  ^ûit  fixe  ou  coulant ,  on  voit 
que  P  représentant  le  fardeau  que  les  deux  puissances  Q 
et  S  soutiennent ,  ce  fardeau  est  moindre  que  la  somme  des 
deux  puissances  Q  et  S.  Cela  arrivera  toujours,  tant  que  les 
directions  des  cordons  concourront  en  un  même  point ,  ou 
formeront  entre  elles  des  angles  finis.  Mais  supposons  que 
les  deux  cordons  Q  A ,  SB  (  Fig.  53  ) ,  deviennent  parallèles  : 
d'abord  j'observe  qu  ils  seront  nécessairement  verticaux,  ou 
parallèles  à  la  direction  du  fardeau  P,  ou  en  général  de  la 
résistance  à  vaincre  :  car  leurs  tensions  auront  (45)  une  ré- 
sultante qui  leur  sera  parallèle  ;  et  comme ,  d'un  autre  coté, 
cette  résultante  doit  être  égale  et  directement  opposée  k  la. 
pesanteur  du  fardeau  (  Ax.  II  ),  il  est  clair  que  les  trois 
directions  QA,  SB,  PX,  seront  parallèles.  Puisqu'on  a 
donc  alors  P  =  Q  +  S,  il  s'ensuit  que  le  rapport  du  poids 
à  la  somme  des  deux  puissances  Q  et  S  est  le  plus  grand  qu'il 
est  possible.  Ainsi  la  disposition  la  plus  avantageuse  qu'on- 
poisM  donner  à  deuix  cordons  pour  faire  équilibre  à  la  plot 
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paude  réùstance  possible  ^  est  de  rendre  les  directions  de 
ces  cordons  parallèles  à  celle  de  la  résistance. 

Mais  est-il  question  de  faire  monter  le  poids  P  dans  la 
même  hjpothese  du  parallélisme  des  cordons  ?   alors  le 
poids  montera  avec  une  yîtesse  qui  ne  sera  que  la  moitié  de 
celle  de  la  puissance.  Car,  de  quelque  maniero  que  le  poids 
loit  soulevé  dans  le  cas  présent ,  nous  pouvons  concevoir 
qu'il  est  appliqué  à  une  roue  ou  poulie  0*(Fig.  54)  mobile 
sur  son  centre  ,  et  embrassée  par  une  corde  dont  les  parties 
%S,AQ,  sont  parallèles,  et  qui  est  attachée  par  un  bout 
appoint  fixe  S,  tandis  que  la  puissance  Q  tire  l'autre  bout. 
Or,  si  Ton  mené  les  horizontales  AB ,  ab,  et  qu'on  suppose, 
par  exemple ,  que  le  poids  ait  été  élevé  suivant  la  verti- 
cale de  la  quantité  Op;  il  est  clair  qu'il  faudra  pour   cela 
que  les  cordons  SB  y  QA,  se  soient  accourcis  des  quantités 
Bb,  Afl,  égales  chacune  a  Op.  Ainsi  le  point  S  étant  supposé 
ÊMjla puissance  Q  aura  parcouru  un  espace  =  zO/? ,  tandis 
que  le  poids  a  parcouru  le  simple  espace  Op.  Donc  le  poids 
marchera  deux  fois  moins  vite  que  la  puissance  ;  ou,  ce  qui 
renentau  même,  le  poids  mettra  d.ux  fois  plus  de  temps 
que  la  puissance  à  parcourir  un  certain  es[>ace.  Si  donc  on 
gagne  d'un  côté  ,  en  ce  que  la  puissance  n'est  que  la  moitié 
du  poids,  on  perd,  dun  autre  côté,  en  ce  que  le  poids 
marche  deux  fois  plus  lentement ,  ou  consiuue  deux  fois 
pfus  de  temps  que  la  puissance. 

On  voit ,  par  une  raison  contraire ,  qu'en  regardant  P 
comme  la  puissance,  Q  comme  la  résistance  à  vaincre,  on 
pcrdroit  en  force  ce  qu'on  gagneroit  en  temps. 

Lorsque  les  trois  cordons  concourent  en  un  même  point  p 
^^Pgpe  moins  en  force ,  mais  on  perd  moins  en  temps  :  et 
rà^oqoement. 

PjaoPosiTioK   IV.    Paoblèmc. 

127.  Déterminer  les  conditions  de  V équilibre  d'una 
machine  funiculaire  ^  composée  diun  nombre  quelconque  d& 
weùisfixeSy  dont  chacun  assemble  trois  cordons. 

6 
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Je  vais  rendre  ce  problème  de  deux  manières  ;  Tnne  tirée 
immédiatement  des  principes  de  la  composition  et  décom- 
position des  forces,  l'autre  tirée  aussi  des  mêmes  principes , 
mais  sous  une  forme  particulière  et  commode  pour  trouver 
facilement  la  figure  d'une  corde  pesante  y  comme  on  le  verra. 

< 

Solution  I. 

Soi T  la  corde  ABCDE  (  Fîg.  55  ) ,  attachée  à  deux  pointa 
fixes  A  et  £^  et  garnie  de  tant  de  nœuds  fixes  B,  C ,  D, 
qu'on  voudra.  Supposons  qu'à  chaque  nœud  soient  appli- 
qués trois  cordons ,  et  que  les  cordons  BP,  CQ,  DS ,  soient 
tirés  par  les  puissances  P  ^  Q^  S^  dirigées  dans  le  plan  de  la 
corde  ,  de  manière  que  tout  le  système  soit  en  équilibre. 

1^.  Il  est  clair  que  la  résultante  des  tensions  des  deux 
cordons  BA,  BP,  doit  être  égale  et  directement  opposée  à 
la  tension  du.cordon  BC.  Ainsi ,  ayant  prolongé  CB  vers  c, 
et  ayant  fait  le  parallélogramme  Bacp  ,  dont  les  côtés  Ba,  B/;, 
tombent  sur  BA  et  BP  ;  si  l'on  nomme  A  et  K  les  tensions 
des  cordons  BA,  BC,  on  aura  (121)  cette  suite  de  rapports 
égaux,  K:A:P':Bc:Bû:B/7ouac. 

2^.  La  résultante  des  tensions  des  deux  cordons  CD,  CQ, 
doit  être  égale  et  directement  opposée  à  la  tension  du 
cordon  BC.  Prolongeant  donc  BC  vers  c'  de  la  quantité 
Ce'  =  Bc;  faisant  le  parallélogramme  Gdc^q  y  dont  les 
côtés  Gd,  Cq  y  tombent  sur  CD  et  sur  CQ  ;  nommant  H 
la  tension  du  cordon  CD  :  on  aura  cette  seconde  suite  de 
rapports  égaux,  K:H:Q::Cc'  ou  Bc:Crf:C^  ou^'. 

3*^.  La  résultante  des  tensions  des  deux  cordons  DE,  DS, 
doit  être  égale  et  directement  opposée  .à  la  tension  du  cor- 
don CD.  Je  prolonge  donc  CD  vers  d^  de  la  quantité  Ddf=i 
Cd  ;  je  forme  le  parallélogramme  Ded^s ,  dont  les  côtés 
De ,  D^  tombent  sur  les  côtés  DE ,  DS  ;  et  je  nomme  E  la 
tension  du  cordon  DE  :  on  aura  cette  troisième  suite  de 
rapports  égaux,  ff:E:S::D^'  ou  Cd:De:Ds  oxied^* 

On  continueroit  de  raisonner  de  même ,  s'il  y  avoit  un 
plus  grand  nombre  de  nœuds  à  la  corde. 
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t^la  posé ,  on  observera  que  ^  dans  les  deux  premierea 
Buites^  la  "force  K  est  exprimée  par  la  même  ligne  Bc  ,  et 
^ue^  dans  la  seconde  et  la  troisième  suite ,  la  force  H  est 
exprùnëe  par  la  même  ligne  Crf.  11  règne  donc  le  même 
rapport  dans  les  trois  suites  ;  et  on  peut  par  conséquent 
en  tirer  celle-ci,  A:K:H:E:P:Q:S::Ba:Bc:Crf:De:Bo- 

Remarque  I. 

i2i8«  Cette  manière  d'exprimer  les  rapports  des  forces 
A,  K,  H,  E^  P,  Q,  S,  suppose  des  constructions  graphi- 
ques >  toujours  longues  et  sujettes  à  erreur.  Il  est  plus  com- 
mode et  plus  exact  dans  la  pratique  d'exprimer  ces  rapports 
par  le  moyen  jde  sinus  d*angles  donnés  immédiatement  par 
la  figure  de  la  corde.  Or  il  est  clair  ^  par  ce  qui  précède 
qu'on  a  ces  suites  de  proportionnelles  : 

K:A  :P:  :sin.  ABPrsin.  CBPisin.  ABC, 
K  :  H  :  Q  :  :  sin.  t)CQ  :  sin.  BCQ  :  sin.  BCD , 
H:E  :  S:  :sin.  EDS  :sin.  CDSrsin.  CDE. 

Comme  d'une  suite  à  l'autre  il  y  a  une  quantité  com- 
mune »  rien  n'est  plus  facile  que  de  comparer  ensemble 
deux  quelconques  des  fqrces  proposées.  Par  exemple ,  veut- 
on  comparer  A  avec  H ,  on  formera  ces  deux  proportions , 

A:K::sin.  CBP:sin.ABP, 
K:H  ::  sin.  DCQ:sin.  BCQ , 

lesquelles  étant  multipliées  par  ordre ,  nous  donnent , 

A:H::sin.  CBP  x  sin.DCQ.sin.  ABP  x  sin,  BCQ. 

Veut-on  comparer  A  avec  E ,  on  multipliera  la  proportion 
qu'on  vient  de  trouver  par  celle-ci , 

H  :  E  :  :  sin.  EDS  :  sin.  CDS. 

et  on  aura ,  A  :  E  ::  sin.  CBP  X  sin.  DCQ  X  sin.  EDS^ 
sin*  ABP  X  sin.  BCQ  x  sin.  CPS. 

6. 


S^  U  É  C  A  N  I  Q  V  E. 

Même  procédé  pour  toutes  les  autres  comparaisons  ana- 
logue$. 

REMARQUE     !!• 

129.  Si  les  nœuds  B ,  C  ^  D ,  étant  toujours  fixes ,  il  arri- 
Voit  que  les  directions  des  puissstnces  P^  Q ,  S ,  partageassent 
en  deux  parties  égales  chacun  des  angles  ABC,  BCD ,  CDE 
du  polygone  ;  ou  bien  si  les  nœuds  étoiept  coulants ,  et 
qu'en  conséquence  les  directions  des  puissances  partageassent 
nécessairement  en  deux  parties  égales  les  mêmes  angles  : 
i]ans  lun  et  Tautre  cas ,  toutes  les  parties  ÂB,  BC,  CD,  DE 
de  la  corde  seroient  également  tendues.  Car  alors  sin.  CBP= 
sin.  ABjP,  sin.  DCQ  =sin.  BCQ,  sin.  EDS=sin.  CDS. 
Donc  aussi  ,Ae=Ki=H=:E. 

A 1  égard  des  rapports  des  puissances  P ,  Q,  S ,  à  chacune 
de  ces  tensions  égales,  que  je  désigne  par  la  lettre  A ^  ils  se 
trouveroient  p/^r  bs  proportions  : 

P  :  A  ::  sin.  ABC:sîn.  --ABC, 
Q  :  A  :  :  sin.  BCD  :  sin,  ^  BCD , 
S  :  A  ::  sin,  CDE.sin.  l  CDE. 

SOLUTIOK,    IL 

1 30.  Soit  d'abord  ABCDE  (  Fig.  56  )  une  corde  sans 
pesanteur,  attachée  aux  points  fixes  A,  E,  garnie  de  nœuds 
fixes  B,  C,  D,  auxquels  sont  appliquées  les  puissances  P^ 
Q,  S ,  toutes  dirigées  dans  un  même  plan  ,  qui  est  celui  du 
polygone  funiculaire.  Il  est  évident  que  le  cordon  BC  est 
également  tendu  dans  le  sens  CB  et  dans  le  sens  BC.  Done 
la  résultante  des  tensions  des  deux  cordons  BA,  BP,  est 
égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  tensions 
des  deux  cordons  CD,  CQ.  Ainsi  les  tensions  des  quatre 
.cordons  BA,  BP ,  CD ,  GQ  ,  sont  quatre  forces  en  équilibre» 
Or ,  ces  quatre  forces  étant  çn  équilibre  ;  OOtts  pouYOas  1^ 
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combiner  autrement ,  et  dire  encore  que  la  rë&ultante  des 
tensions  des  deux  cordons  BP^  CX^ ,  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  résultante  des  tensions  des  deux  cordons  BA, 
CD.  Mais  la  première  de  ces  deux  résultantes  passe  par  le 
point  de  concours  T  des  deux  cordons  PÔ ,  QC  prolongés  ; 
et  la  seconde  passe  par  le  point  de  concours  F  des  deux 
cordons  AB ,  DG  ,■  aussi  prolongés.  Donc  ces  deux  résul- 
tantes tombent  sur  la  ligne  TF  ;  l'une  tire  dans  le  sens  TF , 
Tautre  dans  le  sens  FT,  Doac  y  en  nommant  Z  chacune  de 
ces  résultantes  ^  A  et  H ,  les  tensions  des  cordons  BA^  CD  ; 
on  aura  (lai)  ces  deux  suites  de  proportionnelles  ^ 

Z:A:H::  sîn.  AFD  :sin.DFT:sin.  AFT, 
.      Z:P  ;Q  ::  sin.  PTQ  :sin.QTZ:sin,  PTZ. 

Substituons  à  la  place  des  deux  puissances  P  et  Q  leur 

résultante  Z.  Au  lieu  de  la  corde  ABCDE  «  nous  en  aurons 

une  seconde  ABFDE  aux  angles  F  et  D^  de  laquelle  seront 

appliquées  les  deux  puissances  Z  et  S  ;  et  en  raisonnant  pour 

cette  corde  comme  pour  la  première  ,  nous  verrons  que  la 

résultante  des  tensions  des  deux  cordons  FZ ,  DS ,  doit  être 

égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  tensions  des 

deux  cordons  FA,  DE.  La  première  résultante  passe  par  le 

point  de  concours  V  des  deux  cordons  ZF ,  SD$  la  seconde 

passe  par  le  point  de  concours  Odes  deux  cordons  AF,  ED. 

Ainsi  elles  tombent  l'une  et  l'autre  sur  la  ligne  VO  ;  l'une 

tire  dans  le  sens  VO,  l'autre  dans  le  sens  O  V.  Nommons  R 

cbacune  de  ces  résultantes,  E  la  tension  du  cordon  DE; 

et  considérons  que  la  tension  du  cordon  A  F  est  la  même 

que  celle  de  AB ,  que  nous  avons  déjà  nommée  A  :  on  aura 

ces  deux  suites  de  proportionnelles , 

R:A:E:^sin.  AOErsin.  EOVrsin.  AOV, 
R:Z  :S  ::  sin.  ZVSrsin.  SVR  :sin.  ZVR. 

On  continueroit  à  raisonner  de  même,  s*il  y  avoit  ua 
plus  grand  nombre  de  nœuds. 

Quant  à  la  tension  du  cordon  BC ,  dont  nous  n'avons  pas 
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içncore  parlé  ;  si  on  la  nomme  K ,  il  est .  clair  qu*on  aura  ; 
K:A:P::sin.ABP:sin.  CBPrsin.  ABC. 

Par  le  moyen  de  ces  différentes  suites  de  proportion- 
nelles^ on  pourra  comparer  ensemble^  deux  à  deux,  les 
différentes  forces  A ,  K,  H,  E,  F,  Q,  S,  Z,  R. 

Corollaire.    L 

i3i. Supposons  que,  tout  restant  d'ailleurs  le  même, 
les  puissances  P,  Q,  S,  deviennent  des  poids  (  Fig.  5y),  et 
que  par  conséquent  leurs  directions  soient  verticales  et 
parallèles.  La  résultante  R  deviendra  verticale ,  passera  par 
le  centre  de  gravité  du  système  des  poids  P,  Q,  S ,  et  sera 
égale  à  leur  somme  P  -j-  Q  -|-S.  On  aura  donc ,  P  4-  Q  -h  S  : 
A:E:sin.  AOE:sin.  EOV.sin.  AOV.  C est- à-dire  que  la 
somme  des  poids  attachés  à  la  corde  ^  est  à  la  tension  de  l'un 
des  cordons  extrém.es y  comme  le  sinus  de  V angle  fonné  par 
ces  deux  cordons ,  est  au  sinus  de  V angle  formé  par  Vautre 
cordon  et  par  la  verticale. 

On  a  aussi,  Z:À:H  ::  sin.  AFD:sin.  CFTrsin.  AFT.  D'où 
il  suit  qu  en  regardant  la  corde  comme  attachée  fixement 
en  D ,  et  faij^ant  abstraction  de  la  puissance  S  et  du  cor- 
don DE,  cette  suite  de  proportionnelles  donne  la  même 
conclusion  que  la  précédente. 

Corollaire    II. 

i32.  La  même  hypothèse  subsistant  toujours,  et  consi-< 
dérant  qu'on  a  en  général , 

A:K:.sin.  CBPrsin.  ABP, 
A:H  ::  sin.  CFTrsin.  AFT, 
A  :  E  :  :  sin.  EO V  :  sin.  AOV  ; 

nous  verrons  d'abord  que  la  tension  A  est  à  chacune  des 
autres  tensions  K,  H,  E,  comme  le  sinus  de  l'angle  quQ 
Fup  des  cordons  BC;  CD,  DE,  fait  avec  la  verticale ,  est  au^ 
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sinus  de  l'angle  que  fait  le  oordon  AB  aussi  avec  la  verticale. 
Multipliant  par  ordre  les  deux  proportions  ^ 

K:A  ::  sin.  ABPrsin.  CBP, 
A:H  ::  sîn.  CFTrsin.  AFT; 

et  observant  que  sîn.  ABP  =  sin.  AFT^  on  aura^ 

K:H;:sin.  CFTisin.  CBP. 

De  même  ^  multipliant  par  ordre  les  deux  proportions  ^ 

K:A::sin.  ABP: sin.  CBP, 
A:E ::  sin.  EOVrsin.  AOY; 

et  observant  que  sin.  ABP  =  sin.  AOV,  on  aura  y 

K:E::sin.  EOVisin.  CBP. 

Enfin ^  multipliant  par  ordre  les  deux  proportions  j 

H:A:;sin.  AFTisin.  CFT, 
A:E::sin.  EOVisin.AOV;    , 

et  observant  que  sin.  AFT  =  sin.  AOV,  on  aura  ^ 

H:E::sin.  EOVisin.  CFT. 
Il  résulte  de  toutes  ces  proportions  que  les  tensions  de 
deux  côtés  quelconques  d'un  polygone  funiculaire  ABCDE 
chargé  de  poids ,  sont  entre  elles  en  raison  im^erse  des  sinus 
des  angles  que  ce^  côtés  forment  ai^ec  la  verticale. 

Corollaire    II L 

i33.  Je  suppose  maintenant  que  ABCDE  (.Fig.  58  )  soit 
une  corde  pesante  uniformément  ou  non ,  attachée  aux 
deux  points  fixes  A  et  E,  laquelle,  en  vertu  de  sa  seule 
pesanteur ,  prend  une  certaine  courbure.  Il  est  clair  qu'on 
pourra  regarder  cette  corde  comme  un  polygone  d'une 
infinité  de  côtés ,  chargé  de  poids  dans  tous  ses  points.  Par 
conséquent ,  si  Von  mené ,  suivant  les  directions  des  côtés 
extrêmes  de  ce  polygone ,  les  tangentes  AO ,  EO,  qui  se 
rencontrent  en  O  ;  qu'ensuite  ayant  tiré  les  verticales  OV, 
AX,  EY ,  on  nomme  R  le  poids  total  de  la  corde,  A  et  E  j>. 
Içs  charges  des  crochets  A  et  E^  ou  les  tensions  de  la  coçd^ 
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dans  les  aemAO,  EO  :  onaura(i3i)^  R:A:E::sin.  AOE:^ 
sin.  OEY:sin.  OAX. 

De  même ,  si  par  un  point  quelconque  D  de  la  corde  on 
mené  la  tangente  DF^  et  qu'on  élevé  la  verticale  FT,  on  aura 
C  en  nommant  Z  le  poids  de  la  partie  ABC  D  de  la  corde, 
D  la  tension  de  cette  corde  en  DJ,  Z:A:D  ::  sin.  AFD: 
sin.  DFT:  sin.  FAX. 

Si  l'on  mené  encore  une  autre  tangente  quelconque  BM^, 
qui  rencontre  DF  en  M,  et  qu'ayant  élevé  la  verticale  MN  , 
on  nomme  K  le  poids  de  la  partie  BCD  ^  B  la  tension  de 
la  corde  en  B,  on  aura^  K  :  B  :  D  ::  sin*  BMD  :  sin.  DMN  :, 
sin.  BMN. 

Xa  courbure  de  la  corde  est  donc  toujours  telle  que  le 
poids  de  cette  corde ,  ou  de  Vune  quelconque  de  ses  parties , 
étant  proportionnel  au  sinus  de  l'angle  que  forment  entre 
elles  les  tangentes  menées  .par  les  extrémités  de  la  corde,  ou 
de  €a  partie  ;  les  tensions  ',  suwant  les  directions  des  tan^^ 
gentes  y  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  sinus  des 
Qngles  que  ces  tangentes  forment  avec  la  verticaU* 

S  c  H  O  L  î  £. 

134.  Reprenons  Thypothese  de  l'article  i3i.  La  somme 
P  -f-  Q  -H  S  (  Fig.  57  )  de  tous  les  poids  attachés  à  la  corde , 
ou  leur  résultante  R ,  peut  être  censée  agir  suivant  la  ver- 
ticale OR  ;  et  on  peut  considérer  le  point  O  comme  le  noeud 
d'une  machine  funiculaire  qui  assemble  trois  cordons  OR, 
OA,  OE,  tirés  par  les  trois  puissances  R,  A,  E.  Tout  ce 
qu'on  a  dit  dans  l'article  ia6  s'applique  donc  ici.  On  voit 
que»,  pour  rendre  le  poids  R  le  plus  grand  qu'il  est  possible 
par  rapport  à  la  puissance  qui  peut  lui  faire  équilibre,  il 
faut  rendre  les  cordons  OA,  OE  ,  parallèles  à  la  direction 
du  poids.  Mais  si  cette  disposition  est  la  plus  avantageuse 
de  toutes  pour  le  simple  équilibre,  elle  a  un  effet  oppose 
pour  le  mouvement,  car  elle  fait  perdre  en  temps  ce  qu'on 
gagne  en  forjce.  On  verra  ci-dessous  Tusage  des  poulies  pour 
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rendre  parallèles  entre  eux,  et  à  la  direction  du  poids, 
plusieurs  cordons  employas  à  soutenir  ce  poids. 

PROPOSITION     V.PaOBLEME. 

i35.  DsTSAMiirER/eJC ynditions  de  V équilibre  d*un  pa^ 
lygone  funiculaire  régulier  ^  dont  chaque  nœud  assemble 
irais  cardons» 

Soit  ABCDEF  (  Fig.  Sg  )  un  polygone  funiculaire  régu- 
lier ,  aux  angles  duquel  sont  appliquées  les  puissances  F,  Q , 
R,  etc. ,  agissantes  du  centre  à  la  circonférence ,  ou  suivant 
les  rayons  OA ,  OB,  OC  ,  etc.  du  cercle  circonscrit ,  et  eu 
équilibre  entre  elles.  Prenez  arbitrairement  Ay  sur  la  di- 
rection de  la  puissance  P,  et  achevez  le  parallélogramme 
Axyz  :  la  puissance  P,  la  tension  du  cprdon  AB ,  et  celle  du 
cordon  AF,  seront  proportionnelles  aux  trois  lignes  Ay, 
AjXf  xy  jQVL  (  à  cause  des  deux  triangles  isosceles  semblables 
^Ay,  OAB ),  aux  trois  lignes  AB,  OB,  AO ;  de  même,  la 
puissance  Q  et  les  tensions  des  deux  cordons  BA,  BG,  sont 
proportionnelles  aux  trois  lignes  BG  ,  OB,  OG;  la  puis- 
sance K  et  les  tendions  des  deux  cordons  CB,  CD,  sont  pro- 
portionnelles aux  trois  lignes  CD ,  OC,  OD,  etc.  Et  comme 
û  règne  la  même  raison  dans  ces  suites  de  proportionnelles, 
puisque  d*un  nœud  à  l'autre  du  polygone  funiculaire  9  il  y  a 
un  côté  qui  est  également  tendu  dans  les  deux  sens  opposés, 
et  dont  la  tension  est  exprimée  par  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  polygoue  :  on  voit ,  i**.  que  toutes  les  puissances 
P,  Q,  R  ,  etc. ,  sont  égales  entre  elles ^  comme  étant  expri- 
mées chacttiie  par  chacun  des  côtés  égaux  du  polygone; 
st*.  que  tous  les  côtés  du  polygone  sont  également  tendus , 
la  tension  de  chacmi  d'eux  étant  exprimée  par  le  rayon  du 
cercle  ;  3*.  que  la  somme  de  toutes  les  puissances  est  à  la 
tension  de  l'un  des  côtés  du  polygone ,  comme  le  contour  du 
polygone  est  au  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  augmente  à 
Vinfini ,  son  contour  sp  confond  avec  la  circonférence  du 
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cercle  circonscrit  ;  et  la  tension  de  l'un  de  ses  côtés  est  alom 
la  tension  de  la  circonférence  en  un  point  quelconque, 
suivant  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point.  Ainsi ,  si 
à  lous  les  points  éCune  circonférence  de  cercle  flexible  sont 
appliquées  des  puissances  agissantes  du  centre  à  la  cir^ 
conférence  ,  ei  en  équilibre  y  toutes  ces  puissances  sont 
égales  :  la  circonférence  est  également  tendue  dans  tous  ses 
points;  et  la  somme  de  toutes  les  puissances  est  à  chacune 
de  ces  tensions ,  comm^  la  circonférence  est  au  rayon* 

Ces  principes  s'appliquent  à  l'hydrostatique ,  pour  trouver 
la  pression  d'un  fluide  contre  les  parois  d*un  vase  cylindrique 
flexible ,  dont  la  base  est  horizontale. 

SCHOLIB     GÉNÉRAL. 

i36.  Voila  à-peu-près  tout  ce  qui  regarde  l'équilibre 
des  machines  funiculaires  dont  chaque  nœud  n*assenible  pas 
plus  de  trois  cordons.  U  n'est  pas  plus  difficile  de  déter- 
miner celui  des  machines  funiculaires  dont  les  noeuds ,  ou 
du  moins  quelques  uns ,  assemblent  plus  de  trois  oordon&. 
La  question  se  réduit  ^  pour  chaque  nœud ,  à  trouver  les 
quantités  et  les  directions  de  plusieurs  forces  qui  concourenjt 
en  un  même  point.  La  tension  du  cordon ,  qui  fait  la  coin* 
munication  d'un  nœud  à  l'autre  ^  doit  toujours  étut  égale  et 
directement  opposée  à  chaque  résultante  des  tensions  de 
tous  les  autres  cordons  issus  de  chacun  de  ces  deux  nœud^. 
Par  exemple  (  Fig.  60  )  ,  la  tension  du  cordon  BC  est  égale 
et  directement  opposée  à  la  résultante  des  tensions  des  cor* 
dons  BA,  BP^  BZ,  BV;  elle  Test  aussi  à  la  résultante  des 
tensions  des  cordons  CQ,  CQi,  CF.  Ainsi  de  suite  pour  les 
autres  nœuds. 

Remarque. 

iSy.  Lorsqu'un  nœud  fixe  B  (  Fig.  61  )  assemble  quatre 
wrdons  dirigés  dans  un  même  plan  j  et  tirés  par  quatre  puk-i 
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sanc€S  P >  Q,  S ,  Z,  il  ne  suffit  pas  de  connoître  les  posi- 
tions de  ces  cordons  pour  trouver  les  rapports  de  leurs 
tensions ,  ni  réciproquement  les  rapports  des  tensions ,  pour 
trouver  la  position  des  cordons  :  car,  en  vertu  de  l'équi- 
libre ,  Tune  des  puissances  ,  par  exemple  Z  ,  doit  être 
égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  trois  autres 
P ,  Q ,  S.  Ayant  donc  pris  sur  ZB  prolongée  le  point  O  à 
volonté  ,  menons  à  volonté  la  droite  OC ,  qui  rencontra 
en  C  la  direction  de  la  puissance  S  y  et  achevons  le  parallé- 
logramme OCBM  ;  par  le  poin^  M ,  menons  parallèlement 
aux  directions  des  deux  puissances  P  et  Q^  les  droites  MK ,' 
MG9  pour  avoir  le  parallélogramme  BGMK.  Il  est  clair  (4o) 
que  la  puissance  Z  éteint  exprimée  par  BE  =  BO  ,  les  puis- 
sances P,  Q,  S,  sont  exprimées  par  BG ,  BK,  BC  Or, 
comme  le  point  O  demeurant  le  même,  la  droite  OG  a  été 
menée  arbitrairement  ;  il  est  clair  que  si  l'on  prend  un  autre 
point  C ,  les  puissances  P,  ^^^  y  seront  exprimées  par 
d!autres  parties  de  leurs  directions.  II  ne  suffit  donc  pas  de 
connof tre  les  directions  des  quatre  forces  P ,  Q ,  S ,  Z ,  pour 
trouver  les  rapports  de  leurs  quantités.  11  n'est  pas  moins 
évident  que  les  quantités  ne  suffisent  pas  pour  faire  trouver 
les  directions;  car,  avec  les  lignes  données  BO,  BC,  on 
peut  faire  plusieurs  parallélogrammes  BCOM ,  tels  que  les 
câtés  BM  soient  les  diagonales  de  différents  parallélo- 
grammes BGMK ,  dont  les  côtés  BG^,  BK ,  sont  donnés. 

Mais  si  les  quatre  puissances  P,  Q  ,  S ,  Z  (  Fig.  62  ) ,  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan  ,  l'indétermination  du  premier 
cas  cesse  ;  celle  du  second  subsiste.  En  effet ,  menons  par 
les  directions  des  deux  puissances  P  et  Q  le  plan  BGMK  ; 
par  les  directions  des  deux  puissances  P  et  S,  le  plan  BGNC  ; 
par  les  directions  des  deux  puissances  Q  et  S,  le  plan  BKVC  ; 
et  par  un  point  quelconque  O  de  ZB  prolongée ,  les  trois 
plans  ONCV,  OMKV,  ONGM,  parallèles  chacun  à 
chacun  des  trois  précédents.  On  formera  par-là  un  parallélé- 
pipède dans  lequel  le  pointOétant  donné,  les  points  C,  G,  K, 
ne  sont  plus  arbitraires  ;  ea  sorte  que  la  puissance  Z  étant 
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exprimée  par  B£  =  BO ,  les  puissances  P^  Q  ^  5  ^  sont 
exprimées  par  les  lignes  fixes  et  déterminées  BG^  BK,  BC» 
Les  directions  des  puissances  suffisent  donc  alors  pour  faire 
trouver  les  rapports  de  leurs  quantités.  Mais  la  propo.^ition 
inverse  n'est  pas  vraie  ;  car  il  est  évident  qu  avec  les  lignes 
données  BO ,  BC,  on  peut  faire  plusieurs  parallélogrammes. 
BCOM^  tels  que  les  cotés  BM  soient  les  diagonales  d'autre& 
parallélogrammes  BGMK ,  dont  les  côtés  BG^  BK,  sont 
donnés ,  et  lesquels  servent  de  bases  à  autant  de  paralléli- 
pipedes^  suivant  les  arêtes  et  les  diagonales.^  desquels  ;,  le& 
puissances  seroient  dirigées. 

On  voit  par-la  qu'on  peut  assembler  quatre  cordons  à  un 
même  nœud  de  plusieurs  manières  ,  telles  qu'il  y  ait  équi-- 
libre.  Les  conditions  de  chaque  problème  déterminent  la 
combinaison  particulière  qui  doit  avoir  lieu.  £n  voici  ua 
exemple  qui  mérite  d'être  examiné  ^  parcequ'il  a  son  appli- 
cation dans  rhydrostatique  ^  pour  trouver  la  figure  d'un 
vase  flexible ,  pesant  et  chargé  de  liqueur. 

Proposition   VL    Problème. 

i38.  DÉTERMINER  les  conditions  de  Véquilihred'un  po^ 
lygone  funiculaire  vertical  ^  à  chaque  angle  duquel  sont  ap-- 
pliquées  deux  sortes  de  forces  ;  les  unes  verticales ,  les  autres 
qui  diwent  les  angles  du  polygone  en  deux  parties  égales^ 

Soit  une  corde  ABGDE  (  Fig.  63  )  attachée  à  deux  pointa 
lixes  A  et  £ ,  et  à  chacun  des  angles  ou  noeuds  fixes  B ,  C ,  D  ^ 
de  laquelle  sont  appliquées  deux  puissances  P,  S  ;  Q ,  T  ;  R,  V  ; 
toutes  dirigées  dans  le  même  plan ,  mais  dont  les  une& 
S,  T,  V,  sont  verticales,  et  les  autres  P,  Q,  R,  divisent 
en  deux  parties  égales  chacun  des  angles  de  la  corde.  Je 
décompose  la  force  S,  représentée  par  la  partie  BF  de  sa 
direction ,  en  deux  autres  BG,  BH  ;  l'une  dirigée  suivant  BP, 
l'autre  suivant  AB.  Il  est  clair  (121)  qu'on  aura ,  Force  BG 

=  5  x-r-Tn7ïi  =  S  X  -r— r^-î  Forcc  BH  =  S  x  — ttttp 

«         sin.  ^p 

^— O   X    r 7-77-* 

sm.  ABp 
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1\  n  est  pas  moins  évident  que  Féquilibre  du  nœud  B  est  le 
même  que  si ,  retranchant  de  la  tension  a  du  cordon  AB  la 

force  S  X  ""'  \^  ,  et  ajoutant  à  la  tension  P  du  cordon  BP 

sm.  KBp 

la  force  S  x  — ^-r-  ,  ce  nœud  assembloit  simplement  trois 

am.  A3p  *- 

cordons  BA,  BP,  BC,  dont  le  premier  fût  tire,  dans  le 
sens  B  A .  par  la  force  a  — ^  S  X  *.'"'/p^  ;  le  second  dans 

le  sens  BP,  par  la  force  P  4-  S  X  — — =-;  le  troisième, 

dans  le  sens  BC ,  par  la  force  b,  qui  en  exprime  la  tension, 
Ck>rap€u:ons  la  première  force  avec  la  seconde ,  nous  aurons 

121),  a  —  S  X  ' — -rrr  '  P  +  S  X   ::  sm.  PBC: 

'^  am.AB/»  sin.  AB^ 

sin.  ABC:: sin.  CB/?,  ou  sin.  AB/?:sin.  2AB/1  ;  et  par  con- 

sequenta= — : --— 1  -i- o  y.  l T-i , —  ). 

«m.  2AB;?  \8in.AB;?       sin.  aAB/»  / 

Le  multiplicateur  de  S  peut  être  simplifié ,  ou  écrit  sous 

_    ..       f.  g^       sin.  jB»     ,     sin.  AB5 

une  autre  forme.  Car — -+— : =     .      .      •      . 

sin.  AB/?       sin.   aAB/i 
tin.  (  CBt  -^  AB/y  )  sin.  aAB^  +  sin.  (  aAByc?  —  CB<  )  sin.  AB;y   Ors' 

sin.  A.ï»p  X  sin.  2ABp 

pour  abréger/  on  nomme  x  etjc  les  arcs  qui ,  décrits  avec  le 
rayon  ij  mesurerôient  respectivement  les  angles  CB^,  ABp; 

,      .        1       sin.  (a: — y)  sin.  2yH-sin.(2  y — j;)  sin.  y 

cette  expression  deviendra  — i — siJ tL — . ^ iL, 

*  siu.  j^  sin.  zy 

«  .  sin.  X  COS.  y  sîn.  2  y  —  nos.  2  y  sin.  y  sin.  x 

OU  bien  •    ■ :-^ ^ ,  en  mettant 

sin.  j'  sin.  2jr 

potir»n.(x — J^)sa  valeur  sin.  x  cos.y  —  cos.o?  sin.j'i  pour 
sin.  (  ay  —  x)  sa  valeur  sin.  2^  cos.  x  —  sin.  x  cos.  aj^,  et 
effîtçant  les  termes  qui  se  détruisent.  La  même  expression 

,      .      ^  sin.  X  (  sin.   2  y  nos.  y« —  co.«.  2  y  sîn.  y)  k;^», 

devient  encore  ^ A ^ ^ ZJ^ouoien, 

6ia. jr  SUl.  2^ 

iîo.  a?  .       «, 

.  en  mettant  pour  sm.  zy  cos.  r  -—  cos.  zr  sin.  j^  sa 

râleur  sin.  (a/  — j^)  =  sin.^^  et  divisant  le  numérateur 
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et  le  dënotninateur  par  sin.  y^  Ainsi  on  aura ,  a  ==:..,  * 

siu.  aAB/y 

Comparons  la  force  P  4-  S  x  îiUl.^'  avec  la  force  b . 

i\ti,  AHp  ' 

nous  aurons  (121),  P  4- S  X  ^!^^ — -i  :  h  \\  sin.  ABC  ou 

"^       ain.  AB^ 

sin.  2  AB/7  :  sin.  ABP  ou  sin.  AB/7;  et  par  conséquent  b  =: 

P  X  sin.  A  B/7  -f  S  X  «în.  A  B  5 

■  '■"■■«■  .  Il  • 

siD.  2  AB;? 

Comme  le  cordon  BC  est  également  tendu  dans  le  sens  BC 
€t  dans  le  sens  CB ,  on  trouvera  encore ,  en  raisonnant  pour 
le  nœud  C  ,  comme  on  a  fait  pour  le  nœud  B  ,  ft  =  ,  .  .  . 

QX8in.BC^H-TXsiii.DC«  V.      1^      .        11      1       1  i 

-^ — =17; .  Jiigalant  entre  elles  les  deux  valeurs 

deô     on  aura     ^  '^'"'  AB;>-hS.  sin.  AB5_Q^iD.BCyHhT«n:DC/, 
'  '  sin.  2AB;?  sin.  2BC7 

On  trouve ,  toujours  de  même ,  ques  la  tension  c  du  cor- 
don CD  est  donnée  par  chacune  des  équations  ,  c  =r .  .  .  . 

Q  X  sin.  BC^H-T  X  sin.  BC*  R  X  «in.  COr-4-  V  X  «in.  ED»  V, 

■  1»-    ■         :  c "^  , iiiffa* 

sin.  2  BC^  sm.  2  CDr  ° 

1     ^,       j  1  j  Q.  sin.  BCo+T.  sih.  BC* 

lant  les  deux  valeurs  de  c,  on  aura ,  -^-^ r^ — =: 

'  '  sio.  aBCf 

R  X  sîn.  CDr  4-  V  X  sin.  ED/g 
sin.  aCDr  * 

Enfin  la  tension  d  du  coroon  DE  est  donnée  par  Téqua- 

,        R  X  sin.  CDr-f-  V.  sin.  CD« 

tion  d  == : 777^ . 

Sin.  %KAJr 

On  continueroît  à  procéder  de  méme^  si  la  corde  avoit 
un  plus  grand  nombre  d'angles. 

Ces  différentes  équations  contiennent  les  r^^lations  qua 
doivent  avoir  entre  elles  les  forces  P,  Q,  R,  S,T,V,  et 
les  tensions  a ,  /; ,  c  ,  tf ,  des  parties  de  la  corde ,  pour  qu'3 
V  ait  équilibre.  Lorsque  Je  nombre  des  angles  B,  C ,  D,  etc.  - 
augmente  à  l'infini ,  la  corde  devient  une  courbe ,  dont  on  :. 
trouvera  facilement  Téqua tion ,  quand  on  connoltra  la  loi  jj 
deg  forces  P,  Q,R,S,T,V,  etc. ,  appliquées  à  ces  angle9« ^. 
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Conclttsion/ 

iSg.  Si  un  nœud  d'une  machine  funiculaire  assembloit 
plus  de  quatre  cordons ,  le  nombre  des  combinaisons  d'équi- 
libre augmenteroit  encore.  Le  problême  ne  seroit  donc 
déterminé  que  quand  il  contiendroit  assez  de  données  pour 
mener  à  la  connoissance  des  tensions  et  des  directions  des 
cordons.  Cela  se  réduit,  dans  tous  les  cas  ,  à  une  simple 
reoberche  de  géométrie.  Ainsi  je  ne  m'y  arrêterai  pas 
darantage. 


SECTION     IV. 

'Du  hevierf  et  de  quelques  autres  Machines 

qui  s  y  rapportent. 


140.  LàE  lei^ier  est  une  \rergè  inflexible ,  droite  ou  courbe  f 
qui  sert  à  élever  des  poids  ,  ou  en  général  à  mettre  des  puis* 
sauces  en  équilibre ,  au  moyen  d'un  appui  fixe  sur  lequel  il 
est  mobile  circulairement.  Voyez  les  Figures  64,  65,  66,  67. 

141-  Comme  l'usage  le  plus  ordinaire  du  levier  est  de 

soutenir  un  poids  ,  à  l'aide  d'une  puissance  et  d'un  appui, 

lesdiiférentes  situations  que  le  poids  et  la  puissance  peuvent 

avoir  par  rapport  à  l'appui ,  ont  fait  imaginer  trois  espèces 

dîfiSjrentes  de  levier. 

« 
14^.  Ok  appelle  leifier  de  la  première  espèce  celui  où 

Tappui  R  (  Fig.  64 ,  65  )  est  placé  entre  le  poids  et  la  puis- 

"ttce.  Le  poids  et  la  puissance  tirent  dans  le  même  sens  ;  et 

7çpai  est  placé  au-dessous  du.  levier. 
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143.  Le  levier  de  lajeconde  espèce  est  celuî  où  le  poids  P 
(Fig.  66)  est  placé  entre  l'appui  R  et  la  puissance  Q.  Le 
poids  et  la  puissance  tirent  en  sens  contraires;  et  l'appui 
est  encore  placé  au-dessous  du  levier. 

144*  Enfin  ^  dans  le  levier  de  la  troisième  espèce,  la 
puissance  Q  (  Fig.  67  )  est  placée  entre  le  poids  et  l'appui. 
La  puissance  et  le  poids  tirent  en  sens  contraires  ;  et  l'appui 
est  placé  au-dessus  du  levier. 

145.  En  regardant  la  résistance  de  l'appui  comme  une 
force  appliquée  au  levier^  on  voit  que  la  recherche  des  lois 
de  l'équilibre  dans  cette  machine  consiste  à  trouver  les  rap- 
ports de  plusieurs  puissances  qui ,  len  agissant  sur  une  verge 
inflexible ,  se  contrebalancent  mutuellement.  On  comptera 
parmi  ces  puissances  la  pesanteur  même  du  levier,  lors- 
qu'elle sera  assez  grande  pour  qu  on  ne  puisse  pas  la  négli- 
ger sans  craindre  d'erreur  sensible. 

Proposition  L   Problème. 

146.  DÉTERMINER  /ej  condiUons  de  V équilibre  dans  les 
trois  espèces  de  leviers. 

Nous  négligeons  ici  la  pesanteur  du  levier  :  le  cas  oà  il 
faudroit  y  avoir  égard  appartient  au  problème  suivant* 

L 

Soient  dans  les  Figures  68,  69,  70,  qui  sont  relatives 
aux  trois  espèces  de  leviers,  les  trc/is  puissances  P,  Q^  S, 
en  équilibre.  Cet  équilibre  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 
deux  d'entre  elles  se  réduisent  à  une  seule  force  égale  et 
directement  opposée  (  Ax.  11  )  à  la  troi.^ieme.  Or  (Z2,)  deux 
forces  et  leur  résultante  sont  toujours  dans  un  même  plan, 
et  de  plus  concourent  en  un  même  point,  ou  bien  sont 
parallèles.  Donc  les  trois  forces  proposées  P,  Q  ,  S,  sont 
dans  un  même  plan ,  et  concoiu:ent  en  un  même  point ,  ou 
bien  sont  parallèles. 
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IL 

Supposons  qne  les  directions  des  trois  puissances  con- 
courent au  point  O.  D'un  point  R  pris  arbitrairement  sur  la 
direction  de  la  puissance  S,  soient  menées  parallèlement  aux 
directions  des  puissances  P  et  Q  les  droites  RN ,  RM,  pour 
avoir  le  parallélogramme  OMRN;  et  soit  tirée  la  diago«« 
naleOR.  On  aura  (34),  P:Q:S  :;OM:ON  ouMRrOR;  ou 
bien  encore  (5g) ,  P  :  Q  :  S  :  :  sin.  RON  :  sin.  ROM  :  sin .  MON. 
On  connoitra  donc  les  rapports  des  trois  puissances 
P^  Qi  S  9  lorsque  leurs  directions  seront  données. 

■ 

III. 

En  considérant  le  point  O  comme  le  nœud  d'une  machine 
funiculaire,  qui  assemble  trois  cordons  OP,  OQ,  OS,  tirés 
car  les  trois  puissances  P,  Q,  S,  il  est  clair  qu'on  peut 

proposer  et  résoudre ,  au  sujet  de  ces  puissances  ,  les  mêmes 

problêmes  dont  il  à  été  parlé  (i23}. 

Du  point  R ,  toujours  arbitraire,  soient  abaissées  les 
perpendiculaires  RE,  RF,  sur  les  directions  des  deux  puis- 
^   sancesPetQ.  Onaura(37et38),  P:Q::RF:RE;  etPx 
RE=Q  X  RF. 

V- 

ypvc,  en  si^posant  que  le  point  R  soit  un  appui  qui 

Ait  maintenant  la  fonction  de  la  puissance  S,  nous  pouvons 

condttre  que  deua:  puissances  P  e^  Q ,  appliquées  dans  un 

^é/nepUûi  à  un  lei^ier,  et  en  équilibre  ^  sont  entre  elles  en 

^^on  réciproque  des  perpendiculaires  abaissées  du  point 

iofptii  sur  leurs  directions  ;  et,  ce  qui  en  est  la  suite,  que 

ces  deux  puissances  ont  des  moments  égaux  ^  pa^  rapport 

Ai  point  ^ appui,, 
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Corollaire    I. 

xfyj,  La  même  conclusion  a  également  lieu  ('44)  pour  le 
cas  oùlesdeuxforcesPetQseroientparalleles(Fig.  'ji^'j^^^jZ). 
Car  le  point  d'appui  est  nécessairement  placé  dans  tous  les 
tas  sut  la  direction  de  leur  résultante  ;  et  on  a  ici  (46,  4?)^ 
P:Q::llF:RE^  et  par  conséquent  P  x  RE  =  Q  x  RF. 

Corollaire    II. 

148  .Lorsque,  les  puissances  étant  parallèles  ,  les  points 
A,  B,  R,  sont  placés  en  ligne  droite,  on  a  aussi,  par  les 
mêmes  articles  46,  47>  P:Q::RB:RA.  Cela  est  d'ailleurs 
évident,  puisque  les  triangles  semblables  RFB,  REA, 
donnent ,  RF  :  RÈ  :  :  RB  :  RA.  On  voit  par-là  que ,  dans  le 
lei^ief  droit,  deux  puissances  parallèles  ^  et  en  èquiUbre  , 
sont  entre  elles  en  raison  in^/erse  des  bras  de  ce  levier* 

Cette,  proportion  donne ,  P  X  R A  =  Q  x  RB  ;  c'est- 
à-dire  que  les  produits  des  puissances ,  multipliées  chacune 
par  son  bras  de  lei^ier ,  sont  égaux  entre  eux. 

Remarque    I. 

149.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  point  d'appui 
dans  le  levier  étant  destiné ,  dans  tous  les  cas ,  à  faire  l'office 
d'une  puissance  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante 
des  deux  puissances  P  et  Q  appliquées  au  levier,  il  doit  ré- 
sister dans  le  sens  de  cette  force  :  autrement  il  n'y  auroit  pas 
équilibre,  quaûd  même  les  deux  forces  P  et  Q  seroient  entre 
«Ues  en  raison  réciproque  des  perpendiculaires  abaissées  de 
l'appui  sur  leurs  directions.  En  effet,  soit,  par  exemple,  le 
levier  AB  (  Fig.  74  }  droit  et  incliné ,  posé  sur  un  appui 
courbe  R ,  qui  lui  permet  de  glisser  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur ;  et  qu'à  ce  levier  soient  appliqués  deux  poids  P  et  Q, 
tels  que  l'on  ait ,  P:Q  ::  RF:RE ::  RB:RA ;  il  n'y  aura  pas 
pour  cela  équilibre.  Car  la  résultante  des  deux  poids  P  et  Q  ^ 
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qui  passe  par  le  point  R  (45) ,  et  qui  agit  suivant  la  verti- 
cale Rr,  se  décompose  en  deux  autres  forces ,  dont  Tune 
dirigée  suivant  R/,  perpendiculaire  à  la  courbiu-e  de  l'appui^ 
est  détruite  ;  l'autre,  dirigée  suivant  Rg,  tangente  à  l'ap- 
pui,  tend  à  faire  glisser  et  fera  glisser  effectivement  lo 
levier ,  puisque  rieji  ne  s'oppose  à  son  action.  II  n'en  sera 
pas  ainsi ,  si ,  tout  restant  d'ailleurs  le  même  y  le  levier  est 
traversé  par  un  axe  ou  boulon  R  (  Fig.  76  ) ,  et  qu'il  soit 
suspendu  par  un  cordon  MR;  il  demeurera  en  équilibre 
dans  toutes  les  inclinaisons  possibles ,  parceque  dans  tous  les 
C9&  le  boulon  porte  sur  un  point  du  levier,  qui  est  placé 
dans  la  verticale  MR,  et  que  par  conséquent  la  résultante 
des  deux  poids  P  et  Q,  qui  passe  par  le  point  R ,  est  néces- 
sairement détruite  par  la  résistance  du  cordon  MR. 

Remarque    II. 

i5o.  Noirs  ferons  encore  une  remarque  à  ce  sujet.  Si  la 
AivecûoTL  de  Tune  des  puissances  n'étoit  pas  située  dans  le 
plan ,  suivant  lequel  le  levier  tend  à  tourner  pour  contreba- 
lancer l'autre  puissance ,  il  faudroit  décompose^  la  première 
force  en  deux  autres  ;  Tune  perpendiculaire  au  plan  de  rota- 
tion, l'autre  dirigée  suivant  ce  plan,  et  n'avoir  égard  qu'à 
cette  dernière.  Soit ,  par  exemple ,  ARE  (  Fig.  76  )  un  levier 
situé  avec  le  poids  P,  appliqué  à  l'une  de  ses  extrémités,  dans 
un  plan  vertical  PARB  ;  et  qu'au  point  B  soit  appliquée  une 
puissance  Q,  qui  tire  suivant  la  direction  BI,  oblique  à  ce 
plan.  Que  le  levier  soit  traversé  par  un  boulon  R ,  horizontal 
et  librement  mobile  sur  ses  extrémités ,  de  manière  que  le 
levier  ait  simplement  liberté  toute  entière  de  tourner  circu- 
lairement  dans  le  plan  PARB.  Par  le  point  B ,  j'élève  per- 
pendiculairement à  ce  plan  la  droite  BG,  et  je  fais  passer, 
suivant  BI  et  BG>  un  plan  qui  rencontre  le  précédent  sui- 
vant BH.  Ayant  pris  BI  poiu*  représenter  la  puissance  Q^ 
j'achève  le  parallélogramme  BGIH ,  afin  de  pouvoir  substi- 
tuer à  la  place  de  U  force  Q  ou  BI  les  deux  forces  BG,  BH. 
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La  première  de  ces  deux  forces  est  détruite  par  la  résistance 
du  levier ,  auquel  le  boulon  R  ne  permet  aucun  mouvement 
horizontal.  La  seconde  BH  est  la  seule  qui  tende  à  faire 
tourner  le  levier  circulairement  dans  le  plan  PARB ,  et  à 
soulever  le  poids  P»  Donc  ^  si  du  point  d'appui  R  on  abaisse 
les  perpendiculaires  RE ,  RK,  sur  les  directions  du  poids  F, 
et  de  la  force  BH  ^  il  faudra ,  pour  Téquilibre ,  qu'on  ait 
réqudtion  F  X  RE=:ForceBH  X  RK.  Si  cette  équation 
n'a  plas  lieu,  le  levier  tournera  autour  de  Taxe  R,  soit  dans 
im  sens ,  soit  dans  un  autre  ;  et  il  n'y  aura  pas  équilibre. 

S  c  H  O  L  I  £. 

i5i.  Les  trois  espèces  de  leviers  ont  des  propriétés  dif- 
férentes ,  par  rapport  aux  quantités  de  la  puissance  et  du 
poids.  Dans  les  deux  premières  espèces  ,  la  puissance  peut 
faire  équilibre  à  un  poids  plus  grand  qu'elle ,  tandis  qu'au 
cohtraire ,  dans  le  levier  de  la  troisième  espèce ,  le  poids  est 
moindre  que  la  puissance.  Mais  si  l'on  fait  passer  le  levier 
du  repos  au  mouvement ,  dans  les  deux  premiers  cas  la 
puissance  ira  plus  vite  que  le  poids,  précisément  dans  le 
même  rapport  qu'elle  est  moindre  que  lui  ;  et ,  dans  le  troi- 
sième ,  la  puissance  ira  moins  vite  que  le  poids ,  dans  le 
même  rapport  qu'elle  est  plus  grande  que  lui.  Car,  dans 
tous  les  cas  ,  les  vitesses  de  la  puissance  et  du  poids  sont 
proportionnelles  aux  arcs  semblables  décrits  dans  le  même 
temps,  ou  aux  distances  du  point  d'appui  aux  directions  de 
la  puissance  et  du  poids.  Ainsi ,  dans  les  deux  premières 
espèces  de  leviers ,  on  perd  en  temps  ce  qu'on  gagne  en 
force  ;   et,  dans  la  troisième,  on  perd  en  force  ce  qu'on 
gagne  en  temps.  Les  circonstances  particulières  oà  l'on  se 
trouve  déterminent  le  choix  de  l'espèce  de  levier  dont  on  a 
besoin,  relativement  à  Feffet  qu'on  veut  produire* 

Proposition    IL    Problème. 

i52.  DÉTERMINER  les  conditiojis  de  t équilibre  entre  un 
nombre  quelconque  de  puissances  appliquées  à  un  lei^ier^ 
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Supposons  mi  levier  mobile  circulairement  autour  d'ua 
boulon^  et  auquel  soient  appliquées  un  nombre  quelconque 
de  puissances.  Si  toutes  ces  puissances  n'étoient  pas  situées 
dans  le  plan  de  la  rotation ,  que  je  suppose  fixe  et  inébran- 
lable ,  il  faudroit  décomposer  chaque  puissance  oblique  à  ce 
plan  en  deux  autres;  Tune  qui  y  fût  perpendiculaire ,  Tautre 
qui  y  fût  dirigée  ,  et  n'avoir  égard  qu'à  cette  dernière.  Je 
suppose ,  dans  le  cas  présent,  que  ARB  (  Fig.  77  )  ,  repré- 
sente le  levier  proposé,  lequel  est  mobile  circulairenient 
autour  du  boulon  R ,  et  soumis  à  l'action  d'un  nombre 
quelconque  de  forces  P,  Q  ,  S  ,  T,  V,  toutes  dirigées  dans 
le  plan  de  la  rotation,  mais  dont  les  unes,  Q,  S,  Y , 
tendent  à  faire  tourner  le  levier  dans  un  sens  y  tandis  que 
les  autres ,  P  ,  T,  tendent  à  le  faire  tourner  en  sens  con- 
traire. Il  s'agît  de  déterminer  les  conditions  de  l'équiKbre 
entre  toutes  ces  forces.  Ce  problème  a  déjà  été  résolu  ^80). 
Mais  nous  allons  en  présenter  ici  la  solution  sous  un  point 
de  vue  un  peu  différent. 

Imaginons  que  les  deux  forces  Q,  S,  soient  réduites  à 
une  force  unique,  que  je  suppose  dirigée  suivant  KX ,  et 
que  je  noinme  K  ;  que  les  deux  forces  K  et  T  soient  réduites 
à  une  force  unique,  que  je  suppose  dirigée  suivant  YG,  et 
que  je  nomme  G.  De  même ,  réduisons  les  deux  forces  P  et  V. 
à  une  force  unique ,  que  je  suppose  .dirigée  suivant  DZ ,  et 
que  je  nomme  D.  Par-là ,  nous  n'aurons  plus  que  deux 
forces  G  et  D,  qui  se  font  équilibre  autour  du  point  d'ap- 
pui R.  Menons  de.  ce  point  sur  les  directions  des  forces 
Q,  S,  K ,  G,  T,  P  ,  V,  D,  les  perpendiculaires  RF,  RM, 
RX,  RY,  RL,  RE,  RI,  RZ.  Cela  posé,  les  deux  résul- 
tantes finales  G  et  D  ayant  pour  résultante  une  force  qui 
passe  nécessairement  par  le  point  R,  puisqu'elles  sont  ea 
équilibre  autour  de  ce  point  5  on  a  (38) ,  G  X  RY=D  X  RZ. 
Or  (57), 

1*^,  G  étant  la  résultante  des  deux  forces  K  et  T,  on  a , 
G  X  RY  =  K  X  RX  —  T  X  RL  ;  et  K  étant  la  résultante 
des  deux  forces  Q  et  S,  on  a,  K  x  RX=Qx  RF-hS  x  RM ^ 


». . 
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Ainsi  on  aura,  G  X  RYzz=Q  xRF-f-SxRM  — TxRL* 

2^.  D  étant  la  résultante  des  deux  puissances  P  et  Y^ 
ona,  D  X  RZ  =  P  x  RE  — V  x  RI. 

Par  conséquent  ^  à  la  place  de  l'équation  6  X  R  Y  = 
D  X  RZ,  on  aura,  Q  x  RF  4-S  x  RM  — T  x  RL  = 
P  X  RE  —  V-X  RI  ;  ou  bien  Q  x  RF  -f-  S  X  RM  4-  Y 
(X  RI  =  P  X  RE  4-  T  X  RL. 

D'oi!L  Ton  doit  conclure  en  général  que  la  somme  des 
moments  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  le  lei^ier 
dans  lin  sens  autour  du  point  d'appui ,  est  égale  à  la  somme 
des  mom,ents  des  forces  qui  tendent  à  le  faire  tourner  en 
sens  contraire  autour  du  même  point» 

Le  moment  de  chaque  force  est,  comme  on  voit,  le 
produit  de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  d'appui  sur  sa  direction; 

Remarque    I. 

i53.  Lorsqu'un  levier  est  pesant,  et  que  sa  pesanteur 
est  assez  considérable  pour  entrer  en  comparaison  avec  les 
autres  forces ,  il  faut  la  regarder  comme  une  puissance 
appliquée  au  centre  de  gravité  du  levier ,  et  dirigée  verti- 
calement. Par  exemple ,  dans  Tarticle  précédent ,  la  force  S 
peut  être  le  poids  du  levier,  censé  réuni  à  son  centre  de 
gravité  H. 

Remarque    lié 

i54.  Nous  ferons,  au  sujet  des  leviers  pesants,  une 
autre  remarque  qui  mérite  attention.  Qu'on  ait  un  levier 
pesant ,  auquel  soient  appliqués  un  poids  P  et  une  puis- 
sance Q(  Fig.  64,  66,  67  ).  Dans  le  levier  de  la  première 
espèce  (Fig.  64),  la  pesanteur  du  levier  contrariera  ou 
favorisera  la  puissance  Q ,  selon  que  le  centre  de  gravité  du 
levier  tombera  entre  les  points  A  et  R,  ou  entre  les  points 
R  et  B.  Dans  le  levier  de  la  seconde  espèce  (  Fig.  66) ,  le 
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poids  de  ce  levier  contrarie  toujours  la  puissance  Q  :  si , 
pour  augmenter  le  moment  de  cette  puissance ,  on  éloigne 
le  point  B  du  point  R ,  ou  qu'on  augmente  la  longueur  du 
levier ,  on  augmentera  aussi  le  poids  du  levier  ;  et  il  pourra 
arriver  qu'on  perde  par  la  seconde  augmentation  ce  qu'on 
gagne  ou  même  plus  qu'on  ne  gagne  par  la  première^  U  y  A 
donc  dans  ce  levier  une  longueur  propre  à  rendre  le  mo- 
ment de  la  puissance  le  plus  grand  qu'il  est  possible,  par 
rapport  au  moment  de  la  résistance  totale  qu'elle  est  obligée 
de  vaincre*  Cette  longueur  se  trouve  par  les  méthodes  ordi* 
naires  de  maximis  ei  minimb.  Passé  ce  terme ,  on  ne  peut 
que  perdre  à  augmenter  la  longueur  du  levier.  Enfin ,  dans 
le  levier  de  Jia  troisième  espèce  (  Fig.  67) ,  le  poids' du  levier 
contrarie  encore  la  puissance  ;  mais  on  voit  qu'en  supposant 
que  la  longueur  RA  et  la  grosseur  du  levier  demeurent  les 
mêmes,  on  ne  peut  que  faire  augmenter  le  moment  de  la 
puissance ,  en  approchant  le  point  B  où  elle  est  appliquée^ 
du  point  d'application  A  du  poids  P. 


CHOLIE     GENERAL. 


1 55.  Il  y  a  des  cas  où  le  levier  n'est  pas  assujetti  à  tourner 
circulairement  autour  d'un  point  fixe ,  comme  nous  l'avons 
supposé  dans  tout  ce  qui  précède.  Supposons  maintenant 
qu'on  ait  un  levier  auquel  soient  appliquées  un  nombre 
quelconque  de  forces  ,  suivant  des  directions  quelconques , 
et  qui  ait  la  liberté  de  pirouetter  en  tous  sens  autour  d'un 
noyau  sphérique  :  alors  il  faut  décomposer  les  puissances 
en  d'autres  parallèles  à  trois  lignes  données  de  position  ;  et 
les  conditions  de  l'équilibre  se  déterminent  par  le  moyen 
des  articles  86  et  87. 

lue  levier  est  d'usage  dans  la  plupart  des  machines.  11 
peut  être  de  bois,  ou  de  fer,  ou  de  toute  antre  matière, 
selon  l'objet  auquel  il  est  destiné.  Il  doit  avoir  dans  chaque 
cas  une  grosseur  et  une  résistance  proportionnées  à  sa  lon- 
gueur ^  à  la  matière  dqnt  il  est  fait ,  et  aux  efforts  qu'il  est 
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oi>lig<^  de  sappoTter.  La  dëCia*miiiation  de  cette  grosseur 
est  une  gestion  qui  donne  peu  de  prise  à  la  théorie  ,  et 
f^ur  kqoelle  on  doit  sor-toot  consulter  rexpérience. 

Equilibre  des  PontS'^îevis^ 

i56.  Paami  les  machines  où  il  entre  des  leviers ,  les 
ponts-levis  méritent  d'autant  pins  d^étre  exanûnés  ici  avec 
quelque  détail ,  que  les  iDgénieurs  sont  souvent  obligés  d'en 
faire  construire  dans  les  places  de  guerre ,  et  que  la  théorie 
de  leur  équilibre  ne  se  trouve  dans  aucun  livre  de  méca- 
nique ,  du  moins  dans  aucun  de  ceux  qui  sont  venus  à  ma 
connoissance. 

"^    iSy.  O  N  voit  dans  la  Figure  78  le  profil  d'un  pont-levîs, 
coupé  par  un  plan  vertical  qui  passe  par  son  milieu,  et  qui 
le  divise  en  deux  parties  parfaitement  égales  et  seniblables. 
Cette  machine  est  composée  d/un  tablier  exprimé  par  la 
droite  AE ,  lequel  jest  mobile  autour  de  deux  tourillons  A, 
placés  à  ses  extrémités  ;  de  deux  longues  pièces  de  bois  ^ 
marquées  au  profil  par  la  même  ligne  GM ,  lesquelles 
tournent  autour  de  deux  tourillons  K ,  et  dont  les  parties 
antérieures  KG  se  tiovamentfieches  ;  les  parties  postérieures 
KM  se  nomment  bascules.  Il  y  a  des  traverses  de  bois  qui 
lient  ensemble  les  deux  bascules  ;  et  tout  l'assemblage  est 
censé  ne  faire  qu'un  seul  et  même  corps.  Deux  chaînes  j 
représentées  par  GN  '  E,  joignent  les  flèches  avec  le  tablier  ; 
elles  le  font  monter ,  quand  la  bascule  s'abaisse  ;  et  récipro- 
quement, quand  le  tablier  s'abaisse,  la  bascule  monte. 

Proposition    III.    Problème. 

i58.  DÉTERMINER  les  condîtions  générales  de  l'équi- 
libre d'un  pont^le^^is. 

Imaginons  que  le  pont-levis  soit  parvenu  en  montant  dans 
une  position  quelconque;  que  T  exprime  le  poids  du  tablier; 
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C,  celui  du  système  des  deux  chaînes  ;  F ,  celui  du  système 
des  deux  flèches  ;  et  enfin  B^  celui  du  système  des  deux 
bascules  et  de  leur  assemblage.  Tous  ces  poids  T ,  C  ,  F,  B , 
doivent  être  censés  agir  suivant  les  verticales  qui  passent 
par  leurs  centres  de  gravite.  Considérons  les  deux  chaînes 
comme  rénnîes  en  une  seule  GN'E  ;  et  de  plus  regardons 
d'abord  cette  chaîne  comme  une  corde  parfaitement  flexible. 
Qu'on  mené  par  ses  extrémités  les  tangentes  GN,  EN;  elles 
se  rencontreront  en  un  point  N  plate  (i33)  sur  la  direction 
<le  la  verticale  GNP ,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la 
chaîne  GN'E.  Nommons /"et  (p  les  tensions  de  la  chaîne 
en  G  et  E,  suivant  les  directions  des  tangentes  GN,  EN; 
et  des  points  d'appui  A  et  K  soient  menées  les  perpendicu- 
laires A^,  Ai,  Kd y  Kg,  Ke y  sur  les  directions  des  forces 
T ,  $ ,  y,  F ,  B  ,  respectivement. 

Cela  posé  j  il  est  clair  que  AE  peut  être  considéré  comme 
un  levier  isolé ,  auquel  sont  appliquées  les  deux  puissances 
T^  ^,  en  équilibre,  et  que  par  conséquent  on  aura  (14^^ 
Téquation  T  x  A^  =  ^  X  Ai. 

De  même ,  on  peut  considérer  G  K  M  comme  un  levier 

isolé  auquel  sont  appHquées  les  trois  forces/*,  F ,   B ,   en 

équilibre.  Ainsi  on  aura (1  Sa),/ X  Krf-*-F  X  K^=B  X  Ke?, 

ouB  X  Ke  —  F  X  Kgz=:f  x  Krf. 

liCS  tensions  <p  et/peuvent  être  chassées  de  ces  équations, 

«»««^     'Ji        s.       ->  f   nn^  CXsin.GNP    r      CXsin.  ENP 

eaco«,dërantquona(x33},^=:-^^^^^-,/==---^^^, 
Noos  aurons  donc 

»»}^  sm.  iiiJNtr 

T>        rr  T^         TT  C  X  sin.  ENP    ^  ^  , 

B  X  Ke— F  X   K^r—  -^1-— _-  X  Kd. 

°  sm.  LNG 

Voyons  l'usage  de  ces  équations  pour  la  pratique. 

I. 

Comme  la  courbure  des  chaînes  est  ordinairement  peu 
lensible  j   nous  allons  la  négliger    et  supposer  qu'elles  ^&e 
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confondent,  au  moins  sensiblement,  avec  la  droite  G£. 
Alors  les  deux  anglos  GNP ,  ENP ,  pourront  être  regardés 
comme  suppléments  l'un  de  Fautre ,  et  comme  ayant  par 
conséquent  le  même  sinus.  On  aura  donc  ^  =  /*,  sensible- 

ment.  Donc ,  à  cause  de  ^= — -j— ,  et  de/= ^ri > 

on  aura  sensiblement ,  — -7-  = ^-^ -^. 

Nommons  I  le  sinus  total  ;  et  considérons  que  A/ =  AH 
'X  sin.  AHT.  Aé  =  AE  x  sin.  AEG  ,  sensiblement;  Kd 
=:KG  X  sin.  KGE,  sensiblement;  Kg^=KI  x  sin.  KIF; 
K  c  =  K  L  X  sin.  K  L  B  ;   notre  équation  deviendra , 
Tx  ^HX  >M».  AHT BX  KL  X 'tin.KLB— F  X  Kl  X  ^"»- MF 

Ah  X  *iii.  AKG  KG  X  siu.  KGE 

II- 

On  voit  par  cette  dernière  équation  que  les  siniis  des 
angles  qu'elle  renferme ,  variant  d'une  position  du  pont- 
levis  à  l'autre  ,  suivant  une  loi  qui  dépend  de  l'espèce  par- 
ticulière du  quadrilatère  AEGK  ;  cette  espèce  ne  peut  pas 
être  arbitraire ,  si  Ion  veut  que  les  poids  T,  F,  B,  demeu- 
rant les  mêmes,  comme  ils  demeurent  en  effets  l'équilibre 
ait  lieu  dans  toutes  les  positions  possibles  du  pontlevis. 
Mais,  en  supposant  que  les  côtés  opposés  du  quadrilatère 
soient  égaux  deux  à  deux ,  c'est-à-dire  qu'on  ait  AE  =  KG, 
AK  =  EG ,  et  que  par  conséquent  le  quadrilatère  conserve 
la  figure  paraljélogrammique  dans  toutes  les  situations  pos- 
sibles ,  l'équilibre  en  question  aura  lieu  :  car  alors  les  deux 
angles  AEG  ,  KGE,  qui  sont  suppléments  l'un  de  l'autre, 
ont  des  sinus  égaux  ;  les  trois  angles  AHT ,  KLB ,  KIF,  ont 
aussi  des  sinus  égaux.  D  où  il  suit  que  l'équation  précédente 
deviendra  ,  T  x  AH  =  B  X  KL  —  F  X  Kl ,  ou  B  X  KL 
=  T  X  AH  -4-  F  X  Kl ,  qui  ne  renferme  que  des  quantités 
constantes  et  indépendantes  de  la  position  du  pont-levis. 
Ainsi ,  pourvu  que  le  quadrilatère  AEGK  soit  un  parallélo- 
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gramme^  le  pont-levis  demeurera  en  équilibre  par  lui- 
même^  et  sans  le  secours  d'aucune  puissance  étrangère, 
dans  toutes  les  situations  qu'on  pourra  lui  donner  :  avantage 
particulier  de  la  figure  parallélogrammique ,  indépendam- 
ment des  facilités  que  cette  figure  offre  pour  la  construction 
et  la  manœuvre» 

III. 

LiQXTATiON  B  X  KL  =  TxAH-HF  X  Kl,  ne  ren- 
ferme en  aucune  manière  le  poids  deë  chaînes  ;  et  les  condi- 
tions de  Féquilibre  sont  exprimées  par  la  même  formule 
que  si  les  chaînes  n'avoient  absolument  aucune  pesanteur. 
Gela  est  une  suite  nécessaire  de  Thypothese ,  que  le  pont- 
levis  conserve  la  figure  parallélogrammique  dans  toutes  les 
situations  possibles.  Si  les  chaînes  ont  une  pesanteur  sensible 
et  comparable  aux  poids  T,  F,  B,  il  sera  impossible  que 
cette  figure  subsiste  à  la  rigueur ,  en  regardant  toujours 
le$  chaînes  comme  parfaitement  âèxibles.  Quoique  la  théorie 
précédente  ne  laisse  là-dessus  aucun  doute ,  en  voici  néan- 
moins une  démonstration  particulière ,  appliquée  à  im  cas 
où  il  semble  que  le  parallélisme  des  côtés  du  quadrilatère 
AëGK  devroit  le  plus  se  conserver* 

IV. 

SvpposoNs  que  le  quadrilatère  AEGK  (  Fig.  7g  )  soit 

m  parallélogramme  ;  que  les  deux  points  A  et  K  soient 

placés  dans  une  même  ligne  verticale ,  ainsi  que  les  deux 

poiitts  E  et  G  9  et  que  les  chaînes  n'aient  aucune  pesanteur^ 

oa  soient  regardées  comme  de  simples  fils  inextensibles  et 

non  pesants  ;  que  tout  le  système  soit  en  équilibre.  Il  est 

cfair  qae  le  fil  G  E  est  également  tendu  dans  le  sens  EG  et 

ans  le  sens  GE ,  et  qu'en  nommant  ^  cette  tension  ,  on  a 

r^oureusement ,  T  x  AU  =  4>  x  AE;  B  X  KL  — F  X  Kl 
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=  <p  X  KG  =  ^  X  AE;  ce  qui  donne,  T  X  AH=B  X  Kt 
—  F  X  KL  Cette  équation  aura  lieu  à  la  rigueur  dans  toute» 
les  positions  possibles  du  pont-levis  ;  et  la  figure  parallélo- 
grammique  du  quadrilatère  AEGK  subsistera  toujours ,  tant 
que  le  fil  GE  n'aura  aucune  pesanteur.  Maintenant,  qu'on 
attache  un  poids  à  ce  fil  ^  ou  que  les  chaînes  deviennent  pe- 
santes :  léquilibre  précédent  ne  peut  plus  subsister^  les 
points  G  et  E  se  rapprochent  nécessairement  Tun  de  l'autre  ; 
les  chaînes  prennent  la  courbure  yC:  ;  et  le  parallélogramme 
AEGK  se  change  en  la  figure  AeîyK.  D*oii  1  on  doit  conclure 
en  général  par  la  raison  inverse ,  que  si  le  quadrilatère  AEGK 
conserve  la  figure  parallélogrammique  dans  tontes  les  posi-- 
tiens  possibles,  le  poids  des  chaînes  doit  être  regardé  comme 
.nul  en  comparaison  de  la  tension  des  chaînes ,  occasionnée 
par  les  forces  T,  F,  B.  Ce  poids  ne  doit,  donc  pas  se  trouver 
dans  Téquation  de  Féquilibre. 

Remarque. 

iSg.  Les  chaînes  ont  été  regardées  jusqu'ici  comme  par- 
faitement flexibles  ;  mais  elles  ne  sont  pas  telles  à  beaucoup 
près.  Elles  sont  composées  d'anneaux  oblongs  de  fer  qui  ne 
peuvent  pas  se  plier  dans  toute  l'étendue  de  leur  longueur 
particulière  ;  de  plus  ces  mêmes  anneaux ,  en  s' entrelaçant 
les  uns  dans  les  autres ,  éprouvent  un  frottement  qui  s'op- 
pose encore  à  la  flexibilité  de  la  chaîne.  Tout  cela  détruit 
en  grande  partie  la  courbure  de  cette  même  chaîne.  J'aSan- 
donne  donc  l'hypothèse  proposée ,  et  f  en  prends  une  toute 
contraire ,  qui  semble  plus  conforme  à  l'état  physique  des 
choses  :  Je  considère  les  chaînes  comme  dépourvues  de  toute 
flexibilité ,  et  comme  des  barres  GE ,  attachées  par  leurs 
extrémités  au  tablier  et  aux  flèches ,  par  le  moyen  d'anneaux 
ou  de  crochets  qui  leur  donnent  en  ces  endroits  toute  . 
liberté  de  tourner  circulairement  dans  le  plan  du  pont- 
levis  ,  à  mesure  qu'il  monte  ou  qu'il  s'abaisse. 


I 
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Propositioic    IV.    Problème. 

160.  DÉTERMINER  les  Conditions  de  V équilibre  d'un 
pont-Levis ,  dans  Vhypothese  précédente. 

Que  AEGK.  (  Fig.  80  )  soit  un  quadrilatère  quelconque, 
composé  d'un  tel  a^sembIage  ,  et  parvenu  dans  une  position 
quelconque.  -Des  points  d'appui  A  et  K  soient  abaissées 
comme  ci-dessus,  les  perpendiculaires  A^,  K^,  Ke,  sur  les 
directions  des  poid»  ï ,  F  ,  B  ,  et  soient  menées  les  perpen- 
diculaires hh,  K.d,  à  la  barre  EG.  Nommons  C  le  poids  de 
cette  barre ,  réuni  à  son  centre  de  gravité  ou  milieu  O  ;  et 
décomposons  ce  poids  en  deux  forceà  verticales  qui  passent 
par  les  points  E  et  G ,  et  qui  en  sont  par  conséquent  chacune 
la  moitié  (45)  ;  menons  les  perpendiculaires  A/n,  Kn  ^  sur 
leurs  directions.  Il  est  évident  que  la  barre  EG  est  également 
tirée  suivant  sa  longueur ,  dans  le  sens  EG  et  dans  le  sens  GE. 
Donc,  en  nommant  X  cette  force  de  tension,  le  levier  AE , 
aux  points  H,  E  ,  duquel  sont  appliquées  trois  forces,  deux 

C 
verticaJes ,  savoir,  T  et  — ,  la  troisième  X ,  dirigée  suivant 

EG,  donnera  (iSa)  pour  condition  d'équilibre  l'équation 
T  X  A^+  —  X  A7w= X  X  A^.  De  même ,  le  levier  GKM, 
aux  points  G ,  I ,  L  ,  duquel  sont  appliquées  quatre  forces , 
trois ,  — ,  F  ,  B  ,  verticales  ,  et  la  quatrième  X ,  dirigée 
suivant  GE,  donnera  pour  condition  de  1  équilibre  Téqua- 
tioû^  î<  K/^+X   X   K^+FxKg-z=Bx  Ke;  ou  bien 

B'xKtf— -^  X  Ktî  —  F  X  Kg-  =  X  X  Kd.  Tirant  de 
chaque  équation  la  valeur  de  X  ,  on  formera  celle-ci , 

TXii/  +  -X  Am        BxKe  — -  xK/i  — FxK^ 
. 5 ^ . 

Et  comme ,  en  nommant  toujours  i  le  sinus  total ,  on  a , 
A^=AH  X  sin.AHT,  Am=AE  x  sin. AEm,  A^r=:=:AE  x 
4.  AEG ^  Ke  =  KL  X  sin.  KLB ,  K«  =  KG  x  sin.  KG/*, 
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K^  =  Kl  X  sin.  KIF,  K^  =  KG  X  sin.  KGE  :  notre  équa- 
tion  deviendra , 

T  X  AH  X  sin.  AHT  -h  ^  X  AE  x  sin.  AEm 


... 


AE  X  sin.  AEG 
B  X  KL  X  sin.  KLB  —  —  x  KG.  »in.  KG/i— F. Kl.  sin.  KIF 

KG  X  sin.  KGE  ' 

qui  exprime  les  conditions  de  l'équilibre,  maïs  qui  variera 
à  mesure  que  le  quadrilatère  changera  de  position^  lorsque 
ce  quadrilatère  ne  sera  pas  un  parallélogramme. 

Corollaire. 

i6i.  Supposons  que  le  quadrilatère  en  qitestion  soît 
un  parallélogramme  :  on  aura  ,  AE  =  KG ,  sin.  AEG  =z= 
sin.  KGE  ,  sin.  AHT  =  sin.  AEm  =  sin.  KG/i  =  sin.  KIF 
=  sin.  KLB.  Par  conséquent  ^  notre  équation  deviendra  , 

TxAH  +  -^x   AE  =  B  X  KL  — -^X  AE  — FxKI; 

ou  bien,  B  x  KL=:T  X  AH+CxAE+F  x  Kl,  qui 
diffère  de  celle  de  Farticle  i58  ,  n*^.  ii ,  en  ce  qu'elle  con- 
tient de  plus  que  celle-ci  le  terme  G  X  AE  relatif  au  poids 
des  chaînes. 

S  C  H  O  L  I  E. 

• 

163.  On  voit  que  les  deux  manières  dont  nous  avons 
envisagé  les  chaînes  donnent  pour  les  conditions  de  l'équi- 
libre du  pont-levis  des  équations  qui  ne  différent  que  par  un 
seul  terme,  qui  est  ordinairement  le  plus  petit  de  tous.  La 
seconde  formule  BxKL=TxAHh-FxKI  +  CxAE, 
paroît  devoir  être  préférée  dans  la  pratique. 

Quand  on  aura  réglé  de  l'une  ou  de  l'autre  manière  les 
dimensions  du  pont-levis,  eu  égard  aux  bois  et  au.K  ferrures 
qui  y  entrent ,  on  sera  assuré  qu'il  demeurera  par  lui-même 
en  équilibre  dans  toutes  les  situations  possibles ,  et  que  par 


■  ( 
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conséquent  l'agent  destiné  à  le  mouvoir  n'aura  simplement 
à  vaincre^  à  chaque  instant^  que  la  résistance  du  frottement. 

De  la  Balance. 

i63.  La  balance  (Fig,  81  ),  machine  destinée  à  peser  de§ 
marchandises^  est  composée,  d'un  levier  droit  AB,  nommé 
Jléau  ,  aux  extrémités  duquel  sont  suspendus  avec  des  cor- 
dons deux  bassins  C  etD^  qui  reçoivent  les  marchandise» 
qu'on  veut  peser.  Le  fléau  porte  dans  son  milieu  un  axe  xy^ 
qui  lui  est  perpendiculaire ,  et  dont  les  extrémités  entrent 
^t  tournent  librement  dans  des  yeux  pratiqués  aux  deux 
branches  montantes  d'une  chasse  £M  ,  qui  soutient  la  ma- 
chine. Ces  extrémités  de  l'axe  n'ont  pas  la  forme  cylindrique; 
elles  sont  taillées  en  couteaux  plus  ou  moins  émoussés  y  sui- 
vant que  la  balance  est  destinée  à  peser  des  marchandises 
plus  ou  moins  pesantes  ;  le  fléau  s'appuie  par  lis  tranchants 
de  ces  couteaux  dans  les  yeux  de  la  chasse ,  avec  une  en- 
tière liberté  de  s'incliner  de  part  et  d'autre  ;  il  porte  une 
aiguille  fg  y  qui  est  dans  la  chasse  quand  il  y  a  équiUbre^ 
et  que  le  fléau  est  horizontal  ;  et  qui,  en  s*ëcartant  à  droite 
ou  à  gauche  de  la  chasse  par  sa  partie  supérieure  j  fait  con- 
noitre  non  seulement  en  quel  sens  le  fléau  s'est  incliné, 
mais  encore  les  plus  petites  inclinaisons  dont  il  peut  être 
affecté. 

II  est  clair  que  la  balance  est  un  levier  de  la  première 
espèce.  On  doit  commencer  par  la  mettre  en  équilibre ,  in- 
dépendamment des  poids  qu'on  veut  peser  les  uns  contre  les 
autres.  Quand  cette  première  opération  sera  faite ,  et  quVn 
conséquence  le  fléau  se  tiendra  dans  la  position  horizontale , 
la  balance  sera  dans  le  même  cas  que  si  ses  parties  n'avoient 
aucune  pesanteur  ;  et  on  ne  devra  plus  s'occuper  que  des 
poids  qu'on  met  dans  les  bassins.  Ceux  qui  sont  placés  d'un 
câ|^,  étant  supposés  connus  ;  feront  connoître  aussi  les  * 
tntres. 
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Proposition    V.    Problème. 

i64-  Indiquer  les  précautions  qu'il  faut  prendre  pour 
qu'une  balance  soit  parfaitement  Juste  ^ 

1. 

Il  est  d*abord  essentiel  que  les  deux  bras  £A,  EB ,  soient 
exactement  égaux.  Si ,  cette  condition  étant  remplie ,  et  les 
deux  bras  étant  garnis  de  leurs  bassins,  un  des  côtés  l'em- 
porte sur  l'autre ,  on  mettra  du  côté  le  plus  foible  de  petit* 
poids  en  quantité  suffisante  pour  établir  l'équilibre ,  et  main- 
tenir le  fléau  dans  la  position  horizontale.  Ces  petits  poids 
doivent  être  regardés  comme  faisant  partie  de  la  balance 
méme^  et  comme  étrangers  à  ceux  qu  on  veut  contrepeser. 

•       IL 

S I  les  deux  bras  AE ,  BE ,  n'étoient  pas  égaux ,.  le  plus 
long  favoriseroit  le  poids  placé  de  son  côté  ;  car ,  suppo- 
sons que  le  fléau  AB  étant  en  équilibre  et  dans  la  positioa 
horizontale ,  on  mette  dans  le  bassin  C  un  poids  P  ^  et  dans 
le  bassin  D  une  marchandise  Q ,  de  manière  qu'il  y  ait  équi- 
libre ;  ces  deux  poids  se  faisant  équilibre ,  on  aura  (i48)  y 
P:Q::BE:AE. Donc,  si,  par  exemple,  BE>AE,  onaura, 
P  >  Q.  Les  deux  poids  étant  donc  supposés  égaux ,  l'un 
d'eux  cependant  l'emportera  sur  l'autre  ,  et  paroîtra  plus 
pesant.  On  appelle  ces  sortes  de  balances ,  balances  Jausses. 
Elles  peuvent  servir  néanmoins  à  déterminer  exactement  le 
poids  d'une  marchandise.  Voici  comment. 

1 1  L 

Sans  vous  embarrasser  quel  est  le  plus  long  bras  d  une 
balance  que  vous  soupçonnez  être  fausse ,  mettez,  i°,  dan» 
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Van  des  baesihs^  par  exemple,  dans  le  bassin D,  la  mar- 
chandise Q ,  que  vous  voulez  peser  ;  et  observez  le  poids  P,  ' 
qui  lui  fait  équilibre.  2*".  Transposez  la  marchàndiseQ ,  met- 
tez-la dans  l'autre  bassin  C,  et  observez  encore  le  poids  P', 
qui  lui  fait  équilibre.  Cela  posé ,  multipliez  P  par  P' ,  et  tirez 
la  racine  quarrée  du  produit  ;  elle  sera  la  valeur  exacte 
de  Q.  Car  le  premier  équilibre  donne  (146)  réquatiou 
P  X  AE  =  Q  X  BE;  et  le  second  donne  de  méme^  Q  x  AE 
=  P  '   X  BE.  Divisant  la  première  équation  par  la  seconde , 

PO  I 

G  a  auraj_^-  =  ^,  et  par  conséquent  Q^=P  x  P';  donc     ' 

Q  =  V^(P  xP'). 

IV. 

I 

Unb  chose  k  laquelle  on  doit  faire  la  plus  grande  atten* 
tlon  9  est  de  mettre ,  autant  qu'il  est  possible ,   dans  une 
même  hgne  horizontale ,  le  tranchant  du  couteau  qui  sert 
d'axe,  et  les  deux  points  A  et  B  d'où  pendent  les  bassins.  Car 
si  le  point  d'appui  E  (  Fig.  82  et  83  )  est  au-dessous  ou  au- 
dessus  de  l'horizontale  AB^  pour  peu  que  cette  ligne  soit 
incUnëe  à  l'horizon ,  elle  sera  divisée  en  deux  parties  inégales 
par  la  verticale £M menée  par  l'appui;  et  conséquemment 
les  poids  qui   se   feront   équilibre,  ne  seront  pas  égaux. 
Dans. le  premier  cas  (Fig.  82  )  ,  la  balance  est  trop  mobile 
sur  le  point  £^  et  elle  est  nommée  folle  ;  dans  le  second 
(Fig.  83  ),  elle  trébuche  trop  difficilement,  et'elle  est  ap- 
pelée sourde.  Cette  seconde  disposition  a  moins  d'inconvé« 
nients  que  la  première  ^  et  l'aiguille  sert  à  faire  connoitre  le 
plus  léger  trébuchement  d'un  côté  ou  d'autre. 

Je  n'entre  pas  dans  les  détails  qui  concernent  la  construc- 
tion même  de  la  balance  ^  et  le  choix  des  matières  dont  elle 
doit  être  faite. 

Du  Peson  ou  de  la  Romaine. 

i65.  Le  peson  ou  la  romaine  sert  à  peser  des  marchan-* 
dises  de  différentes  pesanteurs ,  par  le  moyen  d'un  seul  et 
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même  poids  qu'on  éloigne  plus  ou  moins  du  point  d*appui. 
Cette  machine  (Fig.  84)  est  composée  d'un  fléau  AB,  sus- 
pendu par  une  anse  £K ,  qui  le  divise  en  denx  bras  £A^  EB^ 
fort  inégaux.  Le  bras  le  pins  court  porte  un  bassin  G  ou  un 
erodiet^  destiné  à  soutenir  les  marchandises  qu'on  veut 
peser;  et  on  fait  couler,  au  moyen  d'un  anneau >  le  long 
du  bras  EB,  le  poids  constant  P  qui  doit  leur  faire  équilibre. 

Proposition   VI.    Problème. 

166.  Déterminer  les  points  de  dwision  du  bras  EB, 
auxquels  doit  répondre  le  poids  donné  P,  pour  faire  équi^ 
libre  à  différents  poids  Q  placés  en  C» 

ScHent  G  le  poids  du  bras  £B  rétmi  à  son  centre  de  gra- 
yitë  N  ;  F  le  poids  du  bras  £  A  réuni  à  son  centre  de 
gravité  H  ;  C  le  poids  du  bassin  ou  du  crochet ,  lequel  est 
censé  agir  suivant  la  verticale  AC.  Qu'on  mette  successive- 
ment en  G  différents  poids  Q ,  Q^,  Q"  ,  Q'"^  etc.  ;  et  sup- 
posons que,  pour  faire  prendre  au  fléau  la  position  hori- 
zontale^ et  établir  F  équilibre^  il  faille  appliquer  successive- 
ment le  poids  constant  P  aux  points  a^  b,  c^  d^  etc.  ;  led 
différentes  équations  d'équilibre  seront  (i52), 

Q  X  EA -+- F  X  EH -+- G  X  EA=P  X  Ea-f-G  X  EN, 
Q'  X  EAh-F  X  EH+G,x  EA=P  x  E*4-G  x  EN, 
Q"  X  EA4-F  X  EH -f-G  X  EA=P  X  Ec-f-G  xEN , 
Q"'xEA-+-FxEH-f-GxEA=PxE^;+GxEN,etc. 

Retranchant  successivement  la  première  équation  de  la 
seconde^  la  seconde  de  la  troisième,  la  troisième  de  la  qua- 
trième ,  etc. ,  on  aura  : 

(Q'  — Q)  X  EA  =  Pxa&,  ouai  =  i51ll^î2S-5^, 
(Qff_Q/)  X  EA=P  X  bc,  ou  èc  =  ^.^5!ll^l2i^ , 
(Q///-^Qr^)  X  EA=P  X  cJ,oucJ=^^'''r^'^^^^;  etc. 
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CorollaiheI. 

167.  Il  suit  de  là,  i*.  que  si  le»  poids  Q ,  Q',  Q",  Q"',  etc. 
croissent  en  progression  arithmétique,  en  sorte  qu'on  ait 
Q'—  Q  =  Q"—  Q'  =  Q'"  —  Q"  =  etc.  ;  toutes  les  divi- 
sions ab,  bc,  cd,  etc.,  seront  égales  entre  elles,  a*.  Qu'en 
faisant  chacune  de  ces  parties  ab  ^  bc  j  etc. ,  égale  au  plus 
petit  bras  E/V  de  la  balance,  on  aura , 

2!z:2=,,ouP==Q'— Q; 5^=1,  ouP=Q''^QS etc.; 

c'est-à-dire  que  le  contrepoids  P  sera  égal  à  la  différence  de 
la  progression  arithmétique  des  marchandises  Q ,  Q  ' ,  Q",  etc. 

Corollaire.  II. 

168.  Si  on  se  donne  P,  le  premier  terme  Q  de  la  pro- 
gression arithmétique  n'est  point  arbitraire  ;  il  doit  être  tel 
qu'on  ait  Q  X EA-+-F  x  EH+C  x  EA=:P  x  Ea-hG  x  EN. 

Dans  la  pratique ,  il  convient  de  mettre  d'abord  la  balance 
en  équilibre  par  elle-même  ,  indépendamment  des  poids 
P  et  Q.  C'est  à  quoi  on  parvient ,  ou  en  mettant  dans  le 
bassin  C  un  petit  poids  ,  ou  en  attachant  un  petit  poids  au 
bras  EB ,  selon  qu  un  côté  l'emporte  sur  l'autre.  Supposons 
le  premier  cas  ,  et  comprenons  le  petit  poids  additionnel 
dans  celui  C  du  bassin  ;  nous  aurons  alors  F  X  £11+  C  X  £A 
=G  X  EN.  DoncQ  x  EA  =  P  x  Ea;  donc ,  en  faisant 
Ea=EA,  on  aura (  à  cause  de  P=Q'— Q),  qi=zqf—Q, 
ou  Q'=::âQ.  Ainsi  le  premier  terme  de  la  progression 
arithmétique  sera  Q ,  et  la  raison  sera  aussi  Q.  D'où  l'on 
voit  qu'alors,  en  prenant  sur  le  plus  long  bras  EB  des  parties 
égales  au  plus  court  EA ,  on  pourra ,  avec  un  poids  donné  P,  ^ 
appliqué  aux  différentes  divisions  y  faire  équilibre  à  une  suite 
de  poids  P,  aP,  3P,  4P,  5P,  etc. 

Remarque. 

i6g.  Les  parties  égales  ab^bc,  cd,  etc.  peuvent  elles- 

8. 
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mêmes  être  sous-di visses ,  pour  contrepeser^  toujours  avec 
le  même  poids  P  y  les  poids  intermédiaires  à  ceux  de  la  suite 

P^  aP,  3P,  4P^  ®tc.  Soit  une  marchandise = P +—  P,  met/i 

étant  des  nombres  positifs  ^  dont  le  second  est  plus  grand 
que  le  premier.  Mettons  ce  poids  en  C  ^  et  nommons  x  la 
distance  du  contrepoids  P  au  point  a.  Il  est  clair^  par  l'équa- 

.        (Q'-.Q)XEA        ,               .  .           ^PX  ;EA 
tion  ab  =  -^^ — ^ ,  qu on  aura  ici ,  xizzi^ 

=  —  EA  =  —  àb.  Ainsi  aux  fractions  du  poids  répondent 

des  fractions  analogues  de  la  partie  ab»  Il  en  est  de  même 
pour  les  parties  suivantes  bcy  cdj  etc. 

S  c  H  o  L  I  E. 

170.  Cette  balance  a  cela  d'avantageux^  qu'avec  un 
seul  et  même  poids ,  on  peut  contrepeser  d'autres  poids 
très  considérables.  De  plus  j  elle  fatigue  moins  les  yeux  de  la 
chasse  que  la  balance  ordinaire  ;  car  si ,  par  exemple ,  on 
veut  contrepeser  avec  celle-ci  un  poids  4  P^  les  deux  bassins 
portent  chacun  un  poids  pareil  ;  et  la  pression  sur  les  yeux 
de  la  chasse  est  (45)  4P4-4P>  ou8P;au  lieu  que,  dans 
la  romaine,  où  le  poids  P,  appliqué  à  la  quatrième  division 
du  bras  EB,  contrepese  le  poids  4P  mis  dans  le  bassin  C,  la 
pression  sur  les  yeux  delà  chasse  est  simplement  (45)  4  P+P, 
ou  5 P.  Mais,  d'un  autre  côté,  le  bras  EB  de  la  romaine  est 
exposé  à  se  plier,  quand  il  est  un  peu  long  ;  ce  qui  est  un 
inconvénient  auquel  la  balance  ordinaire  est  moins  sujette  ; 
de  plus,  les  deux  bras  de  celle-ci  se  plient  également,  du 
moins  à-peu-près.  \ 

Il  est  évident  qu'au  lieu  de  supposer  que  le  poids,  appliqué 
au  plus  long  brasEB,  est  constant,  et  l'autre  variable,  on 
pourroit  faire  une  balance  oii  ce  dernier  poids  seroit  cons- 
tant ,  et  le  premier  variable.  Cette  balance  est  l'inverse  de 
la  précédente.  U  est  trop  facile  de  la  diviser,  d'après  ce 
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qui  précède^  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  ici  dans  ce 
détail. 

'    Du  Peson  suédois  ou  danois. 

171.  I^A  balance^  qu  on  a  ainsi  noinmée  à  cause  du  grand 
usage  qu*on  en  fait  en  Suéde  et  en  Dan«marck  ,  est  une 
longue  pièce  AB  (  Fig,  85  )  de  fer  ou  de  bois ,  portant  à 
Tune  de  ses  extrémités  une  lourde  masse  A ,  et  à  l'autre  un 
bassin  ou  un  crochet  C^  pour  soutenir  les  marchandisea 
qu'on  veut  peser  ;  elle  est  traversée  par  un  anneau  £^  qui  la 
soutient^  et  qu'on  fait  glisser  suivant  sa  longueur,  jusqu'à 
ce  qu'il  y  ait  équilibre  de  part  et  d'autre  du  point  £• 

Proposition    VII.    Problème. 

17a.  DÉTERMINER  les  conditious  de  Véquilibre  dans  le 
peson  danois. 

Considérons  le  système  de  la  masse  A,  de  la  verge  AB, 
et  du  bassin  ou  crochet  C,  comme  ne  faisant  qu'un  même 
poids  P  réuni  à  son  centre  de  gravité  H.  Nommons  Q  le 
poids  de  la  marchandise  qu'on  veut  peser  :  on  aura ,  en 
vertu  de  l'équilibre,  P  X  EH  =  Q  X  BE>  ou  bien,  P  x| 

(  BH  — BE  )  =  Q  X  BE  ;  ce  qui  donne  BE  =  ^i^.  D'otf 

l'on  voit  que,  connoissant  P  et  BH,  il  sera  facile  de  graduer 
la  verge  BH,  relativement  aux  différents  poids  Q,  qu'on 
veut  peser^ 


SECTION    IIL 
Des  Poulies  simples  ou  composées.. 


173. 1^  A  poulie  (  Fig.  86  )  est  un  cercle ,  ou  plutôt  uzk 
eylindre  peu  épais ,  creusé  extérieurement  à  sa  surface  ext 
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forme  de  gorge  ,  pour  recevoir  une  corde  tirée  de  part  et 
d'autre  par  deux  puissances  Q  et  S.  Elle  est  traversée ,  per- 
pendiculairement  à  son  centre  O ,  par  un  boulon  ,  dont  les 
extrëmitës  tournent  librement  dans  les  branches  d*une  anse 
ou  chappe  OK. 

174»  Il  peut  arriver  que  la  poulie  soit  mobile  ou  immo- 
bile  j  selon  qu'elle  s'ëleve  ou  non  avec  le  poids ^  ou,  en 
général^  selon  qu'elle  change  ou  non  de  place ,  pour  vaincre 
la  résistance. 

175.  On  appelle  mou/les  ,  et^  en  termes  de  marine, 
palans  ,  caliornes  y  des  assemblages  de  plusieurs  poulies , 
les  unes  fixes ,  les  autres  mobiles ,  toutes  embrassées  par 
une  même  corde.  Les  poulies  fixes  sont  portées  par  une 
xnéme  chappe;  et  les  poulies  mobiIeS|  par  une  autre  cbappe« 
Elles  peuvent  avoir  difFérentes  dispositions,  comme  on  le 
voit  dans  les  Figures  94,  gS,  g6,  97,  98. 

■ 

Proposition   I.    Paoblehe. 

176.  Déterminer  les  conditions  de,  V  équilibre  pour  la 
poulie  simple ,  non  pesante. 

I. 

Soit  FGHM  (Fig.  86)  une  poulie  sans  pesanteur,  em- 
brassée dans  sa  partie  FGH  par  une  corde  tirée  par  les  deux 
puissances  Q  et  S,  qui  se  font  équilibre.  Il  est  visible  que 
ces  deux  puissances  sont  nécessairement  égales,  ou  que  la 
corde  est  également  tendue  des  deux  côtés;  autrement 
cette  corde  glisseroit,  ou  feroit  tourner  la  poulie  vers  le  côté 
où  seroit  la  plus  grande  puissance.  L'égalité  en  question 
auroit  encore  lieu,  quand  même  la  poulie  n'auroit  pas 
là.  forme  circulaire;  mais  on  préfère  la  forme  circulaire, 
Ja  plus  simple  et  la  jdus  commode  de  toutes  dans  la 
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pratique,  relativement  aux  diffërents  usages  qu'on  y  fait  de 
la  poulie.  Prolongeons  les  directions  des  deux  puissances  Q  et 
S ,  jusqu'à  ce  qu'elles  se  rencontrent  en  A  ;  et  ayant  pris  les 
pardes  égales  AB,  AC,  pour  représenter  les  quantités  de 
ces  puissances^  achevons  le  parallélogramme  lozange  ABDG. 
La  diagonale  AD,  qui  est  évidemment  dirigée  au  centre  O 
du  cercle ,  représentera  la  résultante  des  deux  puissances  Q  et 
S.  Donc^  si  la  poulie  est  fixe^  le  point  d'appui  devra  résister 
dans  le  sens  OA,  et  supportera  un  effort  représenté  par  AD; 
et  si  la  poulie  est  mobile ,  la  force  appliquée  à  la  chappe  dans 
le  sens  OA,  sera  représentée  par  une  partie  de  sa  direction^ 
^gale  à  AD.  Ainsi  >  en  nommant  pour  l'un  et  l'autre  cas,  P 
la  résistance  qui  détruit  la  force  AD ,  on  aura  (34) ,  P:Q  :S 
::AD:AB:AC  ouBD;  ou  bien  (Sg),  P:Q:S:  :sin.  QAS: 
sin.  OAS  :sin.  OAQ  ;  ou ,  à  cause  que  les  deux  angles  OAQ, 
OAS  sont  chacun  la  moitié  de  l'angle  QAS,  P:QouS:: 
sin.  QAS  :  sin.  \  QAS* 

I  I. 

Menons  du  centre  O,  les  rayons  OF,  OH,  aux  points 
d^attouchement  des  cordons  avec  la  poulie,  et  tirons  la  sou- 
tendante  FH  de  l'arc  FGH  enveloppé  par  la  corde.  Les 
deux  triangles  ABD,OFH,  qui  ont  les  cAtés  perpendicu* 
laires  chacun  à  chacun,  sont  semblables  et  donnent,  AD: 
AB:BD::FH:OF:OH.  Ainsi,  puisqu'on  a  P:Q:S::AD: 
AB  :  BD  ,  on  aura  aussi ,  P  :  Q  :  S  :  :  FH  :  OF  :  OH  ;  c  est-à-dire 
que  les  deux  puissances  QecSyetla  résistance  P,  sont 
proportionnelles  aux  rayons,  ^  et  à  la  soutendante  de  Tare 
embrassé  par  la  corde. 

Corollaire. 

1 77. 1 L  suit  de  là  que  si  les  deux  cordons  FQ,  HS  (Fig.  87) ,. 
sont  parallèles,  chacune  des  deux  puissances  Q  et  S  ne 
iera  que  la  moitié  de  la  résistance  P^  Ainsi,,  en  atuch^n*^ 
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lune  des  extrëmîtës  de  la  corde  au  point  fixe  S  (Fig.  53),  on 
soutiendra  le  poids  P  par  le  moyen  d'une  puissance  Q  qui 
n'en  est  que  la  moitié;  mais  aussi,  dans  le  cas  du  mouve- 
ment, le  poids  ira  deux  fois  moins  vite  que  la  puissance, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (126). 

Propositiok   II.    Problème. 

178.  DÉTERMINER /ej  condltioTis de  V équilibre  ,  lorsque 
la  poulie  est  pesante. 

Lorsque  la  poulie  FGHM  (Fig.  88  et  89) ,  à  laquelle  les 
deux  puissances  Q  et  S  sont  appliquées,  est  pesante,  il  faut 
prolonger  les  directions  des  deux  puissances  Q  et  S ,  qui  sont 
toujours  égales,  jusqu'à  ce  quelles  se  rencontrent  en  A;  et 
ayant  construit  le  lozange  ÂBDC ,  dont  la  diagonale  AD 
passe  par  le  centre,  on  prendra  sur  le  prolongement  de 
AD,  la  partie  01  =  AD;  on  supposera  que  le  poids  de  la 
poulie  soit  exprimé  par  la  verticale  OL;  et  on  fera  le  second 
'  parallélogramme  OINL ,  dont  la  diagonale  ON  exprimera 
la  résultante  des  deux  puissances  Q ,  S ,  et  du  poids  de  la 
poulie.  Ainsi  la  résistance  appliquée  à  la  chappe  devra  être 
dirigée  dans  le  sens  NOK  ;  et  si  l'on  nomme  P  cette  résis- 
tance, p  le  poids  de  la  poulie,  on  aura  cette  suite  de  rap- 
ports égaux,  P:/?  :Q  :S  :  :  ON  :OL  :  AB  :  AC. 

Si  non  seulement  la  poulie  étoit  pesante ,  mais  qu'elle  fût 
encore  chargée  d'un  poids  X ,  la  construction  précédente 
et  le  résultat  qui  s'ensuit  subsîsteroient  toujours,  en  com- 
prenant le  poids  X  dans  le  poids  p. 

Remarque. 

179.  Il  est  évident,  par  les  deux  problèmes  précédents , 
que  si  les  puissances  Q  et  S  (  Fig.  90  )  tirent  de  bas  en  haut , 
et  que  la  poulie ,  pesante  ou  non ,  et  chargée  d'un  poids  X , 
demeure  en  équilibre  sans  le  secours  d'aucun  appui  ou 
dlaucune  autre  puissance,  la  résultante  des  deux  puissances 
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Q  et  S  sera  nécessairement  verticale,  puisqu'eUe  sera  égale 
et  contraire  (Ax.  II  )  à  Faction  dU  poids  appliqué  au  centre  O 
(le  la  poulie.  Les  deux  puissances  Q  et  S  feront  donc  alors 
des  angles  égaux  avec  la  verticale. 

Proposition    III.    Problème. 

180.  DÉTERMINER  Zej  Conditions  de  V  équilibre  pour  un 
système  de  poulies  mobiles  y  non  pesantes. 

Soit  (  Fig.  gi  )  un  système  de  poulies  non  pesantes  et 
mobiles  ,  C ,  G,  M.  La  première ,  qui  soutient  un  poids  P , 
est  embrassée  par  une  corde ,  dont  une  extrémité  est  arrêtée 
fixement  en  D,  l'autre  est  appliquée  à  la  chappe  de  la  seconde 
poulie  ;  celle-ci  est  embrassée  par  une  corde  arrêtée  d*un 
côté  fixement  en  E,  et  attachée  de  l'autre  à  la  chappe  de 
la  troisième  poulie ,  qui  est  elle-même  embrassée  par  une 
corde  attachée  fixement  en  O  par  un  bout,  et  tirée  de 
l'autre  côté  par  la  puissance  Q  ;  ainsi  de  suite  ,  s'il  y  avoit 
un  plus  grand  nombre*  de  poulies.  Supposons  que  tout  le 
système  soit  en  équilibre;  et  menons  les  rayons  et  les  sou- 
tendantes  des  poulies ,  comme  on  le  voit  dans  la  Figure.  En 
considérant;  ce  qui  est  permis  ,  l'équilibre  de  la  poulie  C, 
comme  si  cette  poulie  existoit  seule ,  et  nommant  F  la  ten- 
sion du  cordon  AF  :  on  aura  (17G) ,  P'F:  :AB:AC.  Par  la 
même  raison,  en  nommant  K  la  tension  du  cordon  IK,  on 
aura,  F:K  ::  IH:IG.  La  troisième  poulie  M  donnera  de 
même,  K:Q::NR:NM. 

Mettons  ces  proportions  les  unes  sous  les  autres  ,  et  mul- 
tiplions-les par  ordre  ;  nous  trouverons ,  P:Q  ::  AB'x  IH 
X  NR:AG  X  IG  X  NM;  c'est-à-dire  que  le  poids ,  ou  en 
général  la  résistance  P,  est  à  la  puissance  Q,  comme  le 
produit  des  sou  tendantes,  est  au  produit  des  rayons. 

Remarque. 

181.  Ow  doit  remarquer  que,  pour  se  ménager  la  liberté 
de  donner  à  la  puissance  Q  telle  direction  qu'on  veut,  on 
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lait  passer  souv^ent  la  corde  NQ  sur  une  poulie  fixe  X ,  qu'on 
appelle  poulie  de  renvoi;  et;  qu'alors  on  applique  la  puis- 
sance en  Q':  mais  il  est  clair  (176)  que  cette  puibsance  est 
toujours  la  même  dans  Tun  et  Tautre  cas*  On  emploie  les 
poulies  de  renvoi  dans  plusieurs  autres  occasions. 

Corollaire. 

182.  Lorsque  les  cordons  DB,  AF,  EH,  etc.  (Fîg.  92), 
sont  parallèles ,  les  soutendantes  deviennent  des  diamètres  ; 
etona,  P:Q::a  xaxaiiXiX  1 .  D'où  l'on  voit  qu'alors 
le  poids  ^  ou  la  résistance  y  est  à  la  puissance  ^  comme  le 
nombre  2  ,  élevé  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des 
poulies  mobiles ,  est  à  Vunité. 

Il  est  clair  que  la  poulie  de  renvoi  X  n'entre  jamais  dana 
ces  rapports, 

S  c  H  o  L  I  E. 

; 

i83.  Oir  voit  par-là  qu'en  augmentant  convenablement  le 
nombre  des  poulies  mobiles  ,  on  peut,  avec  une  force  mé- 
diocre ,  faire  équilibre  à  des  poids  très  considérables.  Par 
exemple,  dans  notre  Figure,  où  il  y  a  trois  poulies  mobiles, 
la  puissance  n  est  que  la  huitième  partie  du  poids.  Mais 
qu*on  fasse  passer  la  machine  -du  repos  an  mouvement,  la 
puissance  ira  huit  fois  plus  vite  que  le  poids  :  on  perd  donc 
en  temps  ce  qu'on  gagne  en  force. 

Proposition    IV.    Problème. 

1 84.  DÉTERMINER  Ics  conditioTis  de  V  équilibré  pour  un 
système  composé  de  poulies  fixes  et  de  poulies  mobiles. 

I. 

Soit  (  Fig.  g3)  un  nombre  quelconque  de  poulies  fixes ^ 
Aj  B4  C>  D;i  et  de  poulies  £;,  F^  G^  mobiles j^  et  chargé^ 


■    r 


-1*^    • 
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des  poids  P^  R  >  T;  toutes  embrassées  par  une  même 
corde j  qui  est  tirée  à  ses  extrémités  par  deux  puissances 
Q  et  S.  Tout  le  système  étant  supposé  en  équilibre ,  il  est 
évident  que  la  corde  est  également  tendue  dans  tontes  ses 
parties  ;  car  les  deux  cordons  qui  tirent  sur  chaque  poulie 
j6xe  ou  mobile^  considérés  en  particulier^  sont  également 
tendus  :  d'où  Ton  voit,  en  allant  de  proche  en  proche,  que 
la  corde  entière  est  par-tout  également  tendue ,  et  que  par 
conséquent  les  deux  puissances  Q  et  S  sont  égales  entre  elles* 
Quand  l'équilibre  est  établi,  on  peut,  à  la  place  de  Time  S 
des  puissances ,  substituer  un  point  fixe  auquel  la  corde  soit 
attachée;  la  puissance  Q  demeure  toujours  la  même, 

II. 

Prolongeons  les  cordons  appliqués  aux  poulies  mo- 
biles, jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent  aux  points  a,  g 9  ^9 
et,  ayant  pris  sur  leurs  directions  les  parties  égales  ab,  af, 
gh ,  gm  f  no,  ns ,  pour  représenter  les  tensions  égales  des 
mêmes  cordons  ,  dont  chacune  peut  être  exprimée  par  la 
puissance  Q,  décomposons  ces  tensions  en  deux  sortes  de 
forces  ,  les  unes  horizontales  ,  et  les  autres  verticales  ,  en 
faisant  les  parallélogrammes  rectangles  que  la  Figure  repré- 
sente. Les  poulies  E,  F,  G,  étant  indépendantes  les  unes 
des  autres  ,  et  ayant  la  liberté  de  se  mouvoir  en  tout  sens, 
il  faut  nécessairement ,  pour  qu'il  y  ait  équilibre ,  que  les 
forces ,  appliquées  à  chacune  d'elles  en  particulier ,  se  dé- 
truisent par  elles-mêmes ,  et  indépendamment  de  celles  qui 
agissent  sur  les  autres  poulies.  Ainsi,  pour  la  poulie  £,  les 
deux  forces  horizontales  ac,  ae ,  sont  égales  et  se  dé- 
truisent; et  la  somme  ad  -\'  ad,  ou  bc-^fe  des  deux 
forces  verticales  ad  est  égale  au  poids  P;  en  sorte  qu'on  a. 
Force  ac=.  Force  ae ,  P  =z  Force  ic  -4-  Force  fe. 

De  même ,  pour  la  poulie  F ,  on  a ,  Force  gi  =  Force  gly 
R  =  Force  hi  H- Force  ml. 

Et  pour  la  poulie  G,  on  a,  Force  np  =  Force  nt,  T  =:ï 
Porce  op  4-  Force  sr. 
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Or,  tous  les  triangles  rectangles  acb,  aef,gih,  etc., 
ayant  des  hypoténuses  égales,  les  côtés  bc ^  fe ,  hi,  etc. , 
peuvent  être  regardés  comme  les  sinus  des  angles  que  les 
cordons  font  avec  Thorizon.  Donc  /en  nommant  r  le  rayon 
ou  sinus  total,  on  aura, 

p Q  X  (  «in.  bac  -|-  sio.  fae  )      ^ Q  X  (  *ïn»  ^^  "f"  «in-  ^ngl  ) 

-  ;  ^ ;  ; 

»p Q  X  (  Mn    onp  -4-  «n.  snr  )  .   p  j^  ii  j_  'p 

r 
■  Q  («n.  ^rtc  +  f\u./ae  -f-  ^în.  hgi~{-  sin.  m^  -4-  sin.  o/î^  +  sin.  anr  ) 

r 

Ces  équations  donnent  les  proportions , 
P:Q::  sin.  bac  -+•  sin,/aje:r, 
.R:Q::sin.  hgi  ■+-  sin.  mglir, 
T:Q  ::  sin.  onp  H-  sin.  snrir, 
P:R::sin.  bac  -h  sin./aersin.  hgi  +  un.  mgl j 
P:T  ::sin.  bac  -^  sin./ae:sin,  onp  -+-  sin.  j/zr, 
R:T  ::  sin»  hgi  4-  sin.  wg/:t,in.  onp  -+-  sin.  j/zr, 
P  4-  R  H-T:Q::sin.  bac-^sin./ae  -i-  sin.  hgi^-  sin.  m^Z 
-f-  sin.  o/i^  H-  sin.  snrir. 

D  où  l'on  voit ,  i**.  que  chaque  poids ,  appliqué  à  Vune 
des  poulies  mobiles  ,  est  à  la  puissance ,  comme  la  somme 
des  sinus  des  angles  que  les  deux  cordons  tangents  à  cette 
poulie  font  ai^ec  V  horizon ,  est  au  sinus  total. 

2!*,  Que  les  poids  sont  entre  eux ,  comme  les  sommes  des 
sinus  des  angles  que  forment  ai^ec  ï horizon  les  cordons 
tangents  aux  poulies  mobiles  qui  les  soutiennent. 

3**.  Que  la  somme  de  tous  les  poids  est  à  la  puissance , 
comme  la  somme  des  sinus  des  angles  que  les  cordons  tan- 
gents aux  poulies  mobiles  font  aç^ec  l'horizon,  est  au  sinus 
total, 

Remaaque, 

i85  Le  système  proposé  étant  abandonné  à  lui-même, 
et  étant  parvenu  à  U  situation  d'équilibre  après  quelques 
môuyémeats  d  oscillation  dont  il  ne  s'agit  pas  ici ,  aura  tour 
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)OUTS  une  disposition  telle  que  les  conditions  mentionnées 
seront  remplies.  Maïs  si,  connoissant  les  poids  P,  R,  T, 
et  la  puissance  Q  ou  S,  on  veut  déterminer  cette  disposi- 
tion û^nbr/,  cela  sera  aisé.  Il  faudra,  pour  cela,  que  dans 
la  poulie  E,  les  deux  angles  bac,  fae,  soient  égaux,  pour 
avoir  des  forces  horizontales  ac,  ae,  égales  entre  elles.  De 
plus,  ces  angles  doivent  être  tels  que  la  somme  des  deux 
forces  verticales  bc,fe,  ou  le  double  de  Tune  bc  d'elles  soit 
égal  au  poids  P;  ce  qui  est  facile  à  obtenir,  puisqu'il  s'agit 
simplement  de  résoudre  un  triangle  rectangle  bac,  dans 
lequel  on  connoît  l'hypoténuse  ab ,  expression  de  la  puis- 
sance donnée  Q,  et  le  côté  bc,  expression  de  la  moitié  du 
poids  P  aussi  donné.  On  raisonnera  de  même  pour  les 
poulies  F  et  G. 

Proposition    V.    Problême. 

186.  Determimeh  les  conditions  de  Véquilibre,  lorsque 
les  poulies  sont  assemblées  dans  deux  chappes ,  [une fixe  , 
l'autre  rriobile. 

Supposons  (Fig.  94  et  96 )  que  les  poulies  supérieures, 
A,  B,  C,  etc.,  soient  assemblées  dans  une  même  chappe 
fixe  AK,  et  que  les  inférieures  E,  F,  G,  soient  assemblées 
dans  une  même  chappe  mobile  EF  chargée  d'un  poids  P. 
Ce  poids  doit  être  regardé  comme  formé  du  poids  parti- 
culier de  la  moufle  inférieure  et  de  ses  poulies,  et  du 
poids  étranger  que  cette  moufle  soulevé.  Que  toutes  les 
poulies  soient  embrassées  par  une  même  corde  dont  une 
extrémité  est  tirée  par  la  puissance  Q,  l'autre  est  arrêtée 
fixement  en  S  à  la  chappe  supérieure  ou  inférieure;  et 
que  tout  le  système  soit  en  équilibre.  Il  est  clair,  comme 
dans  larticle  i84>  que  .toutes  les  parties  de  la  corde  sont 
également  tendues,  et  que  chaque  tension  peut  être  re- 
présentée par  la  puissance  Q. 

Je  décompose  chacune  des  tensions  égales  des  cordons 
qui  soutiennent  la  moufle  inférieure,  en  deux  sortes  de 
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forces,  les  unes  horizontales,  les  autres  verticales,  comme 
on  le  voit  dans  les  deux  Figures.  Il  n'y  a  plus  équilibre 
maintenant  entre  les  forces  particulières  qui  agissent  sur 
chacune  des  poulies  inférieures ,  parceque  ces  poulies  étant 
contenues  dans  une  même  chappe,  à  des  distances  fixes  les 
unes  des  autres ,  doivent  être  regardées  comme  ne  formant 
qu'un  même  tout,  assujetti  à  suivre  le  mouvement  de  la 
chappe  qui  les  assemble.  Mais  il  y  aura  équilibre  dans  le 
système ,  si  Ton  suppose , 

1^.  Que  la  résultante  de  toutes  les  forces  horizontales  qui 
tirent  dans  un  sens  ,  soit  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  de  toutes  les  forces  horizontales  qui  tirent  dans  le 
sens  opposé;  c'est-à-dire ,  qu'en  nommant  F  et  F'  ces  deux 
résultantes ,  qui  sont  chacune  (5o)  la  somme  de  leurs  forces 
composantes,  on  ait  F=F  '  ;  et  que  de  plus  ces  forces  F  et  F  ' 
agissent^  suivant  une  même  ligne  I^otizontale  ,  Tune  de/ 
gauche  à  droite,  l'autre  de  droite  à  gauche. 

a^.  Que  la  résultante  des  forces  verticales  qui  proviennent 
des  tensions  des  cordons  proposés ,  soit  égale  et  directement 
opposée  au  poids  P;  en  sorte  que ,  nommant  G  cette  résul- 
tante ,  on  ait  G=P  ;  et  que  la  force  G  agisse  dans  la  direction 
de  la  verticale  PI. 

Cela  posé ,  on  voit ,  à  l'inspection  de  nos  deux  Figures  , 
que  les  tensions  égales  des  cordons  qui  tirent  la  moufle  in- 
férieure étant  représentées  par  des,  parties  égales  de  leurs 
directions,  la  somme  des  forces  verticales  qui  en  pro-* 
viennent,  ou  (5o)  la  force  G,  est  représentée  par  la  somme 
des  sinus  des  angles  que  ces  cordons  forment  avec  Thorî- 
zontale,  tandis  que  Tune  des  tensions  ,  ou  la  puissance  Q, 
est  exprimée  par  le  sinus  total.  Donc ,  à  cause  de  P=  G,  il 
s'ensuit  que  le  poids  P  est  à  la  puissance  Q ,  comme  la  somme 
des  sinus  des  angles  que  forment  avec  V horizon  les  cordons 
qui  Soutiennent  la  moufle  inférieure  ^  est  au  sinus  total. 

Remarque. 
187.  La  moufle  inférieure,  chargée  du  poids  P,  étant 
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abandonnée  à  «Ile-même,  finira  par  prendre  la  position 
d'équilibre  ;  et  alors  la  pi*bportion  qu'on  vient  de  trouver, 
^  aura  toujours  lieu  :  cela  suffit  pour  la  pratique.  Le  problème 
înv^erse,  ou  la  détermination  générale ,  et  ^  priori ,  de  la  po- 
sition que  la  moufle  inférieure  doit  prendre  pour  qu'il  y  ait 
équilibre  ,  mené  à  des  calculs  qui  ^  sans  être  difficiles ,  sont 
Icmgs  et  de  peu  d'usage.  Je  les  supprime ,  par  cette  raison. 

Corollaire. 

188.  Qcrx  le  système  étant  toujours  en  équilibre,  I09 
cordons  qui  agissent  sur  la  moufle  inférieure ,  deviennent 
parallèles  ;  ils  seront  nécessairement  verticaux.  Car ^  si, 
étant  parallèles,  ils  n'étoient  pas  verticaux  ,  ils  seroient  tous 
inclinés  dans  le  même  sens  :  d'où  il  suit  que  les  forces  hori- 
zontales, agissant  toutes  dans  le  même  sens  ,  ne  pourroient 
pas  se  détruire,  et  que  par  conséquent  il  n'y  auroit  pas 
équilibre.  De  plus,  le  sinus  de  langle  formé  par  chacun  de 
ces  cordons  avec  l'horizon  devient  le  sinus  total.  Donc 
alors  (184)  ^  poids  est  à  la  puissance ,  comme  le  nombre 
des  cordons^  qui  tirent  la  moujle  inférieure  ^  est  à  V unités 

ScholieI. 

r 

189.  On  voit  par-là  que  le  poids  est  à  la  puissance  dans 
le  plus  grand  rapport  possible ,  lorsque  les  cordons  qui 
tendent  à  soulever  la  moufle  mobile  sont  parallèles ,  et  par 
conséquent  verticaux.  Cette  disposition  est  donc  la  plus 
avantageuse  de  toutes ,  pour  faire  équilibre ,  avec  une  force 
donnée,  au  plus  grand  poids  possible.  Mais,  dans  le  cas  du 
mouvement ,  la  vitesse  du  poids  est  à  celle  de  la  puissance , 
comme  l'unité  est  au  nombre  des  cordons  qui  tirent  la  moufle 
inférieure.  Ainsi  on  perd  en  temps  ce  qu'on  gagne  en  force. 

SCHOLIE     II. 

190.  Le   principal  usage  des  moufles  dans  la  pratique 
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étant  de  faire  gagner  de  la  force,  on  s'attache^  autant  qu'il 
est  possible,  à  rendre  les  cordons  parallèles.  On  voit  des 
exemples  de  ce  parallélisme  dans  les  Figures  96 ,  97^  98.  La 
corde  peut  être  arrêtée  à  la  moufle  supérieure  ou  à  Tin- 
férieure. 

Dans  la  Figure  96,  les  centres  des  poulies  de  chaque 
chappe  sont  dans  une  même  ligne  droite  ;  et  les  diamètres 
de  ces  poulies  croissent ,  en  allant  suivant  l'ordre  de  la 
corde,  à  partir  du  point  où  elle  est  attachée  à  Tune  des 
moufles ,  croissent,  dîs-je,  comme  une  progression  arithmé- 
tique ,  dont  la  différence  est  le  diamètre  de  la  plus  petite 
poulie.  Cet  assemblage  a  l'inconvénient  d'être  un  peu  vo- 
lumineux. 

Dans  la  Figure  97,  toutes  les  poulies  des  deux  moufles 
ont  des  diamètres  égaux,  et  celles  de  chaque  moufle  sont 
traversées  par  un  goujon  commun.  Ces  sortes  de  moufles 
sont  fort  en  usage.  Les  cordons  n'y  sont  pas  exactement 
parallèles;  mais  ce  défaut  est  peu  considérable. 

Dans  la  Figure  98,  les  poulies  de  chaque  moufle  forment 
une  espèce  de  cône  tronqué  ou  Ae  fusée.  Les  diamètres  des 
poulies  vont  en  progression  arithmétique ,  suivant  la  même 
loi  que  dans  la  Figure  96.  Cette  troisième  espèce  de  moufle 
est  peu  en  usage. 

Remabque. 

191 .  La  moufle  supérieure  est  portée  ordinairement  par 
un  appui,  qu'on  peut  regarder  comme  invincible.  Si  on 
vouloit  déterminer  la  pression  qui  résulte  contre  l'appui, 
en  vertu  du  poids  P  et  de  la  puissance  Q ,  cela  seroit  aisé. 
Par  exemple ,  dans  la  moufle  de  la  Figure  g4,  on  prolongera 
les  directions  du  poids  P  et  de  la  puissance  Q,  jusqu'à  ce 
qu'elles  se  rencontrent  en  O;  et  prenant  les  parties  OM,  ON, 
pour  représenter  ces  deux  forces ,  on  achèvera  le  parallélo- 
gramme OMHN.  La  pression  résultante  de  là  contre  l'appui, 
sera  représentée  par  la  diagonale  OH. 
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Il  n  ^t  pas  nécessaire  de  faire  observer  que  si  la  moufle 
inférieure  y  au  lieu  de  porter  un  poids  ,  soutenoit  une  résis- 
tance dont  la  direction  ne  fût  pas  verticale ,  tout  ce  qu'on  a 
dit  pour  le  premier  cas  s'appliqueroit  à  celui-ci ,  en  prenant 
pour  la  verticale  la  direction  de  la  résistance  j  et  pour 
rhorizontale  la  perpendiculaire  à  cette  direction. 


SECTION     IV. 

Du  Tour,  et  de  ijuelques  autres  Machines  qui 

s  y  rapportent. 


192.  Lie  Tour  y  Treuil  y  ou  Cabestan  y  est  une  machine 
composée  d'un  cylindre  et  d'une  roue ,  qui  ont  le  même  axe  ; 
ou  du  moins ,  son  effet  peut  toujours  être  regardé  comme 
résultant  d'un  tel  assemblage.  Une  puissance  Q  (  Fig.  gg  ), 
appliquée  à  la  roue  ou  à  ce  qui  en  tient  lieu  ,  oblige  la  corde 
qui  soutient  le  poids  P  à  s'envelopper  autour  du  cylindre, 
et  par  conséquent  le  poids  à  s'élever.  Le  cylindre  est  garni , 
à  ses  extrémités,  de  touriUons  qui  portent  sur  des  appuis. 

igS.  Cette  machine  a  différentes  dénominations  ^  selon 
sa  position  et  les  usages  auxquels  elle  sert.  Quand  le  cylindre 
est  horizontal,  et  par  conséquent  la  roue  verticale,  elle 
s'appelle  Tour  y  Treuil  ^  quelquefois  simplement  i{oz/e,  du 
nom  de  la  principale  pièce.  On  l'emploie  beaucoup  pour 
tirer  deyiierres  du  fond  des  carrières ,  et  en  général  pour 
souleverdes  fardeaux  très  pesants. 

Dans  ces  sortes  de  cas  ,  oh  garnit  les  jantes  de  la  roue 
de  chevilles  auxquelles  des  hommes  s'appliquent  par  leurs 
mains  ;  ce  qui  leur  donne  le  moyen  de  s'aider  d'une  partie 
de  leurs  poids  pour  faire  tourner  la  machine. 
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Souvent ,  au  Itep  de  se  servir  d*fine  roué  garnie  de  che- 
villes y  on  se  contente  simplèfAenk  de  âcfaer  perpendiculai- 
rement au  cylindre  (  Fig.  loo  )  des  barrés ,  aux  extrémités 
desquéHes' des  hommes  agissent  par  lenfs  bras  et  par  une 
partie  de  leur  poids.  On  pent  rapporter  à  cette  espèce  de 
tour  celui  dont  on  se  sert  quelquefois  (  Fig.  161  )  pour  tirer 
de  Teau  d'un  puits  profond ,  et  qu'on  fait  mouvoir  par  le 
moyen  de  manivelles  ^  M  ,  M. 

Il  y  a  des  occasions  où  Ton  emploie  pour  roue  un  grand 
tambour  creux  ,  dans  lequel  des  Hommes  ,  en  marchant , 
font  tourner  la  machine  par  leur  poids.  Voyez  les  Fi- 
gures m  ^  ii^« 

194.  Quand  le  cylindre  est  vertical  (  Fig.  102  }  ^  la  ma- 
chine se  nomme  cabestan.  Alors  on  n'y  emploie  presque 
jamais  une  roue  ;  elle  est  suppléée  par  des  barres  horizon- 
tales qui  traversent  le  cylindre ,  èi  que  dés  hommes  tirent 
ou  poussent  par  leurs  extrémités.  Lé  cabestan  est  d'un  grand 
usage  dans  la  marine,  pour  làh(:er  Tâncre  à  la  mer,  ou  pour 
l'en  retirer.  Il  sert  aussi  a  terre  en  plusièuni  ocôasions, 
comme  pour  tirer  des  pierres,  ou  dë^  tonneau;^  pleins ^  d'un 
bateau  qui  est  sur  la  rivière  ,  ou  pour  mouvoir  d*autrës  far- 
deaux très  pesants,  et  lés  faire  approcher  d'un  certain  but. 

195.  Il  est  évident  que  les  effets  de  toutes  les  différentes 
espèces  de  tours  reviennent,  dans  le  fond,  à  celui  du  tour 
représenté  par  la  Figure  99.  Ainsi,  je  suppose  qu'à  la 
roue  ABD  (  Fig.  io3  ),  et  à  la  section  MNK  du  cylindre  ^ 
faite  en  un  endroit  quelconque ,  perpendiculairement  à 
Taxe  EF,  on  applique,  suivant  des  directions  tangentielles 
et  situées  respectivement  dans  des  cercles  paralldea  ABD, 
MNK ,  ime  puissance  Q  et  un  J)oids  P ,  qui  se  contreba- 
lancent ,  et  qui  tendent  à  faire  tourner  la  machine ,  en  se»s 
contraires  >  autoiur  de  Taxe  EFr 
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pAol>osfTioir  I.  Problème. 
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ig6.  DbT£Hminer^  dans  cette  hypothèse  y  i^.lafela^ 
tion  que  ces  deux  forces  ont  entre  elles  dans  Vètat  d'éaui* 
libre  ;  a°.  les  pressions  qu'elles  produisent  sur  les  appuis 
Et  et  F  ,  qui  portent  la  machine. 

Pour  résoudre  la  première  question  ,  nommons  R  le 
rayon  CA  de  la  roue^  r  le  rayon  ON  du  cylindre  ;  et  ima- 
ginons qu'ayant  prolongé  le  rayon  iiorizontal  ON  du  cy- 
lindre^ tellement  qu'on  ait  une  ligne  égale  à  R ,  on  applique 

à  Textrémitë  de  cette  ligne  un  poids  représenté  par  --— .  Ce 

nouveau  poids  tendra  à  produire  (49)  le  même  moiivemcnc 
de  rotation  autour  du  point  O ,  que  le  poids  F»  Ainsi ,  par 
rapport  à  ce  mouvement,  nous  pouvons  concevoir  qua  la 
place  du  poids  P  ,  on  a  substitué ,  à  la  distance  R  de  Taxe,  le 

poids  — ^'  Alors  nous  aurons  deux  forces,  Q  et  — ^ ,  ap- 
pliquées ,  suivant  des  directions  tangentielles  ,^  a  deux  cercles 
égaux ,  qu'elles  tendent  à  faire  tourner ,  en  sens  contraires , 
autour  de  l'axe  EF.  Donc  il  n*y  aura  pas  de  raison  pour 
que  la  machine  tourne  dans  un  sens  plutôt  que  dans  l'autre^ 
êi  ces  deux  forces  son€  égales ,  c'est-à-dire ,  si  on  a  lequa- 

tion  Q  =  •— 5—  Cette  équation    donne  la   proportion^ 

P:Q::R:r.  D'où  l'on  voit  que,  dans  le  tour ,  le  poids  P 
et  2a  puissance  Q  étant  supposés  en  équilibre  ^  le  poids  est 
à  la  puissance,  comme  le  rayon  de  la  roue  est  à  celui  du 
cylindre. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  forces  P  et  Q  soient  dans  un 
niéme  plan.  La  proportion  précédente  a  toujours  également 
lieu. 

Pour  déterminer  les  pressions  des  appuis  E  et  F,  nou» 
observerons  que  ,  les  appuis  soutenant  la  machine  entière  , 
les  forces  qui  proviennent  du  poids  P  et  de  la  puissance  Q, 
doivent  y  passer^  et  y  trouyer  leur  destruclion*  luiagiQQQs , 

9' 
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par  chacun  des  points  E  et  F ,  deux  sections  concentriques  ^ 
et  de  plus  paralieles  et  égales  chacune  à  chacun  des  deux 
cercles  ABD,  MNK  ;  ces  sections  sont  abd^  mnk ,  pour 
le  point  E  ;  et  à^b^d^ ,  mhi^là,  pour  le  point  F.  Menons  par 
les  points  A  et  N  les  droites  aKa^ ,  nNn^ ,  parallèles  à 
Taxe  EF  ,  et  dont  la  première  rencontre  les  circonférences 
abd,  a}Vd^ ,  aux  points  a ,  a'  ;  et  la  seconde  rencontre  les 
circonférences  mnk  ^  rrJvfl^^  aux  points  /i,  n'.  Par  les 
points  a  ^X  a\  menons  les  droites  aq ,  ci q^ ,  parallèles 
à  AQ  ;  et  par  les  points  /i  ^t  /i' ,  les  droites  np ,  n^p^  paral- 
lèles à  NP.  Enfin ,  tirons  les  rayons  CA,  Ea,  Fa' ;  ON, 
E/i ,  Fw' .  Cette  construction  faite,  je  décompose  le  poids  P 
en  deux  autres/?,  /?',  dirigés  suivant /z/9,  n^p^ }  et  la  puis- 
sance Q  en  deux  autres  q y  q^  ,  dirigées  suivant  aq ,  a'q\ 
Ainsi,  à  la  place  des  deux  forces  P  et  Q,  nous  avons  les 
quatre  forces  p,p^ ,  q,  q'» 

Maintenant,  il  est  clair  qu'en  vertu  des  deux  forces  /? ,  ^ , 
l'appui  E  souffre  une  pression  égale  à  leur  résultante  ;  et 
que  pareillement,  en  vertu  des  deux  forces/?',  q\  l'appui  F 
souffre  une  pression  égale  à  leur  résultante.  Donc ,  si,  après 
avoir  mené  les  verticales  Ez,  Fj,  et  les  droites  EA,  Èm , 
parallèles  à  AQ ,  on  représente  p  par  Kg ,  q  par  EA ,  /?'  par  F/, 
q^  par  Ftti;  qu'ensuite  on  achevé  les  deux  parallélogrammes 
E///g- ,  Fm//  ;  les  diagonales  E^,  ¥1^  représenteront  respec- 
tivement les  pressions  des  deux  appuis  E  et  F.  Or,  les  deux 
forces  p  y  p^  j  ^^  l^ur  résultante  P ,  étant  parallèles  ;  et  de 
même  les  deux  forces  q,  ^',  et  leur  résultante  Q,   étant 

1,  1  //rv  P  X  N/î'       P  X  OF       ,       P  X  N/» 

parallèles  :  on  a  (45) ,  p  =  — — —  =  —^^ ,  />'  =  —^^^^ 

les  forces  /? ,  p^ ,  q  ,  ^ ' ,  seront  connues ,  puisque  les  quan- 
tités P,  Q  ,  EF,  OE,  OF,  CE,  CF,  sont  toutes  données. 
De  plus,  on  connoît  les  angles  ¥gt,  Fil,  qui  sont  égaux 
chacun  à  Fun  des  angle^  (  donnés  ),  que  fait  la  direction  de 
la  puissance  Q  avec  la  verticale.  Par  conséquent,   on  a 


L     FART.      C  H  A  P.     III.  l35 

^oates  les  données  nécessaires  pour  résoudre  ,  suivant  les 
règles  de  la  géométrie^  chacun  des  triangles  £^^^  'EU,  et 
déterminer  les  pressions  cherchées  Fty  FL 

Remarque  I^ 

197.  *Noxj«  pouvons  représenter  les  pressions  par  des 
formules  générales  très  commodes ,  et  qu  on  appliquera  sans 
peine  à  chaque  cas  particulier.  Pour  cela ,  décomposons  les 
forces  exprimées  par  Eh ,  Fm,  chgtcune  en  deux  autres  Fx, 
Eu;  Fy y  Fr ;  Tune  jhorizontale ,  l'autre  verticale.  De  plus  , 
menons  les  horizontales  tz ,  Is,  Il  est  évident  que  l'appui  £ 
supporte  une  pression  horizontale  représentée  par  Kr ,  une 
pression  verticale  représentée  par  Êz;  et  Tappui  F,  une 
pression  horizontale  représentée  par  Fy ,  une  pression  ver- 
ûcale  représentée  par  F^.  Supposons 

le  sînus  total     ,      .      .     .     .     .     .\.     .     .     .     =1, 

le  sinus  de  l'angle  AE2?,  ou  mFyj  que  fait  la 
direction  de  la  puissance  Q  avec  l'horizon  •     .       ==  a  , 

le  cosinus  de  cet  angle =  t, 

lapres.sionE^  de  l'appui  £ =£, 

sa  pression  horizontale  £  a? =  ^  9 

sa  pression  verticale  £z =e\ 

.    la  pression  F  Z  de  l'appui  F =  F , 

«a  pression  horizontale  F  y  .      ......       =  y  > 

«apression  verticale  F  <s =J^* 

Cda  posé ,  puisque  Eh=qj  Eg=p ,  Fm=q^,  Fi=p^  ;  et 
que  d'un  autre  côté ,  Ex  ovl  zt  =:Eh  x  —  ,  xh  ou  gz  ==  FJi 

X-,Fyou;jiî=Fm  X  —,  Fr  ouis  =  Em  x  y*  Ef  = 
i/i(tzy^(Ezy],  m  =  \/[(lsy  +  (¥sy]:on&uTa, 

n-  Xjt-    .        A-  PxOF       ,   _PX0E 

Qr  on  a  déjà  trouvé ,  p  z=:  -  ,  p=  "ëF" '  ^  — 


■ 
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^±}S. ,  ^'=^^^1^--—.  Donc .  en  substituant  ces  valeurs  dans 

EF    *  ^  EF  ' 

les  équations  précédentes  ,  oaaura,  e=    ^      —  ;   e'  = 

PXOFH-xQXCF    T7_v/[(irQXCF)«-f-(PxbF+xQxCF)*]. 

EF '  ^ ÊF ' 

r_*^QxCE^   rf_PxOE  +  xQxCE  ,   «_ 
^— — E^— >/ Ë^: »^—       •       •        • 

V  [(yQ  X  CE)^4-  (P  xOE^-xQ  xCEyj 

EF 
Examinons  avec  quelque  détail  les  conséquences  qui  ré- 
sultent de  ces  formiûes. 

t^OAOLLAIRE      I. 

ig8.  La  puissance  Q  étant  supposée  conserver  toujours 
la  même  direction ,  les  pressions  hoFizontalfiS  e  et  /  des 
appuis  demeurent  toujours  les  mêmes  ^  en  quelque  endroit 
du  cylindre  que  le  poids  soit  appliqué ,,  pai;*.ceque  toutes 
les  quantités  jt,  Q,  CF^  CE^  EF.,  quientrent  dans  les  va- 
leurs de  ces  pressions,  sont  constantes. De  plus,  à  cause 

de  e  +/=  ^Q.X^^^t^?^  =  ^  Q  :  il  s'ensuit  que  la  somme 

EF 

des  deux  pressions  horizontales  des  appuis  est  igûle.au  pro^ 

duit  de  la  puissance  par  le  cosinus  de  F  angle  qiC  elle  fait 

ai^ec  r horizon.  Cette  expression  est  censée  divisée  par  le 

sinus  total  qui  est  pris  pour  Tunité. 

CoiVOLLAIRE     IL 

199.  Les  pressions  verticales  demeureroient  aussi  tou- 
jours les  mêmes,  si  le  poids  répondoit  toujours  au  même 
point  O  de  Taxe.  Mais  comme  la  corde  a  un  certain  dia- 
mètre ,  et  que  les  rangs  de  corde  se  placent  les  uns  à  cAté 
des  autres  sur  le  cylindre,  il  .est  clair  quà  mesure  que  Le 
poids  monte,  le  point  O  change  de  place.  0*oii.il  suit-que 
Içs  valeurs  des  deu^  pressions  e '-et  y^  changent  aussi.  Mais 
leur  somme  est  toujours  une  quantité  constante.  Car 
e..^/.-PX(OF4-OE)+xQx(CFH^CE)_p  ,  ^^ 
^  EF 
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Ainsi  l4f>  êonunfi  des  deux  pressions  "Verticales  des  appuis 
est  égale  à  la  somme  du  poids,  et  du  produit  de  la  puis- 
sance  par  le  sinus  de  t angle  qu'elle  f où  avec  Phorizon  , 
divisé  par  i ,  qui  est  le  sinus  total. 

GOROLLAIRSIII. 

sop.X^.UANT  ftux  pces^^ojos  ]|;ésuluntds  E^  F,  elles  ne 
sont;  pas  les  mêii;ies  en  général ,  comno^e  on  le  yoit  |^r  -leurs 
valeurs  données  ci-dessus. 

De  plus  .  il  est  évident  que  cesmêvies  fprcqsEf  F  >.i^ç 
seront  •  dirigées  dans  un  même  plan  que  quai^d  les  dçiuc 
triangles  £z/^  "Bsl,  seront  semblables  ^  et  que  p^^ /^ouoi^ 
quent  on  aura  la  proportion ,  "Eaitt::  F  s  :si,  Suppospps  ,^uç 
cette  proportion  ait  Ueu  en  effet  ^  ou  ^  ce  qui  revient  au 
même ,  qu'on  ait , 

PxOF+xQx  CF  .  irQXCF.  .PxOE+^^QXCE  .  ^XCE, 
;£;F  "        EF       "  EF  *      EF      ' 

nous  tirerons  de  là  Téquation,  t  X  OF  x  ÇE= jr  x  QE  X  ÇF; 
ou  ;r  X  OF  X  CE— T  X  OE  X  CF=o,  qui  donne,  ouîr=o, 
ouOFxÇJE— OExCF=o. 

Dans  le  premier  cas,  c'est-à-dire,  lorsque  «•=  o,  la  di- 
rection de  û  puissance  est  ve];ticale  ;  les  pressions  horizon- 
tales des  appuis  s'évanouissent  :  il  ne  reste  plus  que  les  deux 
pressions  verticales ,  qui  sont  dans  le  plan  yertical,  passant 
par  Taxe  EF. 

Dans  le  second  cas,  où  frétant  une  quantité  finie,  on  auroit 
OFxCE— OE  xCF  =  o,ou(EF— OE)xCE  — OEx 
(  EF  —  CE  )  =  o ,  ou  OE  =  CE  ,  on  voit  que  la  direction 
de  la  puissance  Q  n'étant  pas  verticale,  les  deux  pressions 
résultantes  contre  les  appuis  ne  sont,  dans  un  même  plan 
que  giiai^d  le  poids  et  la  puissance  sont  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  EF. 

Ainsi  les  pressions  résultantes  contre' les  appuis ,  ne  sont. 
dans  un  même  plan  que  quand  le  poids  et  la  puissance  ont 
des  directions ,  ou  parallèles ,  ou  situées  dans  un  même  plan 
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vertical ,  perpendiculaire  à  TajLe,  Ce  çni  comprpod  anssi  le 
ca»  où  1  on  auroit  tout  a  la  ioû  •-=  o ,  0£  =  CE. 

Co&OLLAI&S     IV. 

aoi.  Lo&^Quz  la  direction  de  la  puissance  Q  est  Terii- 
calt ,  et  que  par  cons^équent  x  =  o,  >.=  i:  ona,c  =  o; 

tF ^r=o.r  — r jij         . 

Ainsi  ii  n*j  a  plus  de  pressions  horizontales ,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  ;  et  on  aura  la  pression  verticale 
iun  appui f  en  multipliant  Im  poids  et  la  puissance ,  cha:un 
par  la  partie  de  Taxe  qui  lui  répond  ,  et  située  du  cùié  de 
t  autre  appui;  ajoutant  ensemble  les  deux  produits ,  et  di^ 
visant  la  somme  par  l'axe* 

CoaOLLAlRE     V. 

aoa.  Supposo Ks  que  la  puissance  Q  tire  horizontale- 

«  ,  QXCF 

ment,  on  aura^  a=o^  »■=  i.  Par  conséquent,  g=    ^^     9 

,,_PX0F.  T7_>/[(QxCFrH-(PxOF)'3,^_Q)<Çg, 

^ ÏT"'^ Ef •'"^    A^ 

^_PX0E,    ir_  V^f  (QxCEr+(PxOEr  ] 
•^   ~     FF     '  fiï"       . 

Il  c;st  facile  de  traduire  ces  expressions  en  langage  ordi- 
naire.' Je  ne  los  traduis  point ,  pour  éviter  la  prolixité. 

I^i  lecteur  fera  aisément  d'autres  applications  de  ces  for- 
mules. 

Corollaire    YL 

2o3.  Nous  n'avons  fait  entrer  dans  les  valeurs  des  pres- 
sions des  appuis  que  le  poids  P  et  la  puissance  Q.  Si  on  y 
veut  faire  entrer  aussi  le  poids  du  cylindre  et  de  la  roue , 
cela  sera  facile.  Car ,  imaginant  ce  poids  réuni  à  son  centre 
de  gravité,  il  ne  s'agira  que  de  le  décomposer  en  deux  forces 
qui  passent  par  les  appuis ,  et  qui  s'ajoutent  aux  forces  ;9 ,  p^  ; 
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ensnite  on  emploiera  ces  deux  sommes ,  comme  on  a  em- 
ployé ci-dessus  p ,  p^. 

S  c  H  O  L  I  £. 

âo4*  On  voit  en  gënéral  que ,  relativement  à  la  manière 
dont  ie  poids  et  la  puissance  sont  disposés  et  se  contreba- 
lancent mutuellement ,  l'effet  du  tour  revient  à  celui  d'un 
levier  de  la  première  espèce.  Ainsi  la  remarque  que  nous 
avons  faite  (i5i)  au  sujet  de  ce  levier^  s'applique  également 
au  tour;  je  veux  dire  que  si,  dans  l'état  d'équilibre,  la 
puissance  est  moindre  que  le  poids ,  et  cela  dans  le  rapport 
du  rayon  du  cylindre  à  celui  de  la  roue  :  aussi,  dans  l'état  de 
mouvement,  la  puissance  marche  plus  vite  que  le  poids,  et 
cela  dans  le  rapport  du  rayon  de  la  roue  à  celui  du  cylindre. 

Proposition   II.   Problème. 

zoS.  DixER MINER  les  coiiduions  de  l'équilibre ,  lorsque 
plusieurs  poids  et  plusieurs  puissances  sont  appliqués  à  la 
fois  à  un  tour. 

Supposons^  pour  envisager  la  question  encore  plus  gêné' 
ralement ,  une  machine  composée  de  plusieurs  roues  et  de 
plusieurs  cylindres ,  qui,  ayant  un  axe  commun,  ont  d'ail- 
leurs des  rayons  quelconques;  qu'aux  extrémités  des  rayons 
R,  R',  Rf,  R'",  etc.  des  roues,  agissent  les  puissances 
Q»  QS  Q''^  Q'"^  etc.  ',  et  aux  extrémités  des  rayons  r,  r , 
7^\  r"',  etc.  des  cylindres,  les  poids  P,  F,  P",  P",  etc. 
On  aura ,  dans  le  cas  d'équilibre ,  Q  x  R  -H  Q'  X  R'  -H 
Q"  X  R'H-Q'"  X  R^'H-etc.zizP  X  r  +  P'  X  /H- F'  x  ^' 
-+-  P'"  X  r'"  +  etc.  Car  il  faut  que  la  somme  des  moments 
des  forces  Q,  Q',  Q",  etc. ,  qui  tendent  à  faire  tourner  la 
machine  dans  un  sens  autour  de  Taxe,  soit  égale  à  la  somme 
âea  moments  des  forces  P,  F,  P",  etc.,  qui  tendent  à  la 
faite  tourner,  dans  le  sens  contraire ,  autour  du  même  axe. 
'A  regard  des  pressions  des  appuis ,  elles  se  détermineront 
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ainsi.  Commencez  par  décomposer  chacune  des  forces  P ,  P', 
P",  etc. ,  et  cHacune  des  forces  Q ,  Q',  Q",  etc. ,  comme 
on  a  décomposé  ci-dessus  les  deux  forces  P  et  Q  :  réduisez 
toutes  les  forces  qui  proyieanent  à  chaque  appui ,  à  deux 
sortes  de  forces  y  les  unes  horizontales  ^  les  autres  verticales  ; 
prenez  les  sommes  ou  les  résultantes  de  ces  forces  horizon- 
tales et  verticales  ;  et  cherchez  la  résultante  de  ces  deux 
résultantes  :  elle  exprimera  la  pression  de  Tappui  que  vous 
considérez. 

Du  Cric. 

206.  LÉ  cric  simple  (Fig.  io4}est  composé  d'une  barre 
AB^  garnie  à  lune  dé  ses  faces  de  dents  de  fer^  et  mobile 
dans  une  chasse  CE.  Les  dents  de  la  barre  AB  engrènent 
avec  celles  d'une  petite  roue  ou  pignon  DD^  qu'on  fait 
tourner  sur  son  axe ,  au  moyen  de  la  manivelle  NM.  Les 
dents  du  pignon  soulèvent  la  barre ,  et  font  par  conséquent 
monter  un  poids  placé  sur  sa  tête  A* 

En  considérant  l'effort  que  chaque  dent  du  pignon  fait 
en  D  pour  soulever  la  barre  ^  comme  un  poids  à  élever ,  il 
est  clair  (196)  que  la  puissance^  appliquée  à  la  manivelle^  est 
à  ce  poids  ^  comme  le  rayon  du  pignon  est  au  bras  NM.de 
la  manivelle  :  d'où  l'on  voit  qu'en  faisant  le  rayon  du  pignon 
très  petit  par  rapport  à  celui  de  la  manivelle  ,  on  peut, 
avec  une  force  médiocre ,  élever  un  poids  très  cojisidérable. 

Quelquefois^  pour  soulever  un  plus  grand  poids  avec  la 
même  force  appliquée  à  la  manivelle  ^  on  emploie  dans  le 
cric  plus  d'un  pignon.  Alors  l'effet  du  cric  est  le  même  que 
celui  des  roues  dentées ,  que  nous  allons  expliquer. 

Des  Rques  dentées. 

207.  Tout  le  monde  connoît  la  figure  des, roues  dentées^  ' 
On  sait  que  les  dents  sont  des  parties  saillantes  par  lesquelles 
les  roues  engrènent  les  unes  avec  les  autres  y  et  se  trans- 
weir'»*^  l'action  de  la  force  motrice.  Ces  roues  sont  d'un 
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grand  usajge  daas  les  mio;aIin8 ,  et  en  génér^il  .daQs  toutes 
les  machines  mues  par  le  courant  d'u»  flvide^  et  dans  celles 
où  le  principe  moteur  ne  peiu  pas  être  iippUqué  immédia- 
tement à  la  place  même  pji  il  doit  opérer  son  £${eu  Qrdin^- 
rement  on  assemble  sur  un  même  arbre  ,  et  dans  de^  plans 
différents  ,  une  grande  xoue^  et  une  petite ,  autrement  nom- 
mée pignon ,  dont  les  dents  ou  ailes  engrènent  avec  les 
dents  d'une  autre  roue.  Dans  les  graudes  machines ,  on 
substitue  souvent  aux  pignons  des  lanternes  (  Eig.  toS  ) , 
qui  ne  sont  autre  chose  que  des  cylindres  assemblés  parallè- 
lement entre  eux  dans  des  plateaux  M^  N  :  alors  les  dents 
de  la  roue  engrènent  avec  les  fuseaux  de  la  lanterne ,  comme 
elles  feroient  avec  les  ailes  d'un  pignon.  Le  mécanisme  re- 
vient absolument  au  même  dans  les  deux  cas.  Contentons- 
nous  donc  d'examiner  reugrenage  des  roues  et  des  pignons. 

PjlO  POSITION    JII.     PjdOBÏ^jÈia.E. 

jao8.  DiT.Eji;tiiiN^.ji  les  conditions  de  l'équilibre  entre 
plxisieut^  roues  et  plusieurs  pignons  çui  engrènent  en^en^le. 
Soient  trois  roues  A,  B,  C  (Eig,  106  ) ,  et  leurs  pignpn;* 
correspondants  dj  b,  c.Le  pignon,. ou  plutôt  le  cylindre,^}, 
soutient  un  poids  P;  la  roue  A,  qui  a  le  même  arbre  que 
lui,  engrené  avec  le  pignon ;&;  la  roue  B  ,  qui  a  même 
arbre  que  le  pignon  b ,  engrené  avec  le  pignon  c;  la  roue  C, 
qui  a  même  arbre  que. ce  pignon,  est  tirée  à  sa  circonférence 
par  lapuissanceQ^  et  tout  le  système  est  en  équilibre.  'Nom- 
mons 41,  R'j.RV,  les  rayons  des  roues;  r,  r',  r",  ceux 
des  pignons;  E  Téffort  de  la  roue  A  contre  le  pignon  b; 
E'  r^ffo^t  de  k  roue  B  contre  le  pignon  c.  En  regardant 
,  l 'effort  reçu  par  chaque  pignon,  comme  un  poids  qui  lui 
est  appliqué  ,  il  est  évident  (ig6)  qu'on  aura  ces  trois  pro- 
portions : 

P:E:.R:r, 

E:'E' ::R':r', 

E^•Q::R'':r'^ 
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lesquelles^  ëtant  multipliées  par  ordre  y  donnent , 

P:Q::R  XR'  X  R'^rrxr:  xr'. 
D'où  il  suit  que  le  poids  P  est  à  Ut  puissance  Q  ,  comme  le 
j  produit  des  rayons  des  roiies  est  au  produit  des  rayons  des 

pignons. 

Il  en  seroit  de  même ,  s*il  y  ayoit  un  plus  grand  nombre 
de  roues  et  de  pignons. 

On  voit  par-là  que  ces  sortes  de  machines  peuvent  donner 
un  très  grand  avantage  à  la  puissance  sur  le  poids ,  relative- 
ment à  la  force  ;  mais  cet  avantage  est  acquis  aux  dépens  du 
temps  j  lorsque  la  machine  passe  du  repos  au  mouvement. 

Proposition   IV.    Problème. 

2og.  DÉTERMINER  les  nombrcs  de  dents  et  d* ailes  que 
doivent  avoir  plusieurs  roues  et  plusieurs  pignons  qui  en- 
V  grenent  ensemble ,  pour  faire  des  nombres  donnés  de  révo^ 
luttons,  dans  des  temps  donnés. 

Ce  problème  n  appartient  pas  propreipeiit  à  la  statique  ; 
mais  il  est  souvent  utile  dans  la  composition  des  machines, 
principalement  dans  Thorlogerie  ;  et  j*ai  cru  en  consé- 
quence devoir  le  traiter  avec  quelque  détail. 

I. 

Soient  les  roues  A ,  B  ^  C  ^  D  (  Fig.  107  ),\dont  la  pre- 
mière engrené  avec  le  pignon  b  fixé  à  la  seconde;  celle-ci 
engrené  avec  le  pignon  c  fixé  à  la  troisième,  ainsi  de  suite. 
Désignons  par  A,  B,  C,  D,  les  nombres  des  dents  des  roues, 
et  pari,  c,  ^,  c,  les  nombres  des  ailes  des  pignons.  De 
plus,  nommons  N,  N',  N",  N'",  les  nombres  de  tours  que 
les  quatre  roues  font  dans  le  même  temps  ;  ceux  des  trois 
pignons  i,  c,  rf,  qui  ne  font  chacun  qu'un  même  corps  avec 
chacune  des  trois  roues  B ,  C ,  D ,  seront  représentés  par 
N',  N",  N"' ,  respectivement  ;  nous  désignerons  par  N'' le 
'  nombre  de  tours  du  dernier  pignon  e.  Cela  posé ,  il  est  clair 
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,  que  le  nombre  des  dents  de  la  roue  A,  engrenées  pendant 
chaque  tour  ,  étant  exprimé  par  A,  le  nombre  de  dent* 
qu'elle  engrènera  pendant  le  nombre  N  de  tours,  sera 
exprimé  par  A  X  N.  De  même ,  le  nombre  d'ailes  engrenées 
par  le  pignon  b,  avec  la  roue  A,  pendant  le  nombre  N  de 
révolutions,  sera  représenté  par  b  X  N'.  Or,  pendant' le 
même  temps  ,  il  s'engrène  autant  de  dents  de  la  roue  A  que 
d'ailes  du  pignon  b.  Ainsi  on  a  l'équation  A  X  N=  i  x  N^ . 
On  a,  par  la  même  raisoù,  les  équations  B  X  N^  =  c  x  N"^ 
C  X  N"  =  ^  X  N'",  D  X  N'"  =  e  X  N'\  Ces  différente* 
équations  donnent  les  proportions  : 

N:N'::*:A, 

N':N":  c:B, 

N":N''::rf:C, 

lesquelles  ,  étant  multipliées  par  ordre ,  donnent , 
N:N'^ ::bxcxdx  e:A  x  B  x  G  x D; 
c'est-à-dire  que  le  nombre  des  cours  de  la  première  roue  A  ^ 
est  au  nombre  des  tours  du  dernier  pignon  e ,  comme  le  pro- 
duit du  nombre  des  ailes  des  pignons  est  au  produit  du 
nombre  des  dents  des  roues^ 

IL 

Cette  proportion  donne  l'équation  rr-^=  — — — — ^il-  * 
'^     ^  ^  N'^        AxBxCxD^ 

par  laquelle  on  voit  que  N  et  N'Z  étant  donnés  ,  rien  ne 
détermine  les  nonibres  d'ailes  et  de  dents  que  chaque  pignon 
et  chaque  roue  doivent  avoir  en  particulier.  Il  suffit  que  le 
rapport  du  produit  de  toutes  les  ailes  au  produit  de  toutes 
les  délits^  soit  le  même  que  celui  de  N  à  N»\  Supposons  , 
par  exemple ,  que  la  roue  A  faisant  un  tour  pendant  un 
certain  temps,  le  pignon  e  en  fasse  deux;  c'est-à-dire; 

jp;  =  |.  On  aura ,  i=^j____^ouA  x  B  X  C  xi 

D=i2  xbxcxdxe.  Donc ,  si  l'on  donne  arbitrairement 
6  ailes  9u  premier  pignon ,  8  au  second ,  xo  au  troisième , 


l4a  MECANÎQtTE. 

1  a  au  qiiatriettïé ,  oti  aura ,  AxBxC  xD=:2x6x8x 
lo  X  lâ  =±=  11 520^  nombre  qti'il  faudra  décomposer  en 
quatre  fâîotearis..>  qui  feront  les  nombres  des  dents  des  quatre 
toves  A,  B>  C ,  D.  On  peut  prendre ,  pour  ces  quatre  fac- 
teurs^ on  le»  quatre  nombres  12^  8,  ip ,  12^  ou  les  quatre 
nombres  6^  16^  5,  24^  où ^  etc.  L'arrangement  des  roues  et 
des  pigïKyiis  est  indifférent.  Si  on  avoit  commencé  par  se 
donnét  Usè  nombres  des  dents  des  roues ,  on  auroit  trouvé 
d'tme  manière  semblable  les  nombres  des  ailes  des  pignons. 

III. 

Souvent  le  nombre  que  Ton  a  pour  le  produit  total 
des  dents  des  roues ^  ou  des  ailes  des  pignons^  ne  peut  pas 
se  décomposer  en  facteurs^  qui  puissent  être  les  nombres 
des  dents  ou  des  ailes  ,  des  roues  ou  des  pignons ,  en  par- 
ticulier :  alors  le  problème  n*est  pas  susceptible  d'une  solu- 
tion rigoureuse  ;  mais  il  faut  se  contenter  d'une  solution 
approchée. 

Supposons^  par  exemple,  qu'on  ait  (  Fig.  108)  les  trois 
roues  A,  B,  C,  et  les  trois  pignons  b,  c,  d;  que  la  pre- 
mière roue  A  fasse  un  tour  en  un  an,  et  le  dernier  pi- 
gnon d  un  tour  en  12  heures.  On  aura  d'abord  l'équation 

générale,  ^  =  ^^^^^. 

L'année  commune  est  de  365  jours  5  heures  49  minutes  , 
ou  de  62594g  minutes,  et  12  heures  valent  720  minutes^ 
Or,  puisque  le  dernier  pignon  d  fait  un  tour  en  720  mi- 
nutes ,  il  est  clair  que  ,  pour  avoir  le  nombre  N'"  de  révolu- 
tions qu'il  fera  en  un  att ,  ou  pendant  un  tour  de  la  roue  A, 
il  faut  faire  cette  proportion,  720:525949  ::  1  :N'".  Donc 
jjrrf  _  li£949    ^^^ jj^  que  N  =  1 .  On  aura  donc  ii  =  -Z^ 

720    '  ^  ;^nt        526949 

rg    •   ^  -^  ;  et  par  conséqueût  A  X  B  X  C  x  720  =  t  X 

A  X-D  X^-- 

•  X  *f  X  535949,-  ou  A  X  B  X  C = *2iJL>Ll2<±^^ 

^2Q 
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Comme  le  nombre  de»  ailes  de  chaque  pignon ,  et  celui 
des  dents  de  chaque  roue  ^  doivent  être  des  nombres  en-* 
tiers>  il  faut  que  le  produit  b  x  c  x  d  soit  un  nombre  entier, 

et  qvtë  là,  fractîoïi  -^—f ^^^^  en  soit  aussi  un  ,  ou  que 

son  numérateur  soit  divisible  par  son  dénominateur.  Il  faut 
de  plus  que  le  quotient^  provenant  de  cette  division,  1  soit 
décomposàble  en  trois  facteursy  qui  puissent  être  les  nombres 
des  dents  des  trois  roues.  En  faisant  b  X  c  x  dza:  y2o ,  ce 
nombre  est  décomposàble  en  trois  facteurs ,  8^  g^  10^  qu'on 
peut  prendre  pour  b^  c,  <2;.mais  alors  on  auroit  A  x  B  X  C 
=  525q49  j  nombre  qui  n'est  pas  décomposàble  en  facteurs 
qu'on  puisse  prendre  pour  A^  B^  C.  La  même  difficulté 
subsiste,  en  prenant  pour  le  produit  b  xc  X  dua  multiple 
quelconque  de  720.  Le  problème  n'est  donc  pas  soluble  à 
la  rigueiu:  ;  mais  voici  comment  On  peut  le  résoudre  d'un» 
manière  approchée,  en  suivant  l'esprit  de  la  méthode  que 
i^us  avons  donnée  dans  le  Traité  d^Algebrcé 

IV. 

Le  numérateur  de  la  fraction  — ^ Ifij?  étant  très 

grand  par  rapport  à  son  dénominateur ,  cette  fhiction  ne 
changera  pad  ^nsiblément  de  valeur,  si ,  sans  toucher  à  son 
dënomiiiatétlr  >  l'on  atigmentè  ou  l'on  dimitiue  son  numéra- 
teur d'un  petit  nombre  d'unités.  Prenons  donc  à  sa  place  la 

fraction    ^  *^  ^    ^   ^^^  "^  ^     m  ^ant  uq  nombre  entier 

720  '  • 

très  petit  y  positif  ou  négatif:  nous  aurons  sensiblement*, 
ÀXBxC=:i2<l><£><iî^949H:f;.  ouAXBxC  =  6 

%cxd%  7304-  i^^^^^^^^±i?-  Or  la  première  partie 
est  un  nombre  entier  ;  la  seconde  .^^   ^^"*'!^  en  sera 

yao 
j_       ^     ^ -    >^  .     .  ^XcX«?X34Q-i-we 

donc  âosSi  uQ;  que  je  nomme  /»,  On  aura  amsi^  -^^^-r^ ^ — 
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=  /z  ;  OU' b  X  c  X  d  =:  2n  -i "~     ,  dont  la  première 

partie  étant  un  nombre  entier^  la  seconde  en  sera  aussi  un, 

•  Tl         l^  227»  —  m  _ 

que  je  nomme /7.  Par-la  on  aura ,  ^-- — ^z=:p,  oun=zi5p 
4^  ^ — ?  nombre  entien  Soit  ^^^  ^  =  fl^^  nombre  en- 
tier;  on  aura  o  =  7H — ^  ""^  nombre  entier.  Soit  .^^^ 
=  r,  nombre  entier  ;  on  aura,  £r  =:6r4-IlltL. ,  nombre 

entîer.Soit  — — =:J,  nombre  entier  ;  on  aura,  r=:3j— m. 

Maintenant  il  faut  rétrograder,  et,  par  le  moyen  de  cette 
dernière  équation,  déterminer  les  valeurs  des  lettres  r,^,/?,/?. 
Or,  comme  Téquation  r=3  j  —  m  renferme  trois  indéter- 
minées ,  on  peut  en  prendre  deux  à  volonté ,  en  observant 
seulement  qu'elles  soient  des  nombres  entiers,  et  que  m 
soit  un  petit  nombre*  Toutes  les  suppositions  qui  donneront 
pour  b  X  c  X  dun  nombre  décomposable  en  trois  facteurs , 
qui  puissent  être  les  nombres  des  ailes  des  pignons ,  et  pour 
A  X  B  X  C  un  nombre  décomposable  en  trois  facteurs ,  qui 
puissent  être  les  nombres  des  dents  des  roues  ;  toutes  ces 
suppositions! ,  dis-je ,  seront  admissibles. 

Soient,  par  exemple ,m  =  —  1,^  =  0-  On  aura,.r=  1 , 
ç  =  6,/?=7,/i=iii.  Doncô  X  c  X  J=  229,  nombre 
qui  n'est  pas  décomposable  en  facteurs ,  qu'on  puisse  prendre 
pour  b^  c  ,  //.La  supposition  proposée  n'est  donc  pas  con- 
venable. Plusieurs  autres,  comme  celles  de  mzzi  —  a, 
j  =  o,77z=i,  s  =0,  etc. ,  ne  le  sont  pas  davantage  ; 
mais  celle  de77i  =  —  ^^  s  = —  1,  peut  être  employée.  Car 
alors  on  a,r:=:i,  q'=iS ,  pz=i6,  n  =  gS.  Donc  b  X  c  X  d 
=  196,  nombre  qu'on  peut  décomposer  en  ces  troi^  fac- 
teurs, 4^  7^  7^  qui  peuvent  être  les  nombres  des  ailes  des. 
trois  pignons.  Mettons  pour  m,etbxcxdy  leurs  valeurs, 
dans  l'équation  A  x  B  x  0-^X0X^x5.5949+'».  gU^  4^ 
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iriendra  A  X  ^  X  C  =  143175 ,  nombre  décompo  able  en 
ces  trois  facteurs ,  a5 ,  69,  83 ,  qui  peuvent  être  les  nombres 
des  dents  des  trois  roues.  Ainsi ,  en  dotmant  4  ^l'^s  à  un 
pignon ,  7  ailes  à  un  autre ,  7  ailes  au  troisième  ;  a5  dents 
à  une  roue^  69  à  une  autre ^  83  à  la  troisième  :  le  problême 
sera  résolu  ,  et  il  s'en  faudra  très  peu  de  chose  que,  le  der- 
nier pignon  faisant  un  tour  en  12  heures,  la  première  roue 
fasse  un  tour  ei^  un  an. 

Si  on  veut  connoître  combien  il  s'en  faudra  que  la  pre* 
miere  roue  fasse  un  tour  en  un  an ,  qèla  est  aisé  :  car ,  en 
nommant  jc  le  temps  de  la  révolution  de  cette  roue,  il  est 

clair  qu'on  a,  '- ^  J^^^l,,  ou  x  =  525948'*^  = 
365i>  5»'48'î;. 

V.  .  ,    , 

Il  est  à  propos  de  faire  à  ce  sujet  une  observation  qui 
abrégera  le  calcul  en  plusieurs  cas. 

Comme^v  dans   Téquation    approchée    A   X  B  x   C  =: 

•  ^ — 2z5 — ?     le  dénominateur  720  est  un  nombre 

7*0  ' 

composé  de  plusieurs  facteurs  ,  qu'on  peut  prendre  pour 
un ,  ou  pour  deux  de«  trois  nombres  * ,  c,  d ,  le  problème 
peut  se  simplifier  et  se  résoudre  comme  il  suit. 

Soit,  par  exemple,  i  =8  ,  qui  est  un  facteur  de  720  ,  et 
prenons  0=7  :  la  question  sera  de  satisfaire  à  Féquation  A  X  ' 

B  X  c^:^x6.%49X^+^    ou  A  X  B  X  c  =^  ^''^'''  ^^^  ; 

et  on  voit  qu'il  sufSt  de  trouver  pour  Finconnue  d  un  nombre 
entier  convenable,    et  tel  que  la  quantité  — ^  4  X   -hm 

soit  anssi  un  nombre  entier,  décomposable  en  trois  facteurs , 
qu'on  paisse  prendre  poift  A ,  B ,  C. 

Soient  é  =  8,  c==q( ces  deux  nombres  sont  des  facteurs 
de  720  )  y  la  question  sera  de  satisfaire  à  Téquation  A  X  B 

X.  C  =  ■■     ^ ^ ,  de  manière  que  d  soit  un  nombra 

10 
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entier  convenable,  et  que  la  quantité  -î-liiiL-itLÎÏ  soit  aussi 

un  nombre  entier,  décomposable  en  trois  facteurs,  qu'on 
puisse  prendre  pour  A,  B,  C. 

Soient  6  =  6,  c  =  8(  nombres  qui  sont  encore  des  fac- 
teurs de  720)  :  il  s'agira  de  satisfaire  à  Téquation  A  x  B  x  G 
=  ^  949  X    -f-m     i-QuJQm,^  suivant  la  condition  énoncée. . 

Il  en  est  de  même  pour  d'autres  suppositions*  Tous  ces 
problèmes  se  résolvent  facilement  par  la  méthode  proposée. 

Mécanisme  des  Fusées  de  montres.  / 

1210.  Il  y  a  des  machines  qui  se  meuvent  par  un  méca- 
nisme semblable  à  celui  du  tour,  mais  dans  lesquelles  Faction 
de  la  force  motrice  est  variable.  Alors ,  la  résistance  à 
vaincre  étant  supposée  constante ,  on  applique  la  force 
motrice  à  des  bras  de  leviers  variables  ,  et  qui  deviennent 
plus  ou  moins  longs ,  selon  que  cette  force  diminue  ou 
augmente.  Tel  est  le  mécanisme  des  borloges  à  mssons  ou 
des  montres  ordinaires.  Le  principe  moteur  de  ces  machines 
est  une  lame  élastique  d'acier ,  pliée  spiralement  sur  elle- 
même,  et  enfermée  dans  un  barillet  AB  (  Fig.  ïog),  qui 
est  traversé  par  un  arbre  immobile  OV ,  autour  duquel  il  a 
la  liberté  de  tourner.  Cette  lame  est  fixée  par  l'nû  de  ses 
bouts  à  l'arbre  OV,  et  par  l'autre  à  la  surface  concave  du 
barillet.  Une  chaîne  CDE  est  ârfétée  par  un  bout  au  ba- 
rillet, et  par  l'autre  à  \k  fusiéeMY^hl  de  forme  conique; 
l'arbre  FG  de  cette  fusée  la  traverse  quarrément ,  et  peut 
être  censé  ne  faire  avec  elle  qu'un  même  corps.  Pour  monter 
la  montre  ,  c'est-à-dire  pour  la  mettre  en  activité ,  on  fait 
tourner  la  fusée  dans  un  certain  sens  (  par  exemple  ici  de 
gauche  à  droite  ),  au  moyen  d'une  cléy  qu'on  appUque  à  la 
tête  G  de  son  arbre  ;  en  même  temps  la  chaîne  fait  tourner 
le  barillet  autour  de  son  axe  OV  qu'une  roue  d'arrêt  em- 
pêche de  tourner  ;  la  lame  spirale  se  plie  autour  de  ce 
même  axe^  et  par-là  sa  force  élastique  augmente,  dé  sorte 
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que  le  ressort  est  dans  sa  pkis  grande  tension  ^  lorsque  la 
chaîne  répond  au  plus  petit  diamètre  MI  de  la  fuséô.  Quand 
la  montre  est  entièrement  montée ,  ou  quand  toute  la  f^usée 
est  couverte  par  ta  chaîne^  on  retire  la  clé  :  alors  le  barfUet 
tourne  en  sens  contraire  en  vertu  du  rassort  spiral  ;  il  fait 
tourner  dans  ce  nouveau  sens  la  fusée  ;  et  la  roue  KL,  fixée 
à  cette  fusée ,  transmet  le  mouvement  à  tout  le  rouage  dont 
la  montre  est  composée*  A  mesura  que  le  ressort  se  déploie , 
et  que  par  conséquent  sa  force  élastique  diminue ,  la  chaine 
est  appliquée  à  de  plus  grands  rayoï^s  de  la,  fusée ,  et  agit 
par  ce  moyen  à  Textrémité  de  plus  graads  bras  de  levier  ; 
ce  qui  produit  une  compenSatioa;,  et  fait  que  ler moment  jdd 
la  force  motrice,  par  rapport  à  Taxe  F  G  de  îafusée^  ost 
toujours  le  même,  du  moins  sen^iblefln^Qtc  -  -: 

Proposition  V.  "Prob'lemeV 


ail.  DjsteAmikeK  la  figure  qu'il  JiiîU  donner  à  la 
fusée  iTune  montre. 

Cette  £gure  est  à -peu -près  celle  d'uncâna  tronqué  , 
à  bases  parallèles.  Si  l'on  contioissoit  esasctement-  la 
loi  suivant  laquelle  la  force  du  ressort  varie  ^  il  suroît 
facile  de  déterminer  la  figure  précise  que  la  fusée  devroit 
avoir  ^  pour  qu«  le  moment  de  la  force  ttiotflcë>'  par  rap- 
port à  Taxe  FG,  fût  constamment  le  même,,  et  i^Ûe  par  ÇQUr 
séquent  le  mouvement  de  rotation  de  la  fu^iée  demeurât 
toulow^  iftiiforme.  Supposotas,  par  exemple,  qtte  les  diffé- 
rentes fotéeâ  du  ressort ,  à  mesure  qti'il  se  déploie ,  soîém 
répréseMéés  par  les  ordonnées  FS,  TV,  GQ ,  etô.  <Fig.  lîB) 
du  triangle  rectangle  RFS  ;  que  FG  soit  la  haiilçtîr  dbûrfé'è 
de  la  f uâ^  ;  FO,  sa  première  ordonnée,  qui  est  'aiïfeft 
connue;  TX,  une  ordonnée  indéterminée  de  la  coûrbeOXP^' 
dont  on  cherche  la  nature.  Nommons 

FO ^, 

FG •     ^/ 

FT ^, 

10. 
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TX y, 

FR m, 

la  force  du  ressort  en  F     ... P. 

Il  est  évident  que  la  force  du  ressort  en  T  sera  repré- 

sentée  par  "  X  o  p  ^  ^  est-à-dire  par  — •  ,  et  que  son 

moment,   relativement  à   Taxe   FG,    sera   exprimé  par 
V  'n  —  x    ^^  Q^^  puisque  ce  moment  doit  toujours  être 

m 

constant,  il  sera  le  même  que  celui  qui  répond  au  point  F, 
On  aura  donc  -LiïLZlf221= Po^  ou  bien  my — xy  =  ma , 

qui  est  IVquation  d'une  hyperbole  équilatere ,  qui  a  pour 
centre  le  point  R ,  et  pour  asymptotes  les  droites  RF,  RZ, 
perpendiculaires  entre  elles. 

En  faisant  a?  =  ft ,  on  a  j^  ou  GP  == ,  expression  de 

la  dernière  ordonnée  de  la  fusée. 

Quant  à  la  hauteur  m  du  triangle  RFS ,  elle  se  détermine 
par  la  connoissance  des  forces  du  ressort  en  deux  points  dif- 
férents. Ainsi;  ayant  nommé  P  la  force  du  ressort  en  F, 

si  l'on  nomme  P'  la  force  du   ressort   en  G^   on  aura^ 

^P 
P  :  P'  ::  m  :  w.—  i.  D  où  Ton  tire  m  =  — ^.  Substituons 

cette  valeur  de  m  dans  Téquation  my  —  a:y=zma,  nous 

(,Py  6  Va 

aurons,  ^--^  —  a?^  =  p— p. 

On  détermineroit  d'une  manière  analogue  la  figure  de  la 
fusée  y  dans  toute  autre  hypothèse  sur  la  variation  des 
forces  du  ressort.  Le  problême  n'a  jamais  d'autres  diflG- 
.Cultés  que  celles  qui  peuvent  tenir  à  l'imperfection  de  Ta- 
il^Jb^se,  et  à  Fignorance  où  nous  sommes  de  la  loi  précise^ 
surfont  laquelle  le  ressort  déploie  son  action. 


'  1 


Remakqite. 


'   ,aia.  Camus  a  imité  le  mécanisme  des  fusées  de  montre 
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dans  une  machine  qu'il  propose  (i)  pour  tirer  de  l'eau  d*un 
puits  profond^  ou  des  pierres  du  fond  des  carrières  et  des 
mines.  Elle  est  composée  des  deux  bobines  coniques  et 
égales  ACBH,  KEBH  (  Fig.  m  ),  qui  ont  le  même  axe 
horizontal  FD  y  et  qui  sont  adossées  par  leurs  plus  grandes 
bases.  Deux  cordes  qui  se  roulent  en  sens  contraires  sur  ces 
bobines  y  soutiennent  deux  seaux,  dont  Tun  monte  pendant 
que  l'autre  descend.  Chaque  seau,  lorsqu'il  est  prêt  à  se 
vuider ,  ou  qu'il  vient  immédiatement  d'être  vuidé ,  est 
appliqué  au  plus  grand  rayon  de  sa  bobine  ;  Tautre  seau  , 
iqiii  est  alors  au'  fond  du  puits  y  et  qui  est  yuide  ou  plein  y 
est  appliqué  au  plus  petit  rayon  de  sa  bobine.  La  machine 
est  mue  par  un  homme  qui  marche  dans  la  roue  M  ^  et  qui^ 
changeant  alternativement  la  direction  de  son  mouvement  ^ 
se  trouve  toujours  placé  du  côté  du  seau  qui  descend. 

On  voit  que  les  poids  des  cordes  ,  étant  nécessairement 
assez  considérables ,  doivent-  entrer  en  ligne  de  compte 
dans  le  calcul  de  la  machine  ;  et  que  la  figure  rigoureuse 
de  chaque  bobine  devroit  être  telle  que,  dans  une  position 
indéterminée  des  deux  seaux,  il  y  eût  équilibre,  sans  que 
le  poids  de  l'homme  cessât  d'agir  exactement  suivant  la 
même  ligne  verticale.  Il  s'en  faut  très  peu  de  chose  que* cette 
condition  ne  soit  remplie,  lorsque" les  deux  bobines  ont  la 
forme  de  cônes  tronqués.  Ainsi'  cette  figure ,  qui  est  d'ail- 
leurs la  plus  commode  à  exécuter ,  peut  être  employée  dans 
la  pratique,  sans  craindre  d'erreur  sensible.  Nous  allons 
chercher ,  en  conséquence  ^  les  rayons  extrêmes  que  )||s 
bobines  doivent  avoir,  pour  que  le  moment  du  poids  de 
l'homme  soit  le  même,  quand  un  seau  est  prêt  à  se  vuider, 
Tautre  étant  au  fond  du  puits  ,  et  prêt  à  s'emplir;  et  quand, 
le  premier  seau  venant  d'être  vuidé,  l'homme  a  changé  de 
place  pour  faire  monter  le  second  qui  s'est  empli  pendant 


(1)  Méœ.  de  l'Académie,  année  tySg.,   Cours  de  Mathémat^ue&, 
tome  IV,  pe{[e  i63. 
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que  le  premier  se  iruidoit.  L'équilibre  y  établi  pour  ces  deux 
cas  extrêmes,  aura  aussi  lieu,  du  moins  sensiblement,  dans 
les  cas  intermédiaires. 


.  i' 


I 


S  o  I T  en  général  le  poids  de  chaque  seau  vxtide  ,  .  S  , 
le  poids  de  Teau  que  chaque  seau  {yrut  contenir  .  •  E , 
le  poids  de  la  corde  qui  soutien):  un  seau ,  quand 

elle  est  entièrement  développée     • G  y 

le  plus  grand  rayon  OB  de  chaque  bobine     •     .     •     B  ; 
le  plus  petit  rayon  DC  ou  FE      .      .      .    » .     .     •      r  , 
le  poids  de  l'homme      •      •     .     •      •      •       •     •     •     H, 

son  bras  de  levier,  c'est-à-dire  la  distance 

de  sa  direction  à  la  verticale  zu a. 

Cela  posé  ,  imaginons  que  Fun  Q  des  seaux  soit  plein  et 
a^u  haut  du  puits ,  l'autre  P  étant  encore  vuide ,  et  au  fond 
du  puits  ;  il  est  clair  qu'alors  Thomme  est  du  côté  du  seau  P, 
et  qu'on  a  l'équation;  (S+E)  xR=(S+C)  Xr-hHxa. 

Que,  le  seau  Q  étant Jniidé,  l'homme  change  de  place 
pour  faire  monter  le  seau  P,  qui  s'est  rempli  :  on  aura  cette 
équation,  S  X  R4-H  X  a  =  (S  4'C-|-.E)  X  r. 

Dégageant  les  deux  inconnues  R  et  r,  on  trouvera, 
«  aHflS  +  HaE  +  aHgC  ^ 

~        aE.S-4-E"4-iî:.C        ' 
^       aË.S-hE'-fJE.C* 

II. 

Il  ne  suffit  pas  de  connottre  les  rayons  R  et  r,  pour  être 
en  état  de  construire  les  deux  cônes  tronqués  ACBH, 
KEBH  ;  il  faut  de  plus  connoltre  ,  ou  leur  hauteur ,  ou  le 
côté  BC  ou  BE.  Or,  si  Ton  nomme  L  la  longueur  entière 
de  chaque  corde ,  D  son  diamètre ,  N  le  nombre  de  tours 

de  corde  ,  qui  couvrent  chaque  bobine,  —  le  rapport  de  la 
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circonféreiiioe  au  diafaejtre  ;  et  si'  Von  c^f^^dere  qjm  i^s  Ipn- 
gueurs  de  corde .,  nécessaires  pour  fair^  I^  dif^^al^  tpur^  , 
croissent  en  progression  ajrith^iédqne,  iiepui^  la  preoii^^ 
longueur ,  qui  est  ar  x  ^,  jusqu'à  la  deiwfre  qui es(  jiH  K *^i 
il  est  clair  qu'on  aura ,  L  q=  N  X  (  R  «4-  r)  X  t,  ou  N  ;;? 

.  Mais  y  d'un  autre  côté ,  on  a  éridemment  BG 


ouBE  =  N  X  D.Onaura.douc,BCouBE=    ^^^ 


Par  le  moyen  de  R,  r,  BC^  on  connoîtra  la  hauteur  OD  ; 
car  il  est  clair  qu'on  a ,  ODe=  \/|  (  -- — --  y — (  R — r  )*  | 
Ainsi  y  on  est  «en  état  de  construire  ichaque  bobine, 

II  L 

Il  nous  reste  à  observer,  au  sujet  de  Thomnie  qui  fait 
tourner  la  roue  M ,  que  ^  pour  pouvoir  iparcher  commodér- 
ment  et  safis  trop  se  fatiguer,  il  doit  s'éloigner  médio* 
crementdu  rayon  vertical  zu.  L'expérience  fait  voir  que  si, 
par  le  point  où  la  direction  du  poids  de  cet  homme  ren« 
contre  la  circonférence,  on  mené  la  tangente /"A ,  et  qu'en- 
suite on  tire  l'horizontale  hn;  la  rampe  hfne  sera  pas  trop 
roide ,  pourvu  que  sa  hauteur  fn  n'excède  pas  la  sixième 

partie  de  sa  longueur yA.  Supposons  Aojicfn=r  -;  menons 

le  rayon  ^y,  et  l'horizontale  i^^.  Les  deux  triangles /«A, 
zgff  qui  ont  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun, 
et  qui  sont  par  conséquent  semblables  ,  donnent ,  fa  \pi  :: 

zgvzf.  Donc,  à  cause  de/Vi  '=-'-r  ,  on  aura  aussi ,  -s^=  %. 

Ainsi ,  le  lu^a»  de  levier  zg  du  ç^oids  de  l'homme  est  la 
sixième  ipartie^du  r^yon  de  la  JOjue»  De  plus  ,  nous  obsf  rve« 
ron»  que ,  la  hauteur  d'un  homme  pouvant  être  d'environ 
5  ;  pieds,  on  doit  donner  a»  moins  6  pieds  de  rayon  à  la  roue, 
pour  que  Thomme^n  marchant  ae  seheurte  pas  la  tête  contr^d 
Tarbre  de  la  coue ,  qui  peut  avoir  environ  x  pied  de  dtaqsietr.e. 


I 
I 
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Je  laisse  aa  lecteur  le  soip  d'appliquer  cette  théorie  géné- 
rale à  des  exemples  particuliers  ;  et  je  me  contente  d'avertir 
que  le  poids  d'un  homme  ordinaire  est  d'environ  i5o  livres; 
qu'un  pied  cube  d'eau  douce  pesé  70  livres  à  très  peu  près  ; 
qu'une  corde  île  chanvre  de  1  pouce  de  diamètre  pesé 
environ  2  livres  sur  six  pieds  de  longueur. 

IV. 

Dans  le  calcul  de  cette  machine,  l'on  suppose  que  le 
■eaUj  qui  est  su  fond  du  puits  ou  dans  l'eau,  agit  de  tout 
son  poids  sur  la  bobine  à  laquelle  sa  corde  est  attachée,  et 
que  l'eau  contenue  dans  re  mdme  seau  agit  aussi  alors  par 
son  poids  sur  la  corde.  Or  le  poids  du  seau  n'agit  réellement 
que  par  son  excès  sur  le  poids  du  volume  d'eau  dont  il 
occupe  la  place  ;  et  l'eau,  contenue  dans  ce  seau,  ne  tiiV:^H 
point  du  tout  sur  la  corde ,  tant  que  le  seau  est  plongé  daaii^H 
l'eau  du  puirs:  mais,  comme  le  seau  ne  demeure  que  trâii  ■ 
peu  de  temps  dans  l'eau ,  l'inexactitude  de  ces  deux  suppo- 
sitions altère  peu  les  résultats  précédents  ;  et  d'ailleurs  on 
peut  y  obvier,  en  imaginant  que  l'homme]  placé  du  côté 
de  l'autre  seau ,  se  rapproche  un  peu  de  la  verticale  £U<ga 
pendant  que  le  seau  dont  il  s'agit  sort  de  l'eau. 

V. 

Cette  même  machine  a  l'inconvéuient  d'occuper  uoi 
place  assez  considérable.  Il  est  clair  que,  pour  pouvoir  l'eni 
ployer,  le  diamètre  du  pxiits  doit  être  plus  grand  que  1 
double  de  la  longueur  d'une  bobine ,  plus  le  diamètre  d'n 
ami  de  son  armature.  Or  il  arrive  très  souvent  qiM 
cela  n'a  pas  lieu.  Alors,  au  lieu  de  deux  bobines  coniques  jj 
on  peut  employer  deux  bobines  cylindriques  (Fig.  lia}  a 
6Ur  lesquelles  les  cordes  lont  plusieurs  tours  concenlriqua 
les  uns  sur  les  autres.  Connoissiint  le  rayon  de  chaque  bo^ 
tîioe  à  nu,  et  le  rayon  qu'on  veut qu 'elle  pit  quand  sa  cordi 
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est  entièrement  enveloppée^  on  déterminera^  par  dés  pro- 
cédés analogues  à  ceux  de  Tarticle  1 1  ^  la  longueur  de  la 
bobine;  ou  bien^  connoissant  toujours  lé  rayon  à  nu  de 
chaque  bobine  y  et  la  longueur  qu'on  peut  donner  à  Tune 
.  et  à  Tautre ,  on  trouvera  les  rayons  qu'elles  ont ,  lorsque 
les  cordes  sont  entièrement  roulées.  Il  est  évident  que  ces 
bobines  cylindriques  occupent  moins  de  largeur  que  les  bo« 
bines  coniques ,  puisqu'on  est  maître  de  ne  donner  aux  pre- 
mières que  la  longueur  simplement  requise  pour  que  les 
seaux. ne  se  rencontrent  points  et  ne  se  gênent. pas  dans 
leurs  mouvements. 


SECTION    V. 
Du  Plan  incliné. 


aiS.  On  appelle  en  général  plan  incliité  tout  plan  qui  fait 
un  angle  avec  l'horizon.  Cet  aiïgle  peut  être  inliniment  petit, 
et  alors  le  plaii  incliné  se  confond  avec  Thorizon  ;  ou  bien 
être  droit,  et  alors  le  plan  devient  vertical.  Entre  ces  deux 
cas  extrêmes  ,  sont  comprises  toutes  les  autres  espèces 
d'inclinaisons. 

Le  plan  incliné  sert  dans  la  mécanique  à  soutenir  une 
partie  de  la  pesanteur  des  corps  ^  ou  à  s'aider  d'une  partie 
de  cette  force  ,  soit  pour  diriger  les  mouvements  vers  un 
certain  but,  soit  pour  les  modérer  k  volonté.  Commençons 
l'exameiï  des  lois  de  l'équilibre  dans  cette  machine,  par  les 
cas  les  plus  simples. 

Proposition  I.   Paobléme. 

ai4.  Q  u'uN  corps  P  (Fig.  1 13  )  ,  tenu  en  équilibre  sur  le 
plan  incliné  et  fixe  MN ,  au  moyen  d'une  force  Q  dirigée 
suivant  QP,  s'appuie  par  un  seul  point  A  sur  ce  plan. 
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Il  est  clair ,  i^.  que  la  direction  de  la  force  Q  passera  néces- 
sairemeot  par  le  point  A,  afin  que  cette  force  poisse  être 
détruite  ;  3^.  qu'elle  sera  perpeodiculaire  an  plan  MN  ;  au* 
trament  la  iorce  se  dëcomposeroit  en  deux  aotras,  lune 
perpendiculaire  au  pian,  qui  seroit  détruite ,  Uaiitre  paral- 
lèle au  plan^  qui  imprimeroit  du  mouyemcAt  au  corps.  Ces 
deux  conditions  sont  essentielles  à  la  fois  pour  rëqnilîbre. 

La  force  Q  peut  être  la  résultante  de  ploaîears  antres 
forces  particulières  appliquées  au  corps.  Ainsi  concluons  en 
général^  que  si  un  corps  y  soumis  à  1  action  de  tant  de  forces 
qu on  voudra ^  demeure  en  équilibre  sur  un  plan  quil  ne 
touche  que  par  un  seul  point ,  là  résultante  de  toutes  ces 
forces  passera  nécessairement  par  le  point  d'appui ,  et  j 
sera  perpendiculaire  an  plan»    - 

COROLLAIRJB. 

21 5.  Il  suit  de  là  que  si  un  corps ^  soumis  à  la  seule  action 
de  sa  pesanteur,  demeure  en  équilibre  sur  un  plan^  en  s'y 
appuyant  par  un  seul  points  ce  plan  est  nécessairement 
horizontal ,  et  que  de  plus  le  point  d  appui  est  placé  dans  la 
verticale  abaissée  par  le  centre  dé  gravité  du  corps. 

Proposition    II.    Problême. 

216.  Q  u  E  le  corps  P  (  Fig.  1 14  )  ^  soumis  à  V action  de  la 
force  Q ,  simple ,  ou  résultante  de  plusieurs  autres  forces , 
demeure  en  équilibre  sur  le  plan  MN  ,  en  s  y  appuyant  par 
les  deux  points  O  et  K. 

Il  n'est  pas  nécessaire  ici  que  la  direction  de  la  force  Q 
passe  par  l'un  des  appuis ,  il  suffit  que  cette  force  puisse  se 
décomposer  çn  deux  autres  qui  passent  par  les  appuis  O  et  K , 
et  qui  y  soient  perpendiculaires  au  plan.  Or,  en  général, 
une  force  et  ses  deux  composantes  sont  dans  un  même  plan. 
Donc  la  direction  de  la  force  Q  rencontre  nécessairement  la 
droite  OK ,  et ,  de  plus ,  elle  est  perpendiculaire  au  plan  MN , 
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^puisque  les  deux  forces  dans  lesquelles  cette  force  se  décom- 
pose sont  perpendiculaires  à  ce  même  plan. 

On  voit  donc  qu'un  corps ,  appuyé  par  deux  points  sur 
un  plan ,  ne  peut  demeurer  immobile  ,  à  moins  qtie  la* 
force  qui  poussfe  ce  corps  ne  soit  dirigée  perpendicnlaîre- 
ment  au  plan ,  et  qu^elle  ne  rencontre  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  d'appui^  laissant  l'un  de  ces  points  à  gauche  , 
Tautre  à  droite. 

Il  en  est  de  même  de  l'équilibre  d'un  corps  appuyé  par 
plus  de  deux  points  sur  dn  plan  incliné.  Cenbqfps  ne  de- 
meurera immobile  que  quand  la  force  à  laquelle  il  sera 
soumis  sera  perpendiculaire  au  plan,  et  qu'elle  pourra  se 
décomposer  en  forces  qui  passent  par  les  points  d'appui , 
et  qui  y  soient  perpendiculaires  au  plan.  Les  forces  compo- 
santes seront  placées  en  partie  d'un  côté ,  en  partie  de 
l'autre,  par  rapport  à  la  force  dont  elles  proviennent. 

Concluons  de  là  que  si  un  corps  se  soutient  par  sa  pesan- 
teur sur  des  appuis  placés  hors  de  la  verticale  abaissée  de 
son  centre  de  gratité,  ces  appuis  sont  nécessairement 
placés  de  difPéDents  côtés  par  rapport  à  cette  ligne,  et 
détruisent  ainsi  les  forces  dans  Ij^squelles  la  pesanteur  du 
corps  se  décompose. 

Proposition    III.    Problème. 

217.  Soit  un  corps  V  (Fig.  ii5),  pesant  et  retenu  en 
équilibre  par  une  puissance  Q  sur  un  plan  incliné  MN, 
guil  touche  au  point  A. 

L'équilibre  demande  que  la  résultante  du  poids  et  de  la 
puissance  soit  perpendiQjilaire  au  point  A  du  plan  incliné. 
D'où  il  suit  que  les  directions  BP,  BQ,  du  poids  et  de  la 
puissance  se  rencontrent  nécessairement  au  point  B,  par 
où  passe  la  perpendiculaire  AB  élevée  sur  le  plan  incliné  ; 
en  sorte  que  ces  deux  directions  sont ,  avec  la  droite  AB  , 
dans  un  même  plan  PBQ ,  qui  est  tout  à  la  fois  vertical  ou 
perpendiculaire  au  plan  horizontal  MK ,  et  perpendiculaire 
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au  plan  incline  MN*.  Ainsi  les  droites  GI,  HG,  où  le 
plan  PBQ  rencontre  les  plans  M K,  MN,  sont  *perpendi- 
culaires  au  même  point  G  de  Thorizontale  MO  ;  et  l'angle 
HGI  mesure  Tinclinaison  du  plan  MN  sur  L^  plan  MK. 

En  abaissant  du  point  H  la  verticale  HI ,  qui  rencontre  GI 
au  point  I,  on  formera  nu  triangle  rectangle  HIG,  dont 
Thypoiénuse  H  G  et  les  côtés  HI,  IG,  s'appellent  respecti- 
vement la  longueur,  la  hauteur  et  la  base  du  plan  incliné. 
Toutes  les  choses  que  Ton  a  besoin  de  considérer  pour 
réquilibre|.d£ts  le  cas  présent,  se  trouvent  dans  le  plan  de 
ce  triangle5^  nous  pouvons  donc  le  prendre  seul  pour  repré- 
senter ce  qui  est  relatif  au  plan  incliné ,  en  supprimant  les 
parties  superflues  de  la  Figure.  Cela  posé ,  les  condiiions 
de  Téquilibre  peuvent  s'exprimer  en  différentes  manières. 

L 

Sur  la  direction  BA  (  Fîg.  1 16)  de  la  charge  ou  pression 
du  plan  incliné  H  G,  je  prends  la  partie  arbitraire  BD,  pour 
représenter  cette  pression;  et  j'achève  le  parallélogramme 
BCDE ,  dont  les  côtés  BC,  BE ,  sont  pris  sur  les  directions 
du  poids  et  de  la  puissance.  En  nommant  P ,  Q ,  A ,  le 
poids,  la  puissance,  la  pression  du  plan  incliné,  qui  est 
égale  à  la  résultante  des  deux  forces  F  et  Q  ,  on  aura  (35), 
P  :  Q  :  A  ::  BC  :  BE  ou  CD  :  BD. 

IL 

Par  le  sommet  H  du  plan  incliné  ,  soit  menée  la  droite 
VHS ,  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  puissance  Q.  Il 
est  évident  que  les  deux  triangles  BCD,  GVH,  ont  les  côtés 
perpendiculaires  chacun  à  chacun ,  et  sont  par  conséquent 
semblables  :  d'où  il  suit  quon  a,  BG:CD:BD:- GV:VH: 
GH;  donc  f  à  cause  de  la  proportion,  P:Q:A::BG:CD: 
BD)  on  aui^i,  P:Q:A::  GV:VH:GH  ,  ce  qui  est  une  ma- 
nière assez  commode  d'exprimer  les  rapports  des  trois 
forces  P ,  Q ,  A. 
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III. 


Exprimons  encore  autrement  ces  rapports ,  enyfai* 
sant  entrer  des  sinus  ou  cosinus  d'angles  faciles  à  déter- 
miner. Pour  cela ,  je  considère  d'abord  qu'on  a  par  laGéom. , 
G V  :  VH  :  GH  :  :  siu,  GH V  :  .in.  VGH  ou  sin.  IGH  :  sin.  GVH. 
Or^  en  prolongeant  la  base  GI  du  plan  îucliné ,  jusqu'à  ce 
qu  elle  rencontre  en  X  la  direction  de  la  puissance  Q ,  et 
prolongeant  de  même,  lorsqu'il  est  nécessaire,  la  longueur 
GH  et  la  hauteur  IH  jusqu  à  la  direction  de  la  même  puis- 
sance, il  est  clair  qu'à  cause  de  VHS,  perpendiculaire 
à  TX,  on  a,  sin.  GHV  ou  sin.  SHZ  =  cos.  GZB  ; 
sin.  GVH  ou  sin.  SVX  =  cos.  IXQ.  On  aura  doAc,  GV: 
VH  !  GH  :•  COS.  GZB  :  sin. IGH  :  cos.  IXQ.  Et  par  consé- 
quent,  P:Q:A::cos.  GZB: sin.  IGH: cos.  IXQ.  C'est-à-dire 
que  le  poids  ,  la  puissance  et  la  charge  du  plan  incliné 
sont  trois  forces  proportionnelles  au  cosinus  de  P angle  que 
la  direction  de  la  puissance  fait  avec  la  longueur  du  plan 
incliné  y  au  sinus  de  V angle  d'inclinaison  du  plan ,  et  au 
cosinus  de  l'angle  que  la  direction  de  la  puissance  fait  aifec 
ta  hase  du  plan  incliné* 

Faisons  quelques  applications  de  cette  proposition  générale. 

Corollaire.    I. 

ai8.  Puisque  les  deux  angles  IGH,  IHG,  sont  com- 
pléments Tun  de  l'autre,  et  que  par  conséquent  sin.  IGH 
=  cos.  IHG  j  il  est  clair  que  le  poids  sera  égal  à  la  puis^-.  ' 
sance,  lorsque  l'angle  que  la  direction  de  la  puissance  fait 
avec  la  longueur  du  plan  incliné  sera  égal,  à  l'angle  que  la 
verticale  fait  avec  la  même  longueur.  Or  ces  deux  angles 
peuvent  devenir  égaux  de  deux  manières  ;  ou  en  supposant 
que  la  direction  de  la  puissance  soit  verticale  y  ou  en  sup- 
posant que  le  triangle  HT 2}  soit  isocèle,  et  que  T  soit 
l'angle  du  sommet. 
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Dans. le  premier  cas^  la  puissance  est  dirigée  suivant  la 
vert  icale  PBQ ,  et  elle  soutient  tout  le  poids  ;  la  charge 
du  plan  incliné  devient  nulle  ;  ce  qui  est  évident  par  soi- 
jnéme ,  et  ce  qui  suit  de  la  proportion  générale ,  puisque 
alors  l'angle  que  la  direction  de  la  puissance  fait  avec  la 
base  du  plan  incliné  est  droit ,  et  que  le  cosinus  d'un  angle 
-droit  est  égal  à. zéro* 

Dans  le  second  cas ,  où  le  triangle  HTZ  est  isocèle  ^  et 
où  la  puissance  Q  est  dirigée  suivant  T  Z  ^  la  charge  du 
plan  incliné  a  un  rapport  fini  avec  le  poids  ou  la  puissance  ; 
et  on  a ,  P  ou  Q:A  :.  cos.  GZB  ou  cos.  IHGou  sin.  IGH: 
COS.  IXQ. 

Corollaire    II. 

aig.  Supposons  que  la  direction  de  la  puissance  soit 
parallèle  à  la  base  du  plan  incliné  (  Fig.  117).  L'angle  que 
cette  direction  fait  avec  la  longueur  du  plan  incliné  est  égal 
à  l'angle  HGI  ;  et  l'angle  qu'elle  fait  aveic  la  base  étant  nul^ 
son  cosinus  eét  le  sinus  total.  On  a  donc  alors  ^  P:Q:A:: 
cos.  HGl  ou  sin.  CHI:sin.  IGH:$in.  tôt. 

Dân^  la  même  hypothèse ,  si  l'on  veut  exprimer  le  rap- 
port des  forces  P ,  Q ,  A  ^  par  le  cnoy en  des  côtés  du 
triangle  rectangle  GIH,  on  considérera  que  sin.  GHI: 
sin.  IGH  :  sin.  tôt.  ::  GI  :  HI  :  HG;  et  que  par  conséquent, 
P:Q:A::GI:HI:HG. 

Ainsi  la  puissance  étant  parallèle  à  la  base  du  plan  in- 
cliné y  elle  est  au  poids  comme  la  hauteur  du  plan  incliné 
«  est  à  sa  base. 

CoAOLLÂiliE      III. 

â20.  L  o  R  S  Qu  X  la  direction  de  la  puissance  Q  (  Fig.  118} 
est  parallèle  à  la  longueur  du  plan  incliné ,  Fangle  que  cette 
direction  fait  avec  la  longueur  du  plan  incliné  est  nul  ;  son 
cosinus  est  le  sinus  total ,  et  l'angle  que  la  même  direction 
l'ait  avec  la  base  du  plan  incliné  est  égal  à  l'angle  HGI. 
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On  a  donc,  P  :  Q  :  A  ::  sio.  tôt-  ::  sin.HGI  :  cos.  HGI  ou 
sin.  GHI. 

S 1 ,  dans  ce  même  ca»,  on  vent  eicptitAet  leé  l'âpports  des 
forces  P^  Q,  A,  par  le  moyen  des  cèt^s  du  triangle  rec- 
tangle HIG^  il  est  claîr  qu'à  cause  delà  proportion,  sin. 
tot-rsiu.  HGI:sin.  GHI::HG:Itt:IG^  on  aura,  P:Q:A-: 
HG:HI:IG.  D'où  Ton  voit  que  la  puissance  étant  parallèle 
à  la  longueur  du  plan  incliné  ,:elle  esi  au  poids  comme  la  ^ 
hauteur  du  plan  incliné  est  à  sa  longueur* 

G  o  A  0  L 1^  A  m  s    I  y. 

2a  1.  Lk  poids  étant  représenté  en  général  (217)  par  le 
cosinus  de  Tangle  que  la  direction  de  la  puissance  fait  avec 
la  longueur  du  plan  incliné  >  tandis  que  la  puissance  est 
constammeJit  représej^tée  pai^  te  sinus  de  l'angle  d'incli*- 
naison  du  plan ,  il  est  clair  que ,  pour  une  même  inclinai- 
son^ le  rapport  du  poids  à  la  puissance  est  le  plus  grand 
qu'il  est  possible ,  lorsque  le  cosinus  dont  on  vient  de  parler 
est  le  plus  grand  qu'il  est  possible.  Or  ce  cosinus  devient  le 
plus  grand  qu'il  est  posslb|^ ,  ou  le  sinus  total ,  lorsque  la 
direction  de  la  puissance  çst  parallèle  à  la  longueur  du  plan 
incliné.  Ainsi/  quand  on  se  propose  de  faire  équilibre  au 
plus  grand  poids  possible ,  av:eç  une  puissance  dozmée ,  il 
faut  disposer  cette  puiss£(tice.  parallèlement  à  la  longueur  du 
plan  incliné  sur  lequel  le  poids  est  appuyé.  Mais  j  quand  on 
fera  passer  la  machiné  du  repos  au  mouvement^  cette  dispo- 
sitioniera  perdre  en  temps  ce  qu'on  gagne  en  force;  car, 
tandis  que  la  puissance  parcourt  la  longueur  du  plan  in- 
cliné ^  le  poids  ne  s'élève  verticalement  que  d'une  quantité 
égale  à  la  kauteur  de  ce  plan. 

ScapLiE/ 

222.  Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  pour  Féquilibre  d'une 
[     seule  puissance  avec  un  poids  posé  sur  un  plan  incliné^ 
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s'applique  facilement  au  cas  où  il  y  auroit  un  nombre  quel-' 
conque  de  puissances  agissantes  sur  le  corps.  Car  ,  pour 
qu'il  y  ait  équilibre,  ces  puissances  doivent  composer  avec 
le  poids  une  résultante  perpendiculaire  au  plan  incliné  ,  et 
passant  par  le  point  d*appui  (214);  elles  son):  donc  réduc- 
tibles aune  seule  force,  à  laquelle  on  appliquera  ce  qu'on 
a  dit  de  la  force  Q. 

Passons  à  l'équilibre  d'un  corps  soutenu  entre  plusieurs 
plans  inclinés. 

PnoPOSiTxoir   lY.   Problème. 

223.  Soit  un  corps  P  (  Fîg-  UQ  )  soumù'  à  la  seule 
action  de  sa  pesanteur  j  et  en  équilibre  entre  les  deux 
plans  inclinés  M  N^  M  K,  ifui  se  rencontrent  suii^ant  la 
droite  MO. 

La  pesanteur  du  corps ,  dirigée  Suivant  la  verticale  PD , 
qui  passe  par  son  centre  de  gfâvité ,  doit  nécessairement 
se  décomposer  en  deux  forces  qui  passent  par  lés  points  A 
et  B  d'appui  du  corps  ,  et  qui  y  soient  perpendiculaires 
chacune  à  chacun  des  deux  plans  inclinés  MN,  MK.  Ci^s 
trois  forces  concourent  donc  en  un  même  point ,  et  sont 
placées  dans  un  même  plan,  qui  est  tout  à  la  fois  vertical  et 
perpendiculaire  à  chacun  des  deu^  plans  inclinéi ,  puisqu'il 
contieiit  la  verticale  PD,  et  les  deux  perpendiculaires  P  A,  BB, 
aux  deux  plans  inclinés.  D'oii  il  suif  que  la  droite  MO  est 
nécessairement  horizontale  ;  'car  elle  est  la  section  commune 
de  deux  plans  MN,  MK,  auxquels  le  plan  vertical  APB  est 
perpendiculaire,  et  qui  lui  sont  aussi  réciproquement  per* 
pendiculaires.  On  voit  donc  que  le  corps  P,  animé  par  sa 
seule  pesanteur ,  ne  peut  pas  demeurer  en  équilibre  entre 
deux  plans  inclinés  ,  à  moins  que  ces  deux  plans  ne  se 
coupent  suivant  une  Hgne  horizontale ,  et  que  la  pesanteur 
ne  se  décompose  en  forces  qui  soient  perpendiculaires  aux 
points  d'appui. 
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I. 


Il  est  évident  que  les  deux  plans  inclinés  peuvent  être 
représentés  par  les  droites  HG,  FG  (  Fig.  i20  )  ,  menées 
dans  ces  plans  perpendiculairement  au  même  point  G  de 
leur  section  commune.  Abaissons  les  verticales  HI,  FE, 
'qui  rencontrent  l'horizontale  lE  aux  points  J,  E.  Les  trois 
lignes  HG ,  HI,  IG,  seront  la  longueur,  la  hauteur  et  la  base 
du  premier  plan  incliné;  «t  les  trois  lignes  FG,  FE,  GE, 
seront  la  longueur,  la  hauteur,  et  la  base  du  second.  Par  le 
point  H,  menons  l'horizontale  HZ,  qui  rencontre  FG  en  Z.# 
Cela  posé,  le  poids  du  corps  et  les  deux  pressions  qui  en 
résultent  perpendiculairement  aux  deux  plans  inclinés  ^ux 
points  A  et  B  ,  étant  perpendiculaires  aux  trois  côtés  du 
triangle  HZG  2  si  Ton  nomme  respectivement  P,  A,  B, 
ces  trois  forces,  on  aura  (35) ,  P:A:B:  :HZ:HG:ZG, 

IL 

A  CAUSE  de  la  proportion,  HZ  :  HG  :  ZG  ::  sin.  HGF: 
sin.  HZG  ou.  sin.  FGE  :  sin.  ZHG  ou  sin.  HGI>  pn  aura 
aussi,  P  :  A  :  B  ::  sin.  HGF  :  sin.  FGE  :  sin.  HGI.  D'où  l'on 
voit  que  le  poids  est  représenté  par  le  sinus  de  ï angle  qu^ 
font  entre  eux  les  deux  plans  inclinés  ,  tandis  que  les 
pressions  de  ces  plans  sont  réciproquement  proportionnelles 
aux  sinus  des  angles  quils  forment  avec  l'horizon^ 

Nous  observerons ,  en  passant  >  que  ce  principe  sert  à 
déterminer  les  rapports  qui  doivent  exister  entre  les  ppidi 
des  voussoirs,  dont  une  voûte  cylindrique  ou  en  berceau  est 
composée ,  pour  que  ces  voussoirs  soient  en  équilibre ,  et  que 
par  conséquent  leur  assemblage  forme  un  tout  immobile. 

La  poussée  de  la  voûte  contre  les  pieds  droits  qui  la  sou- 
tiennent se  détermine  de  la  même  manière.  Suivant  Texpé- 
vience ,  la  plupart  des  voûtes  qui  s'écroulent  se  fendent  vers 
les  reins  ;  à  la  hauteur  d'environ  4^  degrés  au-dessus  de 

Ji 
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Thorizon.  La  partie  du  milieu  peut  donc  être  considérée 
comme  un  corps  soutenu  entre  deux  plans  inclinés  formés 
par  les  lignes  de  rupture  ;  et  il  faut  donner  aux  pieds  droits 
une  épaisseur  telle  qu'ils  opposent  une  résistance  suffisante 
aux  forces  qui  tendent  à  les  rénrersen  Je  reviens  à  mon 
suje^  général. 

Corollaire    I. 

A24.  Lorsque  l'angle  H6F  est  droite  la  pression  contre 
Tun  des  plans  est  au  poids  ,  comme  le  sinus  de  Tangle  d'in- 
clinaison de  Tautre  plan  est  au  sinus  totale  ou  comme  la 
hautear  du  même  plan  est  à  sa  longueur.  Gela  doit  être  en 
effet  (220)  :  car  il  est  évident  qa'alors  la  pression  contre 
le  premier  plan  incliné  fait  ^  par  rapport  au  second,  l'office 
d'une  puissance  qui  retiendroit  le  corps  sur  celui-ci  ^  en 
agissant  parallèlement  à  sa  longueur. 

Corollaire    II. 

aa5.  Qde  l'un  GF  des  deux  plans  (  Fig.  121  )  soit  hori- 
zontal y  il  supportera  tout  le  poids  du  corps  ;  le  point  d*ap- 
pui  S  du  corps  sur  ce  plan  sera  placé  dans  la  verticale 
abaissée  de  son  centre  de  gravité  ;  et  la  pression  de  Tautre 
plan  HG  s'évanouira.  Tout  cela  est  évident  :  car  alors  le 
poids  P  et  la  pression  du  plan  G  F  sont  exprimés  par  les 
sinus  égaux  des  angles  HGF,  HGI,  qui  sont  suppléments 
l'un  de  l'autre,  tandis  que  la  pression  du  plan  HG  est  expri- 
mée par  le  sinus  de  l'angle  que  le  plan  GF  fait  avec  l'hori- 
zon ,  qui  est  égal  à  zéro. 

Corollaire  IIL 

226.  QxTE  le  plan  GF  (Fig.  122')  soit  vertical,  on  aura^ 
P  :  A  :  B  :  :  sin.  HGF  ou  sin.  GHI  r  sin.  FGE  ou  sin.  tôt.  : 
rin«  HGI«~  La  pression  contre  le  plan  FG  fait,  par  rapport 
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àù  plan  HG ,'  l'office  d'une  puissance  qiri  retiéndroit  le  corps 
sur  ce  plan^  en  agissant  parallèlement  à  sa  base  GI. 

On  déterminera  de  même  les  rapports  particuliers  du 
poids  et  des  pressions  des  plans  inclinés ,  dans  les  autres 
hypothèses  particulières. 

Remarque* 

aiay.  Si  uti  corps  soutenu  en  équilibré  eittre  deux  .plans  ^ 
au  lieu  d'étté  simplement  soumis  à  l'action  de  sa  pesan-* 
tear  ^  étolc  poussé  par  des  forces  qui ,  coihbinées  avec  la 
pesanteur  >  produisissent  une  résultante  dont  la  direction  ne 
fût  pas^  rertiçâle ,  oft  appliqueroif  à  ce  cas  la  théorie  géné- 
rale de  Târticle  228 ,  en  y  prenant  la  direction  de  la  résul- 
tante proposée  pour  la  verticale ,  et  la  perpendiculaire  à 
cette  direction  pour  l'horizontale. 

S   C  H  O  L   I  Èi 

5^8.  Lorsqu'un  corps  s*appuie  à  la  fois  sur  plus  de 
deux  plan»  inclinés^  les  intersections  de  ces  plans  ne  sont 
plus  des  ligne»  déterminées  :  elles  peuvent  avoir  des  posi** 
tions  différentes  par  rapport  à  l'horizon.  Mais  ^  pour  Téqui* 
Ëbre^  il  faut  que  la  pesanteur  du  corps,  ou  en  général  la 
force  qui  le  pousse >  se  décompose  en  forces  qui  soient  per- 
pendiculaires aux  plans  inclinés  ,  et  qui  passent  par  les 
points  d'appui  du  corps.  Il  y  a  donc  toujours  alors  dans  la 
direction  de  cette  force  un  point  duquel  on  peut  abaissa 
des  perpendiculaires  aux  plans,  aux  endroits  ou  le  corps 
s'appuie*  Ce  point  doit  être  regardé  comme  celui  oh  cotl* 
courent  les  directions  de  plusieurs  forces  en  équilibre.  Ainsi 
il  s'agit  alors  de  décomposer  la  force  appliquée  au  corps  en 
plusieurs  autres  forces,  dirigées  perpendiculairement  auH 
plans  inclinés,  et  ces  forces  exprimeront  les  pressions  des 
mêmes  plans  ;  mais  une  telle  décomposition  peut  être  nh 
problème  indéterminé,  91  Ton  9*eo  tient  strictement  aux 


|64  MECANIQUE. 

principes  ordinaires  de  la  mécanique;  c'est  ce  qu'il  est  à 
propos  d*expliquer. 

L  é 

Supposons^  pour  ramener  la  question  à  une  autre  plus 
simple ,  et  de  même  nature ,  qu'un  corps ,  uniquement 
soumis  à  Faction  de  sa  pesanteur ,  s'appuie  par  plusieurs 
points  sur  un  jplan  horizontal ,  et  qu'il  soit  en  équilibre.  II 
est  d'abord  évident  que  ,  s'il  n'y  a  que  deux  appuis ,  la 
détermination  des  pressions  qu'ils  supportent  est  un  pro- 
blème déterminé  ;  car  il  faut  pour  l'équilibre  que  la  direction 
de  la  pesanteur  du  corps  ,  réunie  à  son  centre  de  gravité  , 
et  les  pressions /Verticales  des  deux  appuis^  soient  dans  un 
même  plan  vertical  ;  d'un  autre  côté  ^  la  pression  d'un  appui 
est  à. la  pesanteur  du  corps,  comme  la  ligne  horizontale^ 
comprise  entre  l'autre  appui  et  la  direction  de  la  pesanteur^ 
est  à  la  distance  des  deux  appuis. 

II.        • 

Le  problème  est  encore  déterminé,  quand  il  y  a  trois 
appuis ,  et  que  ces  appuis  ne  sont  pas  en  ligne  droite.  En 
effet,  soient  (Fig.  i38  )  A,  B,  C^  les  trois  appuis  proposés ^ 
que  je  joins  par  les  droites  AB^  AG,  BC  ;  imaginons  que  du 
centre  de  gravité  du  corps  tombe  une  ligne  verticale  qui 
rencontre  au  point  P  le  plan  horizontal  ABC  ;  et  menons 
les  droites  APD,  PB,  PC.  Je  nomme  P  le  poids  du  corps , 
et  a,  ^,  c,  les  pressions  inconnues  des  trois  appuis  A,  B,  C. 
Cela  posé,  je  décompose  d'abord  la  force  P  en  deux  autres 
forces  verticales,  qui  passent  par  les  points  A  et  D  ;  la  pre- 

P  yC  DP 

miere  a  pour  valeur  — — ,  et  représente  la  pression  de 
l'appui  A ,  de  "sorte  que  a  =  -^- —  :  la  seconde  a  pour 

AU  '^ 

\  P  X  AP 

valeur  >  ;  je  la  décompose  elle-même  en  deux  autres 
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forces ,  qui  passent  par  les  appuis  B  et  C ,  et  qui  expriment 

les  pressions  de  ces  appuis;  ce  qui  donne,    .      .      .     . 

,        PXAP      DC  PxAP      DB    T>  1 

t  =  __  X  3^,  c=  ^.j^  X  g^.   Par  conséquent  on 

aura  cette  suite  de  proportionnelles ,P:a:fc:c::P:  — - —  : 

AU 

PX  AP       DC    PX  AP  ^  DB  ^  ,  ^^         .^ 

-ÏD- ^  BC -"TSr  ^  BC5  ^^>  P  =  ^-*-^  -  ^f^  ><  AD: 

BC  X  DP  :  AP  X  DC  :  AP  X  DB.  Or  il  est  aise  de  voir  que 
les  quatre  produits,  qui  forment  la  suite  des  conséquents^ 
sont  entre  eux  comme  les  quatre  triangles  ABC ,  PBC  ^ 
PAC,  PAB.  Car  d'abord  les  deux  triangles  ABC ,  PBC,  qui 
ont  même  base  BC ,  ont  des  hauteurs  qui  sont  entre  elles 
comme  les  lignes  AD ,  PD  ;  ainsi  ABC  :  PBC  :  :  BC  X  AD  : 
BC  X  PD.  D'un  autre  côté,  on  a,  PBC:PDC:;BC:DC; 
et  PDC:PAC::PD:AP.  Donc,  en  écrivant  ces  deux  pro- 
portions Tune  au-dessous  de  l'autre ,  et  les  multipliant  par 
ordre ,  on  aura,  PBC: PAC  :•  BC  x  PD:DC  X  AP.  Sembla- 
blement,  on  a  ,  PBC  :  PAB  ::  BC  x  PD  :  AP  x  DB.  Donc 
enfin,  P:a:b:c:  :  ABC:  PBC:  PAC:  PAB. 

Ce  théoféme  élégant  est  d'Enler,  qui  Fa  donné  sans 
démonstration  dans  un  très  beau  mémoire ,  intitulé  :  De 
Pressione  ponderis  in  planum  cui  incumhit  (  Acad.  de 
Pétersbourg,  tom.  XVIII,  ann.  lyGS  )^ 

Lorsque  les  trois  appuis  A ,  B ,  C ,  sonfen  ligne  droite , 
les  triangles  ABC ,  PBC,  PAC,  PAB,  s'évanouissent;  et  le 
rapport  des  forces  P ,  a  ,  ^ ,  c ,  est  indéterminé.  Voyez  les 
réflexions  de  d'Alembert  sur  ce  cas  (  Opuscules  Mathém, , 
iome  VIII,  page  36  ). 

III. 

Si  le  corps  s'appuie  par  plus  de  trois  points,  le  problème, 
\  considéré  toujours  suivant  les  lois  ordinaires  de  la  méca- 
nique, est  indéterminé,  quel  que  soit  l'arrangement  res- 
pectif des  appuis.  £uler ,  pour  le  rendre  déterminé  en  gé- 
néral, regarde  le  plan  sur  lequel  portent  les  appuis,  comme 
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formé  de  terre  glaise ,  et  suppose  que  les  pressions  des  ap- 
puis sont  proportionnelles  aux  quantités  dont  les  pieds  du 
corps  s'enfoncent  dans  la  glaise*  Voyez  le  développement 
de  cette  pouyelle  théorie  dans  le  mémoire  cité. 

Proposition    V.    Phoblême^ 

•s 

320,  DÉTERMINER  les  coTididons  de  l'équilibre  de  deux 
poids  F  et  Q  (  Fig.  1^3)^  attachés  aux  deux  extrémités 
d'une  corde  PHQ>  et  appuyés  sur  deux  plans  inclinés 
MN^  MK ,  qui  se  rencontrent  suivant  la  droite  MO. 

1^.  Il  est  clair  que  si  rien  n'empêche  la  corde  de  glisser 
sur  Faréte  MO^  il  faut ,  pour  que  la  corde  ne  glisse  pas 
effectivement^  que  cette  arête  ^oit  horizontale.  Alors ^  eu 
regardant  la  tension  de  la  corde  PHQ ,  qui  est  égale  de 
part  et  d'autre^  comme  une  force  qui  retient  chacun  des 
deux  corps  en  équilibre  sur  son  pls^n  inclina ,  on  trouvera 
généralement  (  217  )  les  rapports  qui  existent  entre  cette 
force,  les  poids  des  deux  corps j»  et  les  pressions  qui  ré- 
sultent perpendiculairement  sur  les  deux  plans  inclinés. 

Par  exemple^  que  HG  ,  HF  (  Fig.  124  ),  soient  les  lon- 
gueurs de  nos  deux  plans  inclinés ,  et  HI  leur  hauteur  com- 
mune. Que  la  corde  qui  joint  les  deux  corps  passe  dans  des 
fentes  pratiquée?  suivant  les  longueurs  HG,  HF,  de  ma- 
nière qu^elle  aille  en  ligne  droite  d  un  corps  à  l'autre.  Soient 
îimn,  lAnm,  les  angles  que  cette  corde  fait  avec  les  lonr- 
gueurs  des  deux  plans  inclinés;  GVP,  Tangle  qu'elle  fait 
avec  leurs  bases.  En  nommant  T  la  tension  de  la  corde, 
A  et  B  les  pressions  perpendiculaires  des  deux  plans  iur 
clinésHG,  HF,  on  aura  ces  deux  suites  de  proportion-? 
nelles  :  '  ' 

P:T:A::cos.  Hm/i:sîn.  HGIrcos.  GVP, 
Q  :  T  :  B  :  :  COS.  H«/n  :  sin.  HFI  :  cos,  GVP. 

Comme  la  même  force  T  se  trouve  dans  ces  deux  suites , 
pu  pourrs^  comparer  ensemble  deux  quelconques  des  cinq 
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forces  P,  T,  A,  Q,  B.  Ainsi,  pour  comparer  P  avec  Q, 
on  'formera  ces  deux  proportions  ,  P.:  T  :  :  cos.  'Hmn: 
sin.  HGI;  T  :  Q  ::  sin.  HFIrcos.  H/im;  lesquelles  étant 
écrites  Tune  au-dessous  de  Tautre ,  et  multipliées  par  ordre , 
donnent,  P :Q  ::  cos.  ïimn  x  sin. HFI :sin.  HGI  X  cos. H/zm. 

On  opérera  dune  manière  semblable  pour  les  autres 
comparaisons» 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  développer  toutes  les  cou* 
séquences  particulières  qui  résultent  de  ces  proportions 
générales. 

2^.  S'il  y  avoit  sur  l'arête  MO  (  Fig.  ia3  )  ,  section  com- 
mune des  deux  plans  inclinés  sur  lesquels  les  deux  poids 
P  et  Q  s'appuient,  un  obstacle,  comme  un  clou,  une 
poulie ,  qui ,  sans  gêner  d'ailleurs  l'action  de  la  corde , 
empêchât  seulement  cette  corde  de  glissePi  il  ne  seroit  plus 
nécessaire  que  l'arête  MO  fût  horizontale.  Mais ,  en  suppo- 
sant même  que  les  deux  parties  HP,  HQ,  de  la  corde  ne 
soient  pas  dans  un  même  plan,  pourvu  que  la  corde  ait 
toute  liberté  de  glisser  suivant  sa  longueur,  elle  est  toujours 
également  tendue  dans  les  deux  sens ,  et  on  peut  regarder 
cette  tension  comme  une  force  qui  retient  chacun  des  deux 
corps  en  équilibre  sur  son  plan  incliné.  ' 

S  c  H  O  L  X  K. 

25o.  L'ÉQUILIBRE  des  corps  soutenus  entre  des  surfaces 
courbes  ou  sur  des  surfaces  courbes  se  rapporte  à  celui  des 
plans  inclinés.  Car  les  surfaces  courbes  pouvant  être  regar- 
dées comme  des  assemblages  d  une  infinité  de  petits  plans 
différemment  inclinés,  si  Ton  imagine,  par  les  points  d'appui 
des  corps,  des  plans  tangents  aux  surfaces  courbes,  oa 
pourra  considérer  les  corps  comme  soutenus  entre  ces  plans 
ou  sur  ces  plans.. 
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SECTION   VI. 

De  la  Vis. 


a3i .  La  vis{  Fig.  laS ,  126  )  est  un  cylîndre  droit ,  autour 
duquel  s'enveloppe  ou  s'entortille  spiralement  un  solide,  qui 
«,  suivant  sa  grosseur ,  la  forme  d'un  prisme  parallélogram- 
mique  ou  triangulaire.  L*une  des  faces  parallélograhimiques 
de  ce  solide  s'applique  sur  la  surface  convexe  du  cylindre  ; 
et  si  Ton  conçoit  que  ce  même  solide  est  composé ,  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  d'une  infinité  de  filets  parallèles  entrer 
eux,  tous  ces  filets,  en  s'entortillant  autour  du  cylindre,  à 
différentes  distances  de  l'axe  CK,  forment  des  angles  aigus 
et  égaux  entre  eux,  avec  des  droites  qui  les  rencontreroient, 
et  qui  seroient  parallèles  à  Taxe  CK, 

Le  relief  spiral ,  formé  ainsi  sur  la  surface  du  cylindre , 
s^âppelle  yî/e^  rfe  la  vis.  Nous  nous  servirons  du  mot  spire , 
pour  désigner  la  partie  d'un  filet  élémentaire  du  prisme , 
laquelle  correspond  à  un  tour  sur  le  cylindre.  La  distance  AB 
qu'il  y  a  parallèlement  à  Taxe  CK,  entre  deux  spires  corres- 
pondantes ,  se  nomme  hauteur  du  pas  de  la  vis ,  ou  simple- 
ment pas  de  la  vis»  II.  est  clair  que  tous  les  pas  de  la  vis  sont 
égaux  entre  eux. 

La  vis  entre  dans  une  pièce  MN ,  qu'on  nomme  écrou. 
Cette  pièce  doit  donc  être  creusée  intérieurement  d'une 
quantité  égale  et  semblable  au  filet  de  la  vis ,  en  sorte  que 
Técrou  peut  être  regardé  comme  le  moule  du  filet  de  la  vis. 

1233*  On  emploie  la  vis  et  son  écrou  pour  comprimer  les 
corps ,  quelquefois  aussi  pour  élever  des  poids.  L'effet  re- 
vient au  même  dans  les  deux  cas.  La  puissiance  Q ,  qui  meut 
I4  iQacfainQ^  est  appliquée  ordinairement  à  une  barre  qui 
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traverse-  la  vîs  ou  Fécrou  ;  et  Tune  de  ces  pièces  est  mobile^ 
tandis  que  l'autre  est  immobile.  Comme  la  puissance  agit 
toujours  de  la  même  manière ,  soit  que  la  vis  soit  fixe  et 
l'écrou  mobile ,  ou  la  vis  mobile  et  Fécrou  fixe ,  il  suffit  ici 
de  considérer  Fun  de  ces  deux  cas. 

Proposition    I.    Problème, 

s33.  Déterminer,  dans  lavis ,  le  rapport  de  lapuis^ 
sance  au  poids  y  pour  quHl  y  ait  équilibre. 

Je  suppose  que  la  vis  soit  fixe  et  FécroiL  mobile  ;  et , 
pour  établir  clairement  Fétat  de  la  question^  je  regarde  la 
vis  comme  verticale,  et  Fécrou  comme  chargé  d'un  poids  P, 
qu'il  faut  élever,  à  Faide  de  la  puissance  Q,  qui  agît  perpen- 
diculairement à  l'extrémité  de  la  barre  CQ,  et  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Faxe  de  la  vis.  Il  s'agit.de  trouver  le  rap- 
port de  la  puissance  Q  au  poids  P.  On  peut  comprendre 
dans  ce  poids  celui  de  Fécrou. 

Le  poids  P  étant  soutenu  par  les  filets  de  la  vis ,  nous 
pouvons  le  décomposer  en  une  infinité  de  petits  poids  dis- 
tribués sur  les  différents  points  des  filets  de  la  vis  ,  aux 
endroits  où  ces  filets  sont  touchés  par  les  points  correspon- 
dants des  filets  de  Fécrou.  Représentons-nous  la  courbe 
spirale  que  forme  chaque  filet  élémentaire  du  prisme  géné- 
rateur, comme  partagée  en  une  infinité  d'éléments  par  des 
plans  horizontaux.  Il  est  clair  que  ces  éléments  pourront 
être  regardés  comme  de  petites  lignes  droites ,  ou  de  petits 
plans  inclinés  dont  Fangle  d'inclinaison  constante  avec  Fho- 
rizon  est  le  complément  de  celui  que  chaque  filet  élémen- 
taire du  prisme  forme  avec  une  ligne  droite  parallèle  à 
Taxe  du  cylindre.  Soit  p  Fun  des  poids  élémentaires  dans 
lesquels  le  poids  P  a  été  décomposé  ;  et  concevons  d'abord 
que  ce  petit  poids  p  est  retenu  en  équilibre  sur  Fun  des 
petits  plans  inclinés  dont  nous  venons  de  parler ,  au  moyen 
d'une  puissance  r  parallèle  à  la  base ,  ou  tangente  en  /?  à  la 
circonférence,  qui  a  Cp  pour  rayon.  En  nommant  b  la 
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base  du  plan  mclinë,  h  sa  hauteur,  an  aura  (219) ,  ^  :r  ::  &  :  A. 
Or  il  est  évident  qu*à  un  pas  de  la  vis  répond  une  infinité  de 
plans  inclinés  y  et  (jue  la  somme  de  leurs  bases  est  égale  à  (1) 
cire.  Cpf  tandis  que  la  somme  de  leurs  hauteurs  est  le  pas 
même  AB  de  la  vis.  Donc^  puisque  tous  ces  plans  sont  éga- 
lement inclinés  ^  on  aura^  b:h:  icirc,  GpiAB,  et  par  consé- 
quent aussi ,  p:r:.  cire.  CpiAB. 

Maintenant,  au  lieu  de  supposer  que  le  poids  p  est  sou- 
tenu par  la  puissance  r,  imaginons  que  la  puissance  Q  ayant 
été  décomposée  en  une  infinité  de  puissances  ç ,  qui  lui  sont 
parallèles ,  et  qui  sont  appliquées  en  Q ,  Tune  de  ces  puis- 
sances élémentaires^  retient  le  corps/?,  au  moyen  d'un 
levier  C/7Q,  qui  empêche  le  corps  de  glisser.  Les  deux  puis- 
sances r  et  éf  ,  dont  chacune  en  particulier  fait  équilibre  au 
poids  p,  peuvent  être  regardées  comme  appliquées  aux 
points  p,Q^  du  levier  C/?Q,  dont  le  point  d'appui  est 
dans  Taxe  de  la  vis ,  autour  duquel  la  rotation  tend  à  se 
faire.  Ainsi,  puisque  ces  puissances  se  contrebalanceroient 
mutuellement,  si  elles  agissoient  en  sens  contraires,  on 
aura  (i56),  r:q  ::  CQiCp;  ou  bien,  r:q  ::  cire.  CQicirc.  Cp. 
Multipliant  cette  proportion  par  la  précédente ,  p:r:  leirc. 
C/?:AJB,  on  trouvera,  ;o:^::  c/rc.  CQ:AB;  c'est-à-dire  que 
chaque  poids  élémentaire  du  poids  P  est  à  chaque  puissance 
élémentaire  correspondante  de  la  puissance  Q  ,  dans  le  rap- 
port constant  de  la  circonférence ,  qui  a  pour  rayon  la  dis- 
tance du  point  d'application  de  la  puissance  à  Taxe  de  la  vis, 
à  la  hauteur  du  pas  de  la  vis.  Donc  le  poids  total  P  est  à 
la  puissance  totale  Q ,  comme  la  circonférence  du  cercle 
qui  a  pour  rayon  la  distance  du  point  d* application  de  la 
puissance  à  Vaxe  de  la  vis  y  est  à  la  hauteur  du  pas  de 
la  vis. 


(1)  Cette  expression  abrégée  cire, ,  mîse  au-devant  d*une  ligne ,  désigne 
la  circonférence  qui  a  cette  ligne  pour  rayon. 
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tt54p  Ok  voii:  par-là  que^  dans  le  simple  état  d'^quiUbré  ^ 
le  poids  est  pUis  grand  que  la  puÎMance^  dans  le  rapport  da 
cire.  CQ  à  ABt  Mais^  lorsque  la  machine  passe  du  repos 
au  mouyement^  il  est  clair  que  le  poids  ne  s'éleye  que  de  la 
quantité  ÂB ,  tandis  que  la  puissance  parcourt  horizontale» 
ment  un  espace  éga|  à  cire,  CQ  ;  on  perd  donc  alors  en  temps 
ce  qu'on  gagne  en  force. 

CoAOLtAIllS     II. 

a35.  La  même  proportion  P:Q  ::circ.  CQ:AB,  fiiit  voir 
que ,  la  hauteur  du  pas  de  la  vis  diminuant^  la  puissance 
'  doit  diminuer  aussi  ^  tout  restant  d'ailleurs  le  même.  Ainsi 
une  même  vis  comprime  avec  d'autant  plus  d'efFort ,  ou 
élevé  un  poids  d'autant  plus  grand ,  que  la  hauteur  de  son 
pas  est  plus  petite. 

Remarque    I. 

a36.  Si  la  vis,  toujours  fixe,  étoit  inclinée ,  îlfaudroît 
décomposer  le  poids  à  élever  en  deux  forces,  l'une  perpen- 
diculaire à  Taxe  de  la  vis ,  l'autre  dirigée  suivant  cet  axe*. 
La  première  seroit  détruite  par  Tappui  qui  soutient  la  vis , 
et  devroit  être  négligée  ;  la  seconde  seroit  la  seule  qui  fût 
contrebalancée  par  la  puissance  que  je  suppose  touj'ours 
a^  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  et  devroit  lui 
être  comparée  de  la  même  manière  que  le  poids  P  a  été 
comparé  à  la  puissance  Q  (aSS).  Comme  on  connolt  le 
rapport  de  la  partie  du  poids  qui,  agît  suivant  Taxe  à  ce 
poids,  l'angle  que  fait  l'axe  de  la  vis  avec  l'horizon  étant 
donné,  il  s'ensuit  qu'on  connoîtra  aussi  le  rapport  du  poidai 
à  élever  h  la  puissance. 
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Remarque    II. 

dSj.  Il  arrive  quelquefois  que  la  puissance  tire  oblique- 
ment par  rapport  à  un  plan  peipendiculaire  à  Taxe  de  la  vis. 
Alors  elle  se  décompose  en  deux  autres  forces ,  l'une  pa- 
rallèle à  Taxe^  l'autre  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe.  Ces  deux  forces  seront  connues^  puisqu'on  est 
censé  connoitre  la  quantité  et  la  direction  de  la  puissance. 
La  première  force  s'ajoute  à  l'effort  que  la  vis  doit  soutenir 
dans  le  sens  de  son  axe,  ou  bien  s'en  retranche,  selon  que 
la  puissance  tire  de  haut  en  bas,  ou  de  bas  en  haut;  et  la 
seconde  fait  équilibre  à  l'effort  résultant  suivant  Taxe,  de 
la  même  manière  que  la  puissance  Q  fait  équilibre  au 
poids  P,  dans  l'article  a33.  En  établissant  la  proportion 
que  cet  équilibre  demande,  et  faisant  le  produit  des  ex- 
trêmes et  celui  des  moyens  ,  on  parviendra  à  une  équation 
du  premier  degré  ;  d'où  l'on  tirera  le  rapport  du  poids  à  la 
puissance  primitive.  Je  ne  développe  pas  ce  calcul  en  détail , 
parcequ'il  est  facile,  et  que  d'ailleurs  il  n'est  pas  d'un  grand 
usage  dans  la  pratique. 

Remarque   III. 

238.  L'action  de  la  vis  ne  se  transmet  pas  toujours 
immédiatement  au  poids  qu'il  faut  élever,  ou  en  général  à 
la  résistance  qu'il  faut  vaincre.  Par  exemple,  la  Figure  127 
représente  une  machine  dans  laquelle  le  filet  d'une  vis  en- 
grené avec  une  roue  dentée  garnie  tl'un  tambour  T ,  autour 
duquel  s'enveloppe  une  corde  qui  soucient  le  poids  P.  Une 
puissance  Q,  appliquée  à  la  manivelle  M,  empêche  le  poids 
de  descendre.  Le  tambour  T  pourroit  porter  lui-même  une 
seconde  vis  dont  le  filet  engrenât  avec  une  seconde  roue 
dentée,  garnie  d'un  second  tambour  qui  soutînt  un  poids, 
ou  qui  portât  une  troisième  vis  ;  ainsi  de  suite.  Quand  on 
saura  tronyer  le  rapport  du  poids  P  à  la  puissance  Q,  pour 
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la  Fignre  127^  on  appliquera  sans  peine  les  mêmes  raison* 
nements  aux  autres  cas. 

On  appelle  ces  sortes  de  vis  qui  engrènent  avec  des  roues 
dentées  vis  sans  fin  ^  parceque  Fengrenage  n'a  pas  de  fin^ 
et  demeure  toujours  le  même ,  tant  que  la  machine  tourne. 

Proposition    IL    Probl^ême. 

aSg.  DiTERMiNER  (  Fig.  127  )  le  rapport  du  poids  P 
à  la  puissance  Q ,  pour  qiCil  y  ait  équilibre. 

Tout  le  sptême  étant  suppose  en  équilibre ,  il  est  évident 
que  le  poids  est  contrebalancé  immédiatement  par  la  résis- 
tance que  le  filet  de  la  vis  oppose  en  A  à  la  dent  de  la  roue^ 
suivant  la  direction  h  g  perpendiculaire  au  rayon  Cà^  ou 
parallèle  à  Taxe  de  la  vis.  Ainsi  ^  en  nommant  h  cette  résis- 
tance^ et  la  regardant  comme  une  force  appliquée  à  la 
roue  d'un  tour^  et  en  équilibre  avec  le  poids  P,  on  aura 
(196),  P:À::C/i:Crf. 

De  rakm^  que  le  filet  de  la  vis  pousse  la  dent  de  la  roue 
suivant  la  direction  gh ,  ce  filet  est  repoussé  à  son  tour  sui- 
vant la  direction  contraire  hi ^  et  avec  la  même  force ^  par 
la  dent  de  la  roue.  Cette  dernière  force  peut  être  regardée 
comme  un  poids  qui  agit  parallèlement  à  Taxe  de  la  vis^  et 
qui  est  en  équilibre  avec  la  puissance  Q.  Par  conséquent , 
hz  étant  la  hauteur  du  pas  de  la  vis^  on  aura  (aSS)^  Â:Q  ..j 
circ.£M:^z. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ^  il  viendra^ 

P:Q  ::  Gb  X  cire.  £M  :C<f  X  hz.  Ainsi  le  poids  est  à  lapuis^ 

sance,  comme  le  produit  du  rayon  de  la  roue  par  la  circon^ 

férence  que  décrit  la  manivelie,  est  au  produit  du  rayon  du 

aj'lindre  ^  par  la  hauteur  du  pas  de  la  vis. 

■ 

Corollaire. 

^  240.  ^N  employant  plusieurs  roues  dentées  et  plusieurs 
vis  sans  fin  pour  soutenir  un  poids  donnée  la  force  ^  appli- 
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quée  à  la  lAaxdveUe,  peut  être  très  petite  par  rapport  au 
poids.  Mais  aussi  ^  dans  le  cas  du  mouyement^  la  puissance 
est  obligée  d'aller  plus  Tite  que  te  poids ,  précisément  dans 
la  même  raison  qu'elle  est  moindre  que  lui.  On  perd  donc 
toujours  en  temps  ce  qu'on  gagne  en  force. 


atmm^^^»tm^ÊmÊ^tiitm 


SECTION    VIL 


Du  Coin. 


241  •  Lk  eoki  est  un  prisne  triangulaire  ABCDEF  (Fîg.  f  28)^ 
qu'on  introduit  dans  une  fente  pour  Àsarter  on  séparer  les 
deux  parties  d'un  corps.  Quelquisfois  aussi  on  s'en  sert  pouf 
soulever  des  poids ,  ou  pour  comprimer  des  corps^ 

Les  couteaux^  les  rasoirs ,  les  ciseaux^  et  en  général 
tous  les  instruments  tranchants  on  pénétrants^  se  rapportent 
au  coin. 

On  appelle  tête  du  coin  la  fiice  parallélogrammiqne  ABGD^ 
qui  reçoit  le  coup  ,  ou  L'impression  de  la  force  motrice  ; 
l'arête  EF,  par  laquelle  le  coin  commence  à  s'enfoncer,  en 
est  le  tranchant;  et  les  faces  parallélogrammiques  ABFE  , 
DCFE ,  par  lesquelles  il  presse  les  corps  contigus ,  en  sont 
les  câtés. 

Nous  représenterons  cet  instmmeuLt  par  son  simple  profil 
DAE  (  Fig.  1^)^  c'est-^-dire  par  le  triangle  qui^  en  se 
mouvant  parallèlement  à  lui-mèEâe>  engendre  le  coin. 

Proposition.   Problème. 


X 


24a.  DÉTERMINER  les  conditions  de  V équilibre  entre  la 
farce  imprimée  perjiendicuiairement  à  la  tête  du  coin ,  et 
les  résistances  du  corps^  à  fendre. 


'  I 
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Supposons  un  corps  appuyé  par  sa  base  ZP  (  Fig.  1 3o  ) 
sur  un  plan  immobile;  que^  pour  écarter  les  deux  parties 
M  et  N  de  ce  corps ,  on  introduise  entre  elles  un  coin  DEA 
frappé  ou  poussé  perpendiculairement  à  sa  tête  par  une 
force  Q.  Il  est  clair  que  cette  force  ,  étant  détruite  unique- 
ment par  les  résistances  que  les  parties  du  corps  à  fendre 
opposent  à  Faction  du  coin ,  doit,  nécessairement  se  décom- 
poser en  deux  forces  dirigées  vers  les  appuis  I  et  K  ^  per^ 
pendiculaîrement  aux  côtés  AE,  DE,  du  coin  ^  qu'on  peut 
regarder  comme  des  plans  tangents  aux  appuis  I  et  K,  Ainsi 
(32^  la  force  Q  et  les  deux  pressions  quelle  produit  aux 
points  I  et  K  ^  sont  dans  un  même  plan ,  et  concourent  au 
même  point  O.  Nommons  Q,  I,  K,  ces  trois  forces;  et 
considérons  que  leurs  directions  QO,  01,  OK,  étant  per- 
pendiculaires chacune  à  chacun  des  trois  côtés  AD ,  AE,  DE, 
du  triangle  AED,  on  a  (35) ,  Q:I:K::  AD:AE:DE;  et  par 
conséquent  aussi ,  Q  :  I  H-  K  :  :  AD  :  AE  -f-  DE. 

A  cause  de  l'équilibre,  les  deux  pressions  I  et  K  sont 
détruites  par  deux  résistances  contraires  et  égales  chacune  à 
chacune^  que  les  parties  du  corps  à  fendre  leur  opposent. 
Ainsi  la  force  ,  imprimée  perpendiculairement  à  la  tête  du 
coin ,  est  à  la  somme  des  résistances  que  les  parties  du  corps 
à  fendre  opposent  immédiatement  à  son  action,  comrhe  la 
tête  du  coin  est  à  la  somme  de  ses  côtés. 

On  voit  que  plus  le  coin  deviendra  tranchant,  plus  la 
même  puissance  acquerra  d'avantage  sur  îa  somme  des  ré- 
sistances à  vaincre  ,  et  plus ,  par  conséquent,  le  coin  trou- 
vera de  facilité  à  s'enfoncer. 

Corollaire.    I. 

^43.  Lorsque  le  coin  est  isocèle,  c'est-à-dire  lorsque 
les  cotés  AE,  DE,  sont  égaux,  les  deux  forces  I  et  K  sont 

égales;  et  on  a,  Q:I-f-  K::  AD:2iAE::  — :A£.  Donc  alors 
la  force  ^  imprimée  perpendiculairement  à  la  tête  du  coin, 
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est  à  lu  somme  des  résistances  que  les  parties  du  corps  à 
fendre  lui  opposent,  comme  la  démi-téte  du  coin  est  à  l'un 
des  côtés. 

Corollaire    II. 

244*  Prenons  en  général  sur  les  directions  des  deux 
forces  I,  K,  les  parties  IV,  KH,  égales  respectivement  aux 
cotés  AK,  DE,  du  coin,  pour  représenter  ces  forces  ;  et 
décomposons  chacune  des  mêmes  forces  en  deux  autres  , 
l'une  perpendiculaire,  l'autre  parallèle  à  la  base  ZF,  en 
construisant  les  deux  parallélogrammes  rectangles  IRVT , 
KSHG ,  qui  satisfassent  à  cette  condition.  Il  est  évident  que 
les  deux  forces  IR ,  KS,  étant  perpendiculaires  au  plan  sur 
lequel  le  corps  s'appuie,  ne  peuvent  imprimer  aucune  sorte 
de  mouvement  à  ce  corps.  Mais  la  force  IT  tend  à  mouvoir 
la  partie  M  parallèlement  à  ZF;  et  la  forcé  KG  tend  à  mou- 
voir la  partie  N  parallèlement  à  FZ.  Nommons  T  et  G  les 
deux  forces  IT,  KG.  Cela  posé, 

1**.  On  aura ,  I  :  T  :  :  IV  ou  AE  :  IT  ;  et  comme  on  a  (24^), 
Q:I::AD:AE,  si  l'on  multiplie  ces  deux  proportions  par 
ordre ,  on  aura ,  Q:T::AD:IT. 

2:*.  On  trouvera  semblablement ,  Q:G:  :AD:KG. 

Ces  deux  proportions  donnent  la  suite  de  proportion- 
nelles ,  Q  :  T  :  G  :  :  AD  :  IT  :  KG  ;  et  par  conséquent  aussi , 
Q:T-HG::AD:IT-hKG. 

Corollaire    III. 

245.  Supposons  que  la  tête  DA  du  coin  soit  parallèle  à 
la  base  ZF  ;  et  menons ,  du  tranchant  E,  la  perpendiculaire 
EB  sur  la  tête.  Les  deux  triangles  rectangles  IVT,  EAJB, 
qui  ont  des  hjrpoténuses  égales,  par  construction,  et  qui, 
ayant  tous  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun, 
sont  équiangles ,  sont  parfaitement  égaux.  On  aura  donc, 
1T==  EB.  On  démontrera  de  même  que  KG=EB,  Ainsi  les 


) 
^ 
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deux  forces  T  et  G  sont  égales  ;  et  la  suite  précédente  donne , 

Aï)  '*. 

Q:Th-G::AD:2EB::^:EB. 

Il  suit  de  là  que ,  lorsque  la  tête  du  coin  est  parallèle  au 
plan  sur  lequel  le  corps  s* appuie ,  la  force ,  imprimée  per^ 
pendiculairement  à  la  tête  du  coin ,  est  à  la  som.me  des 
résistances  que  les  deux  parties  du  corps  à  fendre  lui  op* 
posent  parallèlement  à  la  tête  du  coin ,  comme  la  demi^ 
tête  du  coin  est  à  sa  hauteur. 

Cette  propriété  peut  être  appliquée  au  cas  où  Ton  se  sert 
du  coin  pour  comprimer  ;  car  alors  la  résistance  s'exçrce 
parallèlement  à  la  tête  du  coin. 

S  C  H  O  L  I  E« 

246.  Telle  eSt  à-peu-près  toute  la  théorie  mathématique 
du  coin.  Nous  ne  devons  pas  dissimuler  que  l'application  de 
cette  théorie  à  la  pratique  n'est  pas  susceptible  d'une  grande 
précision^  parceque  les  différents  corps  sont  composés  de 
parties  plus  ou  moins  adhérentes  entre  elles,  ou  de  fibres 
plus  ou  moins  flexibles  :  d'où  il  résulte  que  la  même  force, 
appliquée  au  même  coin,  ne  produira  pas  les  mêmes  enfoiv 
céments  dans  deux  matières  différentes,  et  que  chaque  en-* 
foncement  particulier  ne  peut  guère  être  déterminé  exacte- 
ment que  par  la  voie  d'une  expérience  immédiatCé 


»      ■ 


CHAPITRE      IV. 

Des  Résistances  que  les  Maéhines  éprouvent ,  lors- 
quelles  sont  prêtes  à  se  mouvoir. 


I     m-»m 


^47*  ^^  l^  matières  dont  les  âiachines  sont  composées 
étoient  parfaitement  dures,  parfaitemeiat  polies,  et  si  les 
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cordages  qu'on  est  souvent  obligé  d'employer  pour  trans- 
mettre l'action  de  la  force  motrice  d'une  partie  de  la  ma- 
chine à  l'autre  avoient  une  entière  flexibilité^  la  théorie 
de  l'éqtiilibre,  que  nous  ayons  établie  dans  le  chapitre  pré- 
cédent y  suffiroit  pour  déterminer  dans  chaque  cas  la  force 
requise  pour  contrebalancer  un  poids  donné;  et^  cette  force 
une  fois  trouvée ,  on  seroit  assuré  qu'en  l'augmentant  de  la 
plus  légère  quantité^  l'équilibre  se  romproit ,  et  que  le  poids 
seroit  élevé.  Mais ,  dans  l'état  physique  et  naturel  des  ma* 
chinçs ,  il  s'en  faut  beaucoup  que  les  choses  soient  ainsi.  Il 
peut  se  faire  qu'on  augmente  sensiblement  le  poids  ou  la 
puissance ,  sans  que  pour  cela  il  résulte  aucun  mouvement 
dans  la  machine.  Le  frottement  des  surfaces  les  un^  contre 
les  autres  9  et  la  difficulté  que  les  cordes  ont  à  se  plier 
autour  des  cylindres  ou  tambours  qu'elles  embrassent ,  s'op- 
posent à  la  génération  du  mouvement.  L'estimation  de  ces> 
résistances  appartient  à  la  statique,  puisque  l'équilibre  sub- 
siste jusqu'à  ce  qu'elles  soient  surmontées.  On  ne  doit  pas 
attendre  une  théorie  rigoureuse  sur  cette  matière  ,  qui  est 
mêlée  d'un  si  grand  nombre  d'accidents  et  de  difficultés 
physiques,  qu'on  ne  parviendra  peut-être  jamais  à  l'éclaircir 
complètement. 


SECTION     I. 
Du  Frottement» 


HP 


248.  X  ous  les  corps,  quelque  polis  qu'on  les  suppose, 
sont  couverts  d'éminences  et  de  cavités  ;  de  manière  que , 
quand  on  frotte  deux  corps  l'un  contre  l'autre,  les  pointes 
du  premier  s'engagent  dans  les  cavités  du  second  ,  et  que 
de  là  résulte  une  difficulté  à  les  séparer,  en  traînant  senle- 
ViWk  1  Jin  sur  l'autre. 


1.     PART*     CHAP.    IV.  l^g 

249.  Il  y  a  deux  espèces  principales  de  frottements,  le 
frottement  des  corps  qui  ne  font  simplement  que  glisser  les 
uns  sur  les  autres ,  et  celui  des  corps  qui  tournent.  Le  frot- 
tement de  la  première  esp^ie  est  beaucoup  plus  sensible  que 
celui  de  la  seconde,  parceqùe,  dans  le  premier  cas,  on  ne 
peut  faire  glisser  le  corps ,  ou  qu'en  le  soulevant  un  peu  ver- 
ticalement pour  dégager  les  pointes  des  cavités,  ou  qu'en 
brisant  les  pointes ,  par  un  mouvement  qui  leur  soit  per- 
pendiculaire ;  au  lieu  que,  dans  le  second  cas  ,  le  mouve- 
ment de  rotation  tend  par  lui-même  à  dégager  les  pointes 
des  cavités  ,  et  fait  glisser  le  corps  comme  sur  un  plan  in- 
cliné. Une  roue  de  charrette  ou  de  carrosse,  qui  tourne  sur 
le  térra^in ,  y  éprouve  un  frottement  de  la  seconde  espèce. 
Aussi  marche- t-elle  beaucoup  plus  vite  qu'elle  ne  feroit,  si 
elle  glissoit  simplement  sans  tourner.  C'est  pour  cela  que, 
dans  les  descentes  un  peu  roides,  on  enraie  les  roues  des 
voitures  ,   c'est-à-dire  on  les  empêche  de  tourner,    afia 
d augmenter  le  frottement,  et  de  ralentir  par-là  le  mou* 
vement  que  la  pesanteur  imprime  à  la  voiture  le  long  du 
plan  incliné. 

a5o.  Quelquefois  les  deux  sortes  de  frottements  se 
combinent  ensemble,  et  il  en  résulte  un  frottement  mixte, 
lequel  a  Ken ,  lorsqu'il  y  a  tout  à  la  fois  glissement  et  rotU" 
tion  dans  les  corps  qui  frottent  ensemble.  Tel  est  le  frot- 
tement de  Yaissieu  d*une  roue  contre  le  moyeu.  En  effet, 
qu'une  roue  axjr(Fig.  i3i  )  tourne  sur  le  terrain  horizon- 
tal AB ,  en  allant  de  A  vers  B;  et  supposons  que,  parvenue 
en  B ,  elle  ait  fait  une  révolution ,  en  sorte  que  tous  les' 
points  de  la  circonférence  s 'étant  appliqués  sur  la  droite  AB, 
ces  deux  lignes  soient  égales  entre  elles.  Il  est  clair  qu'il  n'y 
aura  sur  le  terrain  qu'un  simple  frottement  de  la  seconde 
espèce.  Il  n'est  pas  moins  évident  que  tous  les  points  c,  e,  de 
Taissieu  e/i,  qui  n'a  qu'un  simple  mouvement  progressif , 
et  point  de  rotation,  décrivent  des  droites  cç )  ep ,  égales 
et  parallèles  à  AB,  avec   des  yitesses  égales  à  celles  de 

I2« 
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rotation  du  point  a  de  la  circonférence  axy  ;  et  comme  le 
point  m  dii  moyeu  mgh  tourne  avec  une  vitesse  qui  est 
moindre  que  celle  du  point  a,  dans  le  rapport  de  cm 
à  ca ,  il  est  visible  que  le  point  e  de  Taissieu  glisse  con- 
tinuellement sur  le  point  correspondant  du  moyeu.  D'où 
il  suit  qu'en  cet  endroit  il  y  a  deux  mouvements  ,  Tun  de 
rotation ,  l'autre  de  glissement ,  ou  un  seul  mouvement 
composé  des  deux  premiers  :  il  y  a  donc  aussi  deux  frotte- 
ments ,  Tun  de  rotation ,  l'autre  de  glissement  y  ou  un  seul 
frottement  composé  des  deux  autres. 

25 1.  Des  machinistes  ^  habiles  à  d'autres  égards^  ont 
regardé  le  frottement  de  la  seconde  espèce  comme  nul ,  et 
ont  cru  qu'une  machine  y  dont  les  pièces  n'auroient  aucun 
mouvement  de  glissement  les  unes  sur  les  autres ,  devroit 
être  censée  exempte  de  frottement;  mais  cela  est  une  erreur 
manifeste  :  car  il  est  clair  que ,  dans  le  frottement  de  la 
seconde  espèce ,  les  pointes  ne  peuvent  se  dégager  des 
cavités ,  sans  que  le  corps  ne  rampe  à  chaque  instant  le 
long  d'un  petit  plan  incliné,  et  sans  que  par  conséquent 
il  ne  soit  soulevé  d'une  quantité  égale  à  la  hauteur  de  ce 
plan  incliné,  quelque  petite  qu'elle  puisse  être  d'ailleurs  par 
rapport  à  la  longueur  de  la  rampe.  D'où  il  suit  que  cette 
espèce  de  frottement  doit  absorber  une  certaine  partie  de 
la  force  motrice.  On  voit  par -là  que  si  un  cercle  axyz 
(  Fig.  i32  ) ,  posé  sur  un  plan  incliné  et  abandonné  à  l'action 
de  la  pesanteur ,  descend  en  tournant ,  il  perd  une  partie  de 
la  vitesse  que  la  pesanteur  tend  naturellement  à  lui  impri- 
mer. Car  représentons  sa  pesanteur  par  la  verticale  cp ,  et 
décomposons  cette  force  en  deux  autres  cr ,  cq ,  l'une  per- 
pendiculaire,  l'autre  parallèle  à  la  longueur  du  plan  in- 
cliné HGl  ;  la  pren^iere  est  détruite,  la  seconde  est  la  seule 
qui  fasse  descendre  le  corps  ;  et  comme  la  direction  de  cette 
force  partage  le  cercle  en  deux  parties  xaz,  ^y^y  parfaite- 
ment égales,  il  est  évident  que  ce  cercle ,  en  descendant, 
déqàroit  aimplemeot  la  droite  hg  égale  et  parallèle  à  HG , 
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et  ne  tourneroit  point ,  s'il  n  ëprouvoit  aucun  frottement 
en  a.  Mais^  dans  l'état  physique  des  choses ,  quelque  polies 
que  puissent  être  les  deux  surfaces  ^  il  y  a  continuellement 
en  a  un  engrenage  des  pointes  dans  les  cavités  ;  d'où  résulte 
un  frottement ,  qu'on  doit  regarder  comme  une  force  di- 
rigée dans  le  sens  GH,  et  qui  ^  étant  par  conséquent 
contraire  à  l'action  de  la  force  cq ,  détruit  nécessairement 
une  certaine  partie  de  cette  force. 

252.  Quoique  les  deux  espèces  de  frottements  différent 
en  quantités ,  on  sent  néanmoins  qu'elles  doivent  suivre  à- 
peu-près  les  mêmes  lois  ;  car  la  résistance  dans  les  deux  cas 
peut  être  comparée  à  celle  d'un  corps  ^  qu'il  faut  soulever 
d'une  certaine  quantité  fort  petite  y  et  qui  est  plus  grande 
dans  le  premier  que  dans  le  second.  Il  est  donc  clair ^  et 
l'expérience  le  prouve ,  qu'on  diminuera  l'un  et  l'autre 
frottement >  soit  en  polissant  les  surfaces  frottantes  ,  soit 
en  les  enduisant  de  quelque  matière  grasse  et  onctueuse ,  ' 
qui  en  comble  les  cavités.  L'expérience  fait  voir  encore  que 
(  toutes  choses  d'ailleurs  égales  )  le  frottement  des  matières 
de  même  espèce  est  plus  grand  que  celui  des  matières  de 
différentes  espèces  ;  c'est-à-dire  ,  par,  exemple ,  que  le  frot- 
tement du  cuivre  contre  le  cuivre  est  plus  grand  que  celui 
du  cuivre  contre  le  fer.  Cet  effet  s'explique ,  en  considérant 
que ,  dans  les  matières  de  même  genre ,  les  surfaces  étant 
semblablement  hérissées  de  pointes  et  de  cavités  ^  le  contact 
est  plus  immédiat,  les  pointes  s'engagent  plus  avant  dan^ 
les  cavités,  que  cela  n'arrive,  lorsque  les  matières  sont  de 
différentes  espèces. 

253.  Il  y  a  une  autre  circonstance  d'^un  genre  particulier> 
qui  produit  des  variétés  sensibles  dans  le  .frottement.  Cette 
circonstance  est  la  durée  de  l'application  des  surfaces  les 
unes  contre  les  autres.  On  observe  qu'en  faisant  séjourner 
deux  surfaces  l'une  sur  l'autre  pendant  quelque  temps  ,  leur 
frottement  devient  plus  grand  qu'il  ne  l'est  dans  les  premiers 
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instants  ,  soît  parcequ'une  pression  plus  continuée  engage 
plus  avant  les  pointes  dans  les  cavités  ,  soit  parcequ'en 
général  quelque  cause  physique  colle ,  pour  ainsi  dire,  plus 
intimement  ensemble  les  deux  surfaces  ;  mais  on  ne  connoft 
rien  de  précis  sur  la  loi  que  suit  cette  augmentation  de  frot- 
tement ,  ni  sur  le  temps  de  sa  durée. 

254.  On  a  long-temps  agité  la  question  (  et  elle  n'est  pas 
encore  absolument  décidée  ) ,  si ,  tout  le  reste  étant  d'ailleurs 
le  même  y  l'étendue  plus  ou  moins  grande  des  surfaces  par 
les({uelles  deux  corps  se  touchent,  contribue  à  en  augmenter 
le  frottement.  Amontons  est  le  premier  qui  ait  doimé  à  cette 
matière  toute  l'attention  qu'elle  mérite.  Il  prétend  (i)  que 
le  frottement  est  simplement  proportionnel  à  la  pression , 
c'est-à-dire  à  la  force  qui  applique  les  deux  surfaces  Tune 
contre  l'autre,  et  ne  dépend  point  de  leurs  grandeurs.  Il 
confirme  ce  sentiment  par  des  expériences.  Muschenbroek 
ne  pense  pas  de  même  (a)  :  il  soutient  que  les  frottements  ne 
suivant  pas  la  raison  des  pressions  ;  mais  les  expériences 
qu'il  rapporte  à  ce  sujet  sont  trop  peu  nombreuses ,  et  ont 
été  faites  trop  en  petit ,  pour  pouvoir  décider  la  question. 
Plusieurs  autres  auteurs  n'ont  pas  mieux  réussi.  Moi-même, 
f'ai  un  peu  travaillé  sur  la  même  matière ,  par  la  voie  de 
l'expérience  ;  je  me  suis  rencontré  à-peu-près  avec  Amon- 
tons. Par  exemple,  j'ai  trouvé  que,  pour  faire  glisser  sur 
une  table  horizontale  un  parallélipipede  rectangle  de  bois  , 
pesant  environ  5i  livres ,  et  que  j*e  chargeois  encore  de  dif- 
férents poids;  pour  le  faire  glisser,  dis-j*e,  par  deux  de  ses 
faces  ,  dont  l'une  étoit  environ  cinq  fois  plus  grande  que 
l'autre,  il  falloit  employer  à-peu-près  la  même  force  dans 
les  deux  cas.  Mais  j'avoue  que  les  résultats  de  tout  ce  travail 
ne  sont  ni  assez  précis ,  ni  assez  multipliés ,  ni  assez  con- 


(1)  Mém.   de  l'Académie,   année  1699. 

(3)  Cours  de  physique  expérimentale ,    tcmc  I, 
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stants,  pour  que  j*ose  en  faire  la  base  d'auciMi  système  par- 
ticulier. Us  me  font  seulement  beaucoup  incliner  pour  celui 
d'Amontons ,  avec  quelques  restrictions  dont  je  parlerai , 
lorsque  j'aurai  exposé  les  raisons  sur  lesquelles  cet  auteur 
se  fonde. 

255.  Les  pointes,  dont  les  corps  sont  hérisses^  peuvent 
être  regardées,  selon  lui,  ou  comme  de  petits  corps  durs, 
incapables  de  se  plier,  ou  comme  de  petits  ressorts  qui  se 
courbent  sous  les  poids  qui  les  pressent.  Or,  i°.  si  vous 
regardez  les  pointes  comme  des  corps  durs,  il  est  évident 
que,  pour  dégager  les  deux  surfaces,  il  faut  élever  l'une, 
et  que  ce  qui  s'oppose  à  cette  action  est  simplement  le  poids, 
et  non  pas  la  grandeur  de  la  surface.  Il  est  vrai  que ,  dans 
une  grande  surface ,  il  y'  a  plus  de  pointes  engagées  que 
dans  une  petite;  mais  elles  le  sont  moins  profondément  dans 
celle-ci ,  précisément  suivant  le  même  rapport,  puisque,  la 
pression  qui  produit  l'engrenage  étant  toujours  la  même , 
l'engrenage  total  doit  toujours  être  aussi  le  même.  a^.  Si 
Ton  considère  les  pointes  comme  de  petits  ressorts  à  plier , 
le  frottement  sera  encore  proportionnel  à  la  pression  :  car 
plus  la  pression  est  grande,  plus  elle  plie  les  ressorts  ;  et  plus 
par  conséquent  ils  lui  opposent  de  résistance.  Lorsqu'on 
augmente  la  surface ,  la  pression  restant  toujours  la  même , 
les  ressorts  sont  d'autant  moins  plies,  qu'ib  sont  en  plus 
grand  nombre  ;  et  la  force ,  consumée  dans  les  deux  cas 
contre  les  ressorts ,  doit  être  la  même  et  toujours  propor- 
tionnelle à  la  pression. 

256.  Quoique  ces  raisonnements  paroissent  plausibles 
au  premier  coup-d'œil ,  on  ne  peut  pas  néanmoins  les  re- 
garder comme  démonstratifs  ;  et  l'expérience  y  est  contraire 
en  certains  points.  Car,  i°.  le  frottement  ne  suit  pas  exacte- 
ment le  rapport  des  pressions ,  toutes  choses  étant  égales 
d'ailleurs.  On  observe  constamment  que,  dans  les  grosses 
masses,  le  irottement  est  une  moindre  partie  de  la  pression. 
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qu'il  ne  Test  dans  les  petites.  En  voici  un  exemple  bien 
sensible.  Les  constructeurs  de  vaisseaux  ne  donnent  que 

10  à  12  lignes  de  pente ^  par  pied^  aux  plans  sur  le:: quels 
doivent  glisser  les  vaisseaux  qu'on  veut  lancer  à  la  mer.  Or 
cette  pente,  qui  est  suffisante  pour  mettre  ces  grosses  masses 
en  mouvement,  malgré  la  résistance  du  frottement,  est  trop 
petite  pour  des  poids  d'une  grosseur  médiocre.  Si  donc  on 
veut  supposer  que  les  frottements  qu'éprouvent  deux  poids 
sont  proportionnels  à  ces  poids ,  il  faut  qu'il  n'y  ait  pas  une 
très  grande  dilTérence  entre  leurs  pesanteurs. 

2!*.  La  conclusion  d'Aniontons  pourroit  être  admissible, 
si  les  surfaces  frottantes  étoient  composées  de  parties  par- 
faitement dures ,  ou  parfaitement  élastiques  ;  mais  ce^  deux 
cas  n'ont  lieu  ni  l'un  ni  Tautre.  Les  pointes  des  surfaces  se 
brisent  en  frottant  les  unes  contre  les  autres  ;  et ,  comme  le 
nombre, de  ces  pointes  est  proportionnel  à  l'étendue  de  la 
surface,  il  est  évident  que  la  grandeur  de  la  surfabe  doit 
entrer  pour  quelque  chose  dans  l'intensité  du  frottement. 

11  est  cependant  à  propos  d'observer  que  même  alors  la 
pression  plus  ou  moins  grande  est  la  cause  qui  fait  briser 
plus  ou  moins  les  pointes  des  surfaces ,  et  que  par  consé*- 
quent  elle  concourt  au  frottement  d*une  manière  beaucoup 
plus  efficace,  que  n'y  concourt  Tétendue  des  surfaces»  Tout 
ce  qu'on  doit  donc  conclure  dans  ces  sortes  de  cas ,  c'est 
que  la  pression  est  le  principal,  mais  non  le  seul  élément 
du  frottement. 

3^\  11  y  a  encore  un  autre  cas,  qui  ne  peut  pas  être  soumis 
à  l'hypothèse  d'Amontons  ;  c'est  celui  d'u|i  corps  pointu, 
ou  tranchant ,  qui  se  meut  sur  un  plan;  car  alors  la  pointe,  ou 
le  tranchant,  sillonne  ou  laboure  le  plan,  et  y  éprouve  une 
résistance  qui  n'est  pas  exacten^ept  de  Içi  mêii>e  nature  que 
le  frottement  ordinaire, 

ûSy.  Mon  objet  étai^t  seulement  ici  de  considérer  le  frotr 
tement;  des  corps  qui  sont  prêts  à  se  mouvoir ,  je  ne  dirai 
^ïi^^n  mpt  du  frottement  des  corps  qui  se  meuvent  actuel* 
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lement.  Il  paroît  au  premier  coup-d'œil  que  la  vitesse  doit 
augmenter  le  frottement  ;  car  plus  un  corps  se  meut  vite , 
plus  il  y  a  de  pointes  à  dégager,  ou  de  ressorts  à  plier. 
Désaguliers  a  fait  plusieurs  expériences  (i)  dans  lesquelles 
le  frottement  de  corps  en  mou vement.  s'est  trouvé  en  effet 
proportionnel  à  leur  vitesse.  Cependant  il  peut  arriver  qvie 
la  vitesse  n'augmente  pas  sensiblement  le  frottement;  car  $ij 
d'un  côté,  à  mesure  que  la  vitesse  augmente,  il  y  a  plus  de 
pointes  à  dégager,  ou  de  ressorts  à  plier,  il  peut  se  faire, 
d'un. autre  côté,  q^e  cette  même  vitesse  ne  donne  pas  à  la 
pression  le  temps  d'engager  les  pointes  d^ns  les  cavités,  si 
profondément  que  le  permettroit  une  moindre  vitesse.  Or 
une  diminution  d'engrenage  semble  devoir  produire  une 
diminution  "de  frottement.  La  théorie  et  l'expérience  n'ont 
encore  rien  prononcé  de  parfaitement  satisfaisant  sur  ces 
objets. 

258.  Je  viens  à  la  manière  d*estimer  le  frottement  dans 
les  machines  prêtes  à  se  mouvoir.  Je  supposerai ,  avec 
Âmontons,  que  le  frottement  est  proportionnel  à  la  simple 
pression.  Cette'  hypothèse  est  admissible  pour  les  machines 
ordinaires  ,  et  sur-tout  pour  les  machines  en  grand.  Car 
ordinairement  les  pièces  dont  elles  sont  composées  ont  une 
certaine  dureté;  et  on  a  soin  d'éviter  qu'elles  ne  frottent 
les  unes  contre  lés  autres ,  ni  par  des  pointes ,  ni  par  des 
tranchants.  D'un  autre  côté ,  il  n'y  a  jamais  une  extrême 
<îUfférence  entre  les  pressions  qu'éprouvent  les  différentes 
pièces  d'une  machine  ;  et  d'ailleurs ,  si  cette  différence 
étoit  assez  grande  pour  que  les  rapports  des  frottements 
aux  pressions  fussent  sensiblement  différents,  on  prendroit, 
pour  exprimer  chacun  de  ces  rapports ,  des  nombres  con- 
venables. On  ne  doit  pas  oubUer  que  les  résultats  de  tous 
ces  calculs  ne  peuvent  jamais  être  vrais  qu'à-peu-près. 


(i)  Cours  de  physique  expérimentale. 
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aSg.  Il  est  inutile  d'avertir  qu'en  supposant  le  frotte- 
ment proportionnel  à  la  pression^  on  ne  doit  pas  entendre 
que  le  rapport  de  ces  deux  forces  soit  toujours  le  même. 
Il  varie ,  suivant  que  les  surfaces  frottantes  sont  plus  ou 
moins  polies.  Dans  les  corps  qui  glissent  sans  tourner ,  }e 
frottement  peut  être  le  tiers  ou  le  quart ,  ou  toute  autre 
partie  de  la  pression,  cela  n'a  rien  de  fixe,  et  dépend  du 
degré  de  polissure  des  surfaces.  Dans  les  corps  qui  tournent, 
le  frottement  est  beaucoup  moindre  ,  comme  nous  Favons 
déjà  dit;  il  peut  être  la  sixième,  ou  la  huitième  ,  ou,  etc. , 
partie  de  la  pression ,  selon  que  les  surfaces  sont  plus  ou 
moins  dures  et  unies.  Ainsi  cette  expression  ,  le  frouemeru 
est  proportionnel  à  la  pression ,  signifie  que  la  résistance  du 
frottement  est  égale  à  une  certaine  partie  de  la  force  qui 
presse  les  deux  surfaces  frottantes  l'une  contre  Tautre ,  et  ne 
dépend  que  de  cette  force  combinée  avec  le  degré  de  polis- 
sure  des  surfaces ,  et  nullement  de  leur  étendue. 

Du  Frottement  dans  le  Leç^ier. 

260.  Le  levier  est  peu  sujet  au  frottement ,  et  on  peut  se 
dispenser  d'y  avoir  égard ,  dans  la  plupart  des  usages  qu'on 
fait  de  cette  machine  ;  mais  le  frottement  n'est  pas  à  né' 
gliger  dans  les  balances  ,  sur-tout  lorsqu'elles  sont  destinées 
à  peser  des  poids  un  peu  considérables.  Voici  la  manière 
d'évaluer  (fette  résistance. 

a6i.  QcTE  le  levier  AB  (  Fig.  i33)  représente  le  fléau 
d'une  balance ,  traversé  perpendiculairement  par  Taissieu 
horizonisilfhi,  qui  tourne  sur  des  appuis  fixes.  Supposons 
que  les  deux  bras  cA ,  cB  ,  soient  parfaitement  égaux  et 
également  pesants.  Dans  le  simple  état  d'équilibre  mathé- 
matique ,  les  deux  poids  P,  Q,  suspendus  aux  extrémités 
flu  fléau,  devroient  être  égaux;  mais,  à  cause  du  frotte- 
Tnent,  il  pourra  se  faire  qu'on  augmente  l'un  des  poids, 
$an$  que  pour  cela  l'équilibre  se  rompe.  Je  suppose  qu'on 
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ajoute  au  poids  P  un  petit  poids  /;,  tel  que  Féquilibre  com- 
mence  à  se  roinpre,  et  que  la  balance  tende  à  s'incliner  du 
côté  de  A.  La  résultante  des  deux  poids  (  P  +/;  ) ,  et  Q  , 
passe  entre  les  points  A  et  c.  Ainsi,  s'il  étoît  question  de 
détruire  cette  résultante  pour  établir  l'équilibre,  il  faudroit 
lui  opposer  un  appui  dans  sa  direction  :  mais  ici  la  rotation 
se  fait  nécessairement  autour  du  centre  c  ;  d'oii  il  suit  que 
ce  point  est  toujours  le  centre  d'équilibre;  et  qu'en  consé- 
quence le  frottement  de  l'aissieu  sur  son  moyeu  peut  être 
regardé  comme  une  force  qui  est  dirigée  suivant  la  tan- 
gente^, et  qui  fait  équilibre  séparément  au  poids  p^ 
tandis  que  les  deux  poids  égaux  P  et  Q  se  font  équilibre  aussi 
séparément.  Cela  posé,  nommons  , 

le  rayon  de  Faissieu a, 

le  bras  cA  ou  cB  de  la  balance b , 

le  rapport  du  frottement  à  la  pression,  c'est-à-dire, 

frottement  n 
—  OU  7Z. 

presùoa,  1 

Il  est  clair  que  la  pression  des  appuis ,  après  l'addition  du 
poids  p  j  est  2  P  -4-/7 ,  et  que  par  conséquent  le  frottement 
est  71  (  aP  +  j9  ).  Or  le  bras  de  levier  de  ce  frottement  est  a , 
et  celui  du  poids  p  qui  lui  fait  équilibre  est  b.  On  aura  donc 

(i46)y  nfi^V+p)  X  ar=zp  x  i  ;  d'où  l'on  tire  27  =  - — -• 
Ainsi  on  connolt  le  poids  p  destiné  à  vaincre  le  frotteriient. 

Exemple. 

Supposons  que  chacun  des  poids  P  et  Q  soit  de  :20o  liv.  ; 
que  le  rayoù  de  l'aissieu  soit  la  centième  partie  du  bras  de  la 

balance,  et  que  le  frottement  soit  -5-  de  la  pression  ;  c'est- 
à-dire,  P  =:  aoo  Jb  ;  -^  =  —  ;  n  =  4—  ^n  trouvera  z? = 

.  Ainsi,  pour  vaincre  le  frottement  en  ce  cas ,  il  faut 

499  ^ 

ajouter  environ  les  y  d'une  livre. 
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Du  Frottement  dans  les  Poulies. 

^62.  Le  frottement^  dans  la  poulie  simple  et  fixe,  et 
chargée  de  deux  poids ,  se  détermine  comme  pour  la  ba« 
lance.  Cela  est  évident,  en  imaginant  que  du  centre  c  on  a 
décrit,  avec  le  rayon  cA,  ou  cB ,  un  cercle  qui  représente 

la  poulie.  La  formule  p  z=z  r— —  s'appliquera  donc  ici ,  si , 

tout  restant  d'ailleurs  le  même  ,  on  entend  par  b  le  rayon 
de  la  poulie,  et  par  a  celui  de  son  aissieu. 

Si  les  directions  des  forces  appliquées  à  la  poulie  n  étoient 
pas  parallèles ,  le  frottement  se  détermineroit,  comme  nous 
le  verrons  ci-dessous  pour  le  tour. 

265.  Pour  montrer  la  manière  dont  le  frottement  doit 
être  évalué  dans  les  poulies  mobiles,  reprenons  la  Figure 92, 
où  tous  les  cordons  BD,  AF^  HE,  IK,  RO,  NQ,  sont 
parallèles  et  verticaux.  Je  suppose  que  toutes  les  poulies 
C,  G,  M,  sont  égales  entre  elles,  et  ont  des  aissieux  égaux. 
Dans  le  simple  état  d'équilibre  ,  et  abstraction  faite  du  frot- 
tement ,  les  cordons  D  B ,  FA,  sont  tendus  chacun  avec 
une  force  qui  est  la  moitié  du  poids  P  ;  les  cordons  EH ,  IK , 
sont  tendus  chacun  avec  une  force  qui  est  la  moitié  de  la 
tension  de  chacun  des  deux  premiers^  et  par  conséquent  le 
quart  du  poids  P,  etc.  ;  en  sorte  que  la  tension  du  cor- 
don QN,  ou  la  puissance  Q,  est  la  huitième  partie  du 
poids  P.  Mais,  lorsqu'on  a  égard  au  frottement,  les  tensions 
des  cordons  augmentent  nécessairement.  Nommons , 

le  rayon  de  chaque  aissieu ^  > 

celui  de  chaque  poulie ,    .      ft , 

le  rapport  du  frottement  à  la  pression       ...»  1 

les  tensions  des  cordons  FA,  Kl,  QN  .  .  .  .  X ,  Y,  Z, 

les  parties  de  ces  tensions ,  destinées  à  vaincre  les 

frottements  dans  les  trois  poulies  C,  G,  M  .  .  o;,^,  ^. 

Cela  posé,  1^.  dans  la  poulie  C,  la  pression  sur  Taissieu 
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estP,  et  par  conséquent  le  frottement  est  tiP.  Nous  ne 
faisons  pas  entrer  dans  cette  valeur  du  frottement  la  force  a;, 
parceque,  la  poulie  ëtant  mobiltî,  la  force  a:  tend  à  la  sou- 
lever, et  ne  parolt  pas  devoir  contribuer,  du  moÎBS  d'une 
manière  sensible,  au  frottement  contre  Taissieu.  On  aura 

donc,  X  X  A  =  /îP  X  a,  oua?  =  — r-  ;  et  par  conséquent 

2^.  Par  les  mêmes  raisons,  la  pression  dans  la  poulie  G 
edtX)  et  le frottement=:/zX.  Ainsi onaura,j^  X  ft=/iX  x  a, 

OU  ^  =  -T-  ;    et  par  conséquent   Y  =  —  -h  ^  =  X  xi 


—Tb-y 


3^.  On  a  de  même,  dans  la  poulie  M,  z  X  t=/îY  X  a,  ou 
2=^  ;  et  par  conséquent  Z  =  ~-+-js= Y  x  T^-^-r^Y 

Prenons,  pour  abréger,  le  coefficient  constant     "*"^^^ 

=  wï  :  il  est  clair  qu'on  aura ,  XiziPX'^,  Y=:Px  m*, 
Z=:P  x  m?  \  ainsi  de  suite,  s'il  y  a  voit  un  plus  grand 
nombre  de  ppulies.  On  voit  que  les  coefficients  m,  w*,  m^y 
vont  en  progression  géométrique. 

Si  le  dernier  cordon  NQ  passoit  sur  une  poiïlie  fixe  de 
renvoi,  on  feroit  entrer  le  frottement  de  cette  poulie  dans  le 
calcul,  par  l'article  précédent.  Ici  il  n'en  est  pas  question* 

Exemple. 

Soient  P  =  800  ft,   j=^;  n:=z-^  ;  et  par  conséquent 

^"^f"^=— ->.  On  trouvera  à  peu  de  chose  près,  'iL=:4^6f 

671b,  Y=227,  55  ft),  Z=i2i,  36  R.  Ainsi  la  tension  z , 
ou  la  puissance  Q,  sera  d'un  peu  plus  de  121  fc  ;  au  lieu 
que.,  sans  le  frottement ,  elle  n  auroit  été  que  de  100  ft. 
Si  on  avoit  cru  devoir  faire  entrer  les  forces  x^y^z^  dans 
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les  valeurs  des  frottements ,  on  auroit  trouvé  des  résultats 
peu  différents  des  précédents  ,  parceque  les  forces  x,y  ^  z, 
sont  fort  petites  par  rapport  aux  forces  V,  X ,  Y^  Z. 

On  appliquera  facilement  les  mêmes  méthodes  aux  autres 
cas  des  poulies. 

Du  Frottement  dans  le  Tour. 

a64.  S  o  I E  N  T  le  poids  P  et  la  puis^nce  Q  (  Fig.  i34),  ap- 
pliqués respectivement  au  cylindre  TMC ,  et  à  la  roue  DRB, 
d'un  tour  dont  l'aissieu  est  représenté  par  le  petit  cercle  x. 
Je  suppose  qu'ils  agissent^  ou  qu'il  puissent  être  censés  agir 
dans  un  même  plan. 

a65.  Imaginons  qu'à  la  place  des  deux  appuis^  qui 
portent  Faissîeu  par  ses  extrémités  ^  on  substitue  un  appui 
unique^  situé  dans  le  plan  du  poids  et  de  la  puissance.  Il  est 
clair  d'abord  que  le  poids  P  produit  sur  cet  appui  une  pres- 
sion verticale,  égale  à  lui-jnéme;  je  la  représente  par  la 
verticale  AO.  Soit  Q  la  force  simplement  requise  pour  faire 
équilibre  au  poids  P,  et  que  q  soit  la  petite  force  qu'il  faut 
ajouter  à  Q  pour  vaincre-  le  frottement.  Représentons  la 
force  Q  +•  ^  par  I^E  ;  et  décomposons-la  en  deux  autres 
DK,  DH,  l'une  verticale,  l'autre  horizontale.  La  force 
verticale  DK  produit  sur  l'appui  une  pression  égale  à  elle- 
même;  en  sorte  que  si  l'on  prolonge  AO  de  la  quantité 
ON  =  DK,  la  ptession  totale  de  l'appui ,  suivant  la  verr 
ticale  ,  sera  représentée  par  AN.  De  même,  la  force  hori- 
zontale DH  produit  sur  Fappui  une  pression  horizontale , 
égale  àlelle-même;  je  la  représente  par  AL,  perpendicu- 
laire à  AN.  Par  conséquent,  si  l'on  achevé  le  parallélo- 
gramme rectangle  ALFN  ,  et  qu'on  tire  la  diagonale  AF, 
elle  exprimera  la  pression  résultante  contre  le  point  ^ ,  où 
la  surface  de  l'aissieu  touche  l'appui  ou  le  moyeu  fixe.  Cette 
pression  occasionne  le  frottement  y  qu'on  doit  regarder 
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comme  une  force  qui  touche  en  y  le  cercle  x.  Nommons  : 

le  rayon  ky  de  Taissieu a , 

le  rayon  A  M  du  cylindre h  ^ 

le  rayon  AD  de  la  roue c , 

le  rapport  du  frottement  à  la  pression      ...  n  ^ 

le  sinus  total 1  ^ 

le  sinus  de  l'angle  donné  HDE f  ^ 

son  cosinus g-. 

Il  est  clair  qu'on  aura ,  Force  DK  ou  ON=  (  Q  +  ^  )/; 
ForceDHouAL=(Q-h^)g^;ForceAN=P  +  (Q  +  ^)/> 
ForceAF  =  i/[(Q+^)'g^'+(P-t-(Q-f-^)/)*];  Frotte- 

ment  =  /i  y/  [  (  Q  +  9  )Y+(-P-H(Q  ■+-  ^)/r].  Donc, 
puisque  le  moment  de  la  force  Q  doit  être  ^al  au  moment 
du  frottement^  on  aura: 

(A)  c7=û«v/[(Q  +  7rg'+(P  +  (QH-^)/r];  ou 
(  en  élevant  tout  au  quarré ,  et  considérant  que^H-  g^g=:  1  ), 
c^^^=a»7i^[(Q  +^)^H-P*  +  2P/(Q  4-9)];  d'où  Ion  tire 
facilement  : 

X  (c'  — û'7i=*)-f-a^«'(Q+/P)^]. 

266.  Cett  E  formule  générale  est  un  peu  compliquée* 
Mais  nous  obserrerons  que ,  dans  la  plupart  des  cas  qui  ont 
réellement  Ueu  dans  la  pratique  ^  le  rayon  de  Taissieu  étaqt 
très  petit  par  rapport  à  ceux  du  cylindre  et  de  la  roue ,  la 
force  requise  pom^  vaincre  le  frottement  doit  être  aussi  très 
petite  par  rapport  à  P  et  à  Q.  D'où  il  suit  que,  dans  le  ra- 
dical de  l'équation  (A),  on  peut^  sans  craindre  beaucoup 
d'erreur,  négliger  les  termes  qui  contiennent  q.  Alors  cette 
équation  devient  cy  =  û;z  |/[Q'g*  +  (  P  H-/Q  ^  ]  ;  ou  bien , 

9=:~V/[Q*  +  P*  +  ^/PQ  ]  •  ^"  bien  encore  (  en  mettant 

pour  Q  sa  valeur  —  ) ,  9  =  ^  v^  [  i*  +  c*  -f-  '\fbc  ] ,  for- 
mule  d'un  usage  assez  commode. 


\ 


r 


Exemple. 
Soient  Prrgoolb;  a=i;  &=io;  c  =  6o;  n=z\; 

9 

Tangle  HDE  =  45^  ou/=  — ^.  On  trouyera  9=:  3,372  K> 


153,372  fc  ,  en  ayant  égard  au  frottement. 


267.  Lorsque  la  direction  de  la  puissance  Q  est  verticale^ 
on  a,  gr= o,y==  1  ;  et  Téquation  (B)  donne,  en  prenant  le  signe 

supéneur  du  radical,  û=: ^  ,  oug=2     ,  ^        M 

*^  '  '  c — an     '         '  c{c  —  an) 

Exemple. 

Soient  ,  comme  dans  l'exemple  précédent,  P  =  9ooH)  ; 
a=  i;  b=.  10;  c=:6o;  n=zl.  On  trouvera  ^  =  3,  5itt), 
à-peu-près. 

268.  Le  problème  ne  sera  pas  plus  difficile  à  résoudre  en 
général,  si  le  poids  et  la  puissance  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan.  Alors  il  faudra  chercher  les  pressions  résultantes 
contre  chaque  appui  (  Fig.  io3  )  ,  comme  il  a  été  expliqué 
(197) ,  en  observant  que  si  Ton  nomme  ici  r  la  petite  puis- 
sance qu'il  faut  ajouter  à  Q  pour  vaincre  la  résistance  totale 
qui  provient  des  frottements  contre  les  deux  appuis,  on 
doit  mettre  Q  H-  r  pour  Q  dans  les  valeurs  qui  ont  été  trou- 
vées pour  les  pressions  E  et  F,  dans  l'article  cité.  Ainsi  on 
aura  maintenant , 

£_  V  rU(Q-4-r)xCF)»+(PxOF4-x(Q-fr)XCF)'J 

JlF  ' 

T?        V^r(5r(Q4-r)xCEV4-(PxOE-f-x(Q-f  r)xCEr] 

EF 
Ces  deux  pressions  produisent  deux  frottements  ,  qui  ont 
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ptH^r  valeurs  ne&pectires  nE  et  nF  j  {  n  étant  toujours  le 
rapport  du  frottement  à  la  pression  )^  et  pour  bras  de  levier 
le  r^ypa  d&  lAissieu ^  tandis  qoB  la  puissance  r,  destinée  à 
les  vaincre,  a  pour  bras  de  levier  le  rayon  de  la  roue  ;  et, 
comme  fl  faut,  pour  l'équilibre,  que  le  moment  de  la  puis- 
sance r  &oit  égal  à  la  somme  des  moments  des  deux  résis- 
tances »E ,  w F  ,  îl  s'ensuit  que  si  l'on  nomme,  comme  ci- 
dessas,  a  le  rayon  de  l'aissieu,  c  celui  de  la  roue,  on  aura , 
rc  r=2  tf  F»E  +  a  «F ,  équation  d'où  Ton  mirera  la  valeur  de 
rincoBnue  r,  après  y  avoir  substitué  pour  E  et  F  leurs 
vdlews  données  ci-dessus. 

Si,  dans  les  valeurs  de  E  et  de  F  ,  on  néglige  les  termes 
qui  contiennent  r,  comme  très  petits  par  rapport  au;c 
autres ,  et  <^*on  substitue  ces  valeurs  ainsi  simplifiées  ^  dans 
Véquation  précédente  ;  on  trouvera  : 
^_  «'*  V  /^  V  i  (^Q  X  CF  )-  H-  (  P  X  Qf  4-  ^  Q  X  Çg  y  ]  • 

V'cC-QxCE^'-hCPX  OE-4-xQ  X  CE)*]\    „. 

^r^-— — ■   ■    -  p ■ >• ■»  '■■  J.  raisons  une 

application  de  cette  formule. 

Exemple. 

Soient,  comme  dans  les  deux   exemples  précédents  , 

iP  =  goo  Jb  ;  nz=zj;   a  r=  i  ;  c  =  60  ;    le  rayon  du  cy- 

p 
lipdre  =  10  ,  et  par  conséquent  Q  =  -^r-  ;  l'angle  que  la 

dJCj&Qtlon  de  la  puissance  fait  avec  Ffaorizon  =  4^  degrés^ 
:Cd:  par  conséquent  «r  =  a  =  -r—.  Supposons  de  plus  CE  ;=c 

— ,  0£:;=:  —,  et  par  consequeQt  Cr  ==  -t->  ^i?  ^"7"* 
On  trouvera  r=:  3,146  ft. 

Du  Frottement  sur  le  Plan  incliné. 

aGg.  Soit  un  poids  P  (  Fig.  i35),   posé  sur  un  plan 
âdiiié.,  4ont  H  G  «st  la  Ipôgueur ,  H I  la  liauteur ,  et  I G  la 

i3 
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base.  Représentons  ce  poids  par  la  verticale  PD;  et  décom- 
posons cette  force  en  deux  autres  PC ,  PA  ,  lune  parallèle, 
l'autre  perpendiculaire  à  la  longueur  du  plan  incliné.  Il  est 

clair  qu'on  aura,  Force  PC  =:P  X  ^  ;  Force  PA=P  x  ^• 

La  première  de  ces  deux  forces ,  qu'on  appelle  la  pesanteur 
relative  du  corps,  tend  à  le  faire  glisser  :  la  seconde  produit 
la  pression  sur  le  plan  incliné,  et  y  occasionné  un  frotte- 
ment de  la  première  espèce  ;  de  sorte  qu'en  nommant  n  le 

rapport  du  frottement  à  la  pression  ,  on  aura ,  Frottement 

I P 
z=,nV  %  ôlï'  ^^^^  >  ^^  '®  poids  est  abandonné  uniquement 

à  lui-même,  il  ne  descendra  pas,  à  moins  que  sa  pesanteur 

relative  PC  ne  soit  plus  grande  que  le  frottement,  c'est-à-dire, 

P  V  IH  I G- 

à  moins  qu'on  n'ait,     ^^     >  /iP  X  g^,  ou  IH  >  «  x  IG. 

Il  suit  de  là  qu*z/;z  corps  posé  sur  un  plan  incliné ,  et  aban- 
donné à  V action  de  la  pesanteur,  ne  descend  que  quand  la 
hauteur  du  plan  incliné  est  plus  grande  que  le  produit  de  la 
base  multiplié  par  le  rapport  du  frottement  à  la  pression, 

ayo-  Supposons  que  le  corps  soit  prêt  à  descendre ,  ou 

que  sa  pesanteur  relative  soit  égale  à  la  résistance  du  frotte- 

'  .  IH 

ment.  On  aura ,  IH  =  /z  X  IG  ,  ou  bien  n  =  -^.  Ainsi, 

lorsque  l'inclinaison  du  plan  incliné  est  telle  que  le  corps 
commence  à  descendre  par  sa  seule  pesanteur  relative,  le 
rapport  du  frottement  à  la  pression  est  le  même  que  celui 
de  la  hauteur  du  plan  incliné  à  sa  base.  Connoîssant  donc  le 
premier  rapport,  on  connoitra  le  second  ;  ou  bien,  réci- 
proquement, connoîssant  le  second,  on  connoitra  le  premier. 

Par  exemple ,  supposons  que  le  frottement  soit  le  tiers  de 

IH 
la  pression.  On  aura, —  =  J.   Or,  par  la   trigonométrie, 

IH 
le  rapport  ^^  peut  être  regardé  comme  celui  de  la  tangente 

de  l'angle  IGH  d'inclinaison  du  plan  au  sinus  total  ;  et  on 
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trottve  ,  dans  les  Tables,  trigonométriques  ,  que  ce  dernier 
rapport  étant  \,  Tangle  HGI  est  d'environ  18^  27'.  Ainsi  le 
frottement  étant  supposé  le  tiers  de  la  pression ,  l'angle 
d'inclinaison  du  plan  doit  être  d'environ  18°  27',  pour  que 
le  corps  f  par  sa  seule  pesanteur  relative^  soit  au  moment  de 
descendre. 

Si,  au  contraire^  l'angle  d'inclinaison  du  plan  étoit  donné, 

IH 
on  trouveroit  le  rapport  —  par  les  Tables  ;  et  on  aurôit 

IH 
ensuite  n  par  l'équation  n  =  — .  De  là  suit  une  manière 

bien  simple  et  bien  commode  de  déterminer  le  frottement 
de  la  première  espèce ,  par  la  voie  de  l'expérience.  Il  ne 
faut  pour  cela  que  mettre  un  corps  sur  un  plan  d'abord  très 
peu  incliné  à  l'horizon ,  augmenter  peu-à-peu  l'inclinaison  , 
jusqu'à  ce  que  le  corps  commence  à  descendre ,  et  observer 
alors  le  rapport  de  la  hauteur  du  plan  incliné  à  la  base  ;  ce 
rapport  est  celui  du  frottement  à  la  pression. 

271.  Coir-8iD£AONs  maintenant  un  corps,  qu'une  puis- 
sance est  prête  à  faire  monter  le  long  d'un  plan  incliné 
quelconque  9  en  combattant  la  pesanteur  relative  et  le  frot- 
tement. La  valeur  de  cette  puissance  est  aisée  à  trouver  en 
général;  mais  nous  nous  contenterons  de  résoudre  le  pro- 
blème pour  les  deux  cas  les  plus  ordinaires  ;  c'est-à-dire , 
lorsque  la  direction  de  la  puissance  est  parallèle  à  la  lon- 
gueur, ou  à  la  base  du  plan  incliné.  On  imitera  facilement 
la  même  méthode  dans  les  autres  cas. 

272.  Je  suppose  donc  y  en  premier  lieu,  que  la  puissance  Q 
(  Fig.  i36  )  soit  parallèle  à  la  longueur  du  plan  incliné.  Pour 
que  le  corps  commence  à  glisser  dans  le  sens  GH ,  il  faut 
'que  la  force  Q  soit  égale  à  la  somme  de  la  pesanteur  relative 
du  co|:ps,  et  du  frottement.  Or-,  en  construisant ,  comme 
ci-dessus,  le  parallélogramme  rectangle  PADC,  et  nom- 
•  mant  toujours  n  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  ^ 

i3. 
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on  a.  Force  PC  =  P  X  j^i  .  Force  PA  =  P  x  —  ;  Frot- 
tement =i»P  X  -777.  Nous  aurons  donc,  0  =  P  x  — 

H-  «P  X  — ::  ;  formule  où  Ton  voit  la  quantité  pour  laquelle 
le  frottement  entre  dans  Texpression  de  la  puissance  Q. 

£  X  E  M  p  L  1E. 

SoiEj^T  le  poids  p  =8000  ïb  ;  l'angle  d'inclinaison  HGI 
du  plan,  de  56^,  ougg  =  7;^jj^=SL-  =  0,866 ,  à-peu- 

près  ;  /i  =  i.  On  aura  ,  Q  =  4^^^  K>  "+"  25o9,333  fc.  La 
puissance  Q  sera  donc  d'un  peu  plus  de  63ô9  livres ,  tandis 
qu'abstraction  faite  dû  frottement ,  elle  û'auroit  été  que 
de  4000  Ib* 

273.  Ek  second  lien ,  qne  la  puissance  Q  (  Fig.  iSy  )  soit 
parallèle  à  la  base  du  plan  indioë.  Ayant  décomposé, 
comme  ci-dessus,  le  poids  du  corps  en  deux  forces  PC,  PA, 
Tune  parallèle ,  l'autre  perpendiculaire  au  plan  incliné ,  je 
décompose  pareillement  la  puissance  Q,  exprimée  par  la 
partie  PO  de  sa  direction ,  en  deux  antres  forces  PN ,  PM, 
Tune  parallèle ,  l'autre  perpendicu^îre  à  la  longueur  du 

HI 

plan  incliné.  On  aura,  Force  PC  =  P  X  -jj^  ;  Force  PA  = 

Px^;  Force PN=  Q  X  ^;  Force PM=Q  x  ~.  La 

pression  totale  du  plan  incliné  étant  égale  à  la  somme  des 
deux  forces  PA,  PM  ;  si  Ton  notnme  toujours  n  le  rapport 
du  frottement  à  la  pression,  il  est  clair  qu'on  aura  ,  Frotte- 

^  ^  ÎÎG  "^^  ^  HG J'^^'^P^^^^  pourque 
le  corps  commence  à  glisser  dans  le  sens  GH ,  il  faut  que  la 
force  PN  soit  égale  à  la  somme  de  la  force  PC ,  et  du  frotte- 

j  1  QxïG      PxHÏ 

ment  :    on    aura  donc  ak>rs.|    m.    .■.■:= .        .,  ^  ^  x 

G  H  HG 
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S'il  nV  ayoit  point  de  frottement,  la  valeur  de  la  puissance 

•eroit-j^.  Ainsi,        iG-„xlri W"'  °"  *  *  ' 

_^- ; e$t  la  quantité  pour  laquelle  le  frottement 

IG  — «xIG  XIH 

concourt  à  augmeiiter  la  puissance. 

£  X  E  MC  P  I.  B. 

HI 

Soie VT  P  =  8000 fc  ,•  Tangle  HGI  =  5oP y  ou  ~  =  i, 

— 7.=^—  =  0^866  5  tt  =  ^.  On  trouvera  Q=:goa2  ib  en- 
viron. Sans  le  frottement ,  la  puissance  ne  seroit  que  d'envi- 
ron 4619  fi>. 

Du  Frottement  dans  la  VU. 

274*  Reprenons  ici  la  construction  et  la  démonstration 
de  l'article  a33.  La  petite  puissance  r  (  Fig.  1^5  et  126  ) ,  qui 
£aft  ëq^ilibre  s^u  petit  poids  /^^  en  agissant  suivant  une  direc- 
tion tftogei^te  à  la  circonférence  dont  CP  est  le  rayon ,  a 

AB 
pour  valeur  p  x  -: — ^r- ,  abstraction  faite  du  frottement. 

cire*  G^ 

Soit  7^  I^  petite  puissance  qui^  agissant  de  la  même  manière , 
fait  équilibre  au  même  poids  ^  en  ayant  égard  de  plus  an 
frpitejnent.  Il  est  clair ,  par  l'article  précédent ,  combiné 
avec  l'article  2S3 ,  qu'on  aura , 

^1^  X  (  AB  4-  ;t  X  cire.  Cp  ) 
cire.  Cp  —  n  X  AB 

Maintenant ,  à  la  place  de  la  puissance  r^ ,  substituons-en 
une  autre  ^  ' ,  qui  agisse  en  Q^  suivant  une  direction  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  la  vis.  On  aura,  r'  :  ^  :•  CQ  :  Cp;  ou 

Wen,  ^'  =  r'  x  ■—•  Donc,  en  mettant  pour  r'  sa  valeur, 

/_       ^  CpX  (AB  +  wXcirc.  Cp) 
^        '^        CQX  (cire.  G/»  — »XAB)* 


igS  MÉCANIQUE. 

Dans  cette  expression  de  ^'^  la  ligne  Cp  est  inconnue  et 
variable  ;  mais  comme  le  poids  total  P  est  distribue  sur  tout 
le  filet  de  la  vb ,  nous  pc|iyons  supposer  y  sans  craindre 
d'erreur  sensible  dans  la  pratique  ^  que  ce  même  poids  est 
placé  sur  la  curconférence  d'un  cerde  qui  a  pour  rayon  la 
moyenne  arithmétique  entre  le  rayon  du  cylindre  à  nu ,  et 
le  même  rayon  augmenté  de  Tépaisseur  formée  par  le  relief 
du  filet  de  la  vis.  Supposons  que  Cp  soit  cette  moyenne 
arithmétique^  qui  est  une  quantité  constante  et  donnée  ,  et 
nommons  Q'  la  somme  de  toutes  les  puissances  47  ^  ^  qui  font 
équilibre  à  la  somme  de  tous  les  poids  p  et  au  frottement  ; 

nous  aurons  sensiblement ,  Q'=P  x  ^       .   "V,^ —         ?J  9 

valeur  que  doit  avoir  la  puissance  Q'^  appliquée  en  Q ,  pour 
que  Técrou  soit  au  moment  de  tourner  ,  et  le  poids  de  s'é- 
lever le  long  des  filets  de  la  vis ,  malgré  sa  pesanteur  et  la 
résistance  du  frottement. 

Du  Frottement  dans  le  Coin* 

275.  L'essai  de  calcul  que  je  vais  donner  pour  déter- 
miner le  frottement  dans  le  coin,  ne. doit  être  regardé  que 
comme  un  problême  de  géométrie ,  qui  est  simplement  re- 
latif à  la  matière  en  question ,  et  qui  vraisemblablement 
n'aura  jamais  d'application  dans  la  pratique  ;  car  la  théorie 
mathématique  de  l'équilibre  de  cette  machine  étant  encore 
imparfaite,  comme  nous  l'avons  remarqué,  on  sent  que 
celle  de  son  frottement  doit  l'être  bien  davantage.  Quoi 
qu'il  en  soit,  voici  comment  on  pourroit  évaluer  le  frot- 
tement dans  le  coin ,  si  cet  instrument  et  les  parties  du  corps 
à  fendre  étoient^d'une  dureté  et  d'une  inflexibilité  parfaites. 

276.  Soit  un  coin  isocèle  AED(Fig.  iSg),  introduit 
dans  la  fente  d'un  corps  MN^  et  chargé,  au  milieu  de  sa 
tête  horizontale  AD,  d'un  poids  P,  qui  seroit  en  équilibre 
avec  les  résistances  du  corps  à  fendre ,  s'il  n'y  avoit  point  de 
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frottement.  Supposons  que^  pour  yaincre  le  frottement ,  ou 
pour  faire  glisser  les  faces  du  coin  le  long  de  celles  de  la 
fente  y  il  faille  ajouter  au  poids  P  un  autre  poids  p»  Repré- 
sentons le  poids  résultant  P  -h  p ,  par  la  partie  B  F  de  sa 
direction;  et  décomposons-le  en  deux  autres  forces  BC^  BK, 
perpendiculaires  aux  points  d'attouchements  des  faces  du 
coin  avec  celle  de  la  fente.  Chacune  de  ces  deux  forces 

égales  sera  exprimée  par  (  P  -h  /?  )  X  —  ;  et  elles  produi- 
ront chacune  un  frottement,  qui  sera  exprimé  par  n(P'+'p) 

A  U 

;  X  — -,  n  étant  toujours  le  rapport  du  frottement  à  la  pres- 
sion. De  ces  deux  frottements  égaux  ,  que  je  représente  par 
les  côtés  £g,  £A,  du  parallélogramme  lozange  'Egfh,  ré- 
sulte, dans  le  sens  vertical  EO,  une' résistance  exprimée 
par  la  diagonale  E/:  résistance  qui,  à  cause  de  £/>  double 

de  E^,  et  des  triangles  semblables  E^^,  EAO,  a  évidem- 

AE        EO 

ment  pour  valeur  a/z  (P  -h  z?  )  x  — r;  X  r— -  »  ou  27i(P+;?) 

'  AD        EA  .  ' 

JEO 
X  -r-rr  ;  et,  commc  cette  même  résistance  doit  être  égale  au 

poids /7  destiné  à  lui  faire  équilibre  ,  on  aura  /?  =  2  /z  X] 
^^-^PI^'âd'^  dourontire,;;  =  ^^^^^^^^. 


SECTION    II. 


De  la  Raideur  des  Cordes. 


377.  Il  est  constant  par  Texpérience  qu'une  corde-donnée 
est  d'autant  plus  roide  ,  ou  fart  d'autant  plus  de  difficulté  à 
se  plier,  1®.  qu  elle  est  tendue- avec  plus  de  force ,  ou  qu'elle 
est  chargée  d'un  plus  grand  poids;  2^.  qu'elle  est  plus  grosse; 


aOO  MECAMIQVB. 

3".  qu  elle  s'enveloppe,  autour  d'un  plus  petit  roukani.  Mais 
on  ne  connoit  pas  bien  pi^écisëment  la  loi  suivant  iaqueUe 
ces  trois  éléments  concourent  à  produire  la  roideur  de  la 
corde. 

278.  Là  plupart  des  auteurs^  qui  ont  écrit  efur  cette  ma- 
tière ,  prennent  pour  hypothèse  que  la  roideur  d*une  corde 
est  en  raison  composée  du  poids  qui  tend  la  corde ,  du  rayon 
de  la  corde  y  et  de  Tins^erse  du  rayon  du  rouleau  autour 
duquel  elle  s'enveloppe.  Cette  règle ^  que f  adopte,  comme 
assez  conforme  à  rexpérience ,  suppose  que  les  différentes 
cordes  dont  on  veut  comparer  les  roideurs  ,  sont  de  même 
espèce ,  c  est-à-dire  égaleibent  nénveé ,  également  torses,  etc. 

La  vitesse  avec  laquelle  une  corde  se  pUe ,  influe  aussi 
sur  sa  roideur  ^  mais  noUs  n'aurods  pas  égard  à  cette  cir- 
constance y  parcequ'il  ne  s'agit  ici  que  de  mouvements  prêts 
à  naître. 

279.  D  E  tous  les  moyens  qu'on  a  proposés  pour  éprouver 
la  roideur  des  cOrdes,  Voici  celui  qui  me  paroit  le  plus 
simple  et  le  plus  exact. 

Soient  (Fig.  14©  et  i4i  )  deux  poulies  OC  M,  VDN, 
parfaitement  mobiles  par  leurs  aissieux  sur  dès  appuis  fixes , 
et  chargées ,  à  Faide  de  cordes  de  différents  diamètres ,  la 
première ,  des  deux  poids  égaux  P  et  Q  ;  la  seconde ,  des 
deux  poids  aussi  égaux  H  et  S.  Je  suppose  que ,  pour  trou- 
bler Téquilibre,  ou  pour  vaincre  les  frottements  et  les 
roideurs  des  cordes,  il  faille  ajouter  au  poids  P  un  petit 
poids  connu  p  ,  et  au, poids  R  un  petit  poids  connu  r.  Il 
s'agit  de  trouver  directement  les  parties  pour  lesquelles  les 
frottements  et  les  roideurs  des  cordes  entrent  dans  les 
poids  additionnels  p  et  r.  ï^ommons  , 

le  rayon  de  l'aissieu  de  la  poulie  OCM     .     .     .     .  a^ 

Je  rayon  de  cette  même  poulie h  ^ 

■leraypndek'Corde.PCQ      •     .     .     .     .     .     .     .  c^ 

Wth^QXk  de  i'aî»lîrâ  de  la  poulie  V.D  N    .     .    é    •  /  y 
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I 

le  rayon  de  cette  même  ponlie m, 

letayoïidelacorde  RDS  «•••;..•  h, 
la  partie  An  poick  p  ^  destinée  à  r aincre  le  frottement.  • .  x  ^ 
la  partie  du  même  poids  p  ^  destinée  à  vaincre  la 

roidenr  de  la  corde  PCQ y , 

la  partie  dti  poids  r,  destinée  à  vaincre  le  frottement  •  z  p 
la  partie  du  même  poids  r,  destinée  i  vaincre  la  roi- 

denr  delà  corde  RDS  ^i      • u, 

le  rapport  du  frottement  à  la  pression     .     •     •     •   n. 

Noos  avons  ki  cinq  inconnues  à  déterminer  ;  savoir,  as^y. 


z,  u^  n. 


1^.  On  a,   comme  il  est  évident^  (A)  x  ^y  =  p', 

(B)  z  +  U=zK 

2P.  La  pression  totale  sur  Taissieu  de  la  poulie  OCM , 
étant  iciaP  4-/&,  il  est  clair  (261)  qu on  aura ^  (C)  fcj?== 
h{  !it*4-;D)ô.De  même  on  aura,  (D)  m^  =  /i(2R-i-r)/. 

3*^.  On  aura,  en  vertu  de  Thypothese  que  nous  avons  adoptée 

sur  la  roideur  des  cordes  ,r:^::        "jP)^  •  \^ li.*  doti 

l'on tire^  (E)    bh{i^^^r)y=:cm{7,V  •^p)u. 

Comparant  ensemble  les  cinq  équations  (A),  (B),  (C) ,  (D), 
(E)^  suivant  les  règles  ordinaires  de  l'algèbre,  on  ttrouvera: 

b,  (aR  +  r).  (flÂ  — c/)  ' 

^^  "         b,  (aK-l-r).(flÂ  — c/)  ' 
ll{%^'^r)bhp^{  :^V^p)cmr'] 

m.  (aP-+-p).  («A  — c/)  ' 

jw.  (  aP4-^  ).(fl/«  —  c/)i  ' 
(aR4-r)^A;;  — (2p4-/?)cwir 

(aP-hp).  (aU  +  r).  (aA— fl/)* 


/ 


fiSo.  Il  est  bon  de  lever,  au  sujet  de  ces  formules,  une 
dîfj^culté  analytique ,  qui  pourroit  embarrasser  quelques 
lecteurs. 


a02  MJBCAiriQVE. 

Lorsque  les  rayons  des  aissieux  sont  entre  eux  comme 
ceux  des  cordes ,  ou  qu'on  a^  ahzrzcl  ^  les  dénominateurs 
des  fractions  proposées  deviennent  zéro,  parcequ'on  a, 
ah  — cl=o;  d'où  il  parolt  s'ensuivre  que  les  valeurs 
dexyfy  z,  Uy  n,  sont  infinies.  Mais  il  faut  considérer 
que ,  dans  ces  mêmes  fractions ,  les  numérateurs  deviennent 
zéro  dans  la  même  hypothèse.  En  effet ,  les  équations  (C)  , 
(D),  (E),  donnent,  x:  z  ::  am(aP-l-/?)  :bl{^K-^r)i 
j^:m  ::  cm  (aP-h;?)  :  èÀ(2R -h  r). 

Mettant  pour  /  sa  valeur  —  dans  la  première  de  ces  deux 

proportions,  on  aura,  a::js:lc/?i(  aP -h/?  ):ôA(aR-|-r). 
"Doucx'.zwyiu,  et  a?  -^-yiz-^-uwx'.zy.yzu;  c'est-à-dire^ 
/?:r::aTO(aP-#-/7):W(aRH-r)::cm(aP-+-/?):iA(2R-hr); 
d'oii l'on  tire,  W/;(aR-hr)=amr(aP^-/7);  iA/?(aR-hO 
^=zcmr{  aP-4-^)  ;  équations  qui  donnent,  artir^'iP-^rp  ) — 
iZ/?(aR4-  r)  =  o;  6A/?(2R+r)  —  c/wr(2P-l-^)  =  o. 
Donc  Iqs  numérateurs  des  valeurs  de:r,j^,z,  u,  «,  de- 
viennent zéro ,  en  même  temps  que  leurs  dénominateurs. 
Donc  alors  ces  valeurs  sont  indéterminées.  Voici  comment 
on  peut  les  trouver. 

281.  On  a  ici,  comme  dans  l'hypothèse  générale,  x^y 
=  /?  ;  2  4-  M  =  r.  De  plus ,  à  cause  de  ah '=1  cl  y  on  a  ^ 
comme  onl'a  vu,  x\z\\y\u^  ou  a;  m  =j^z.  On  a  encore, 
hx'=.n(^iV'\-j)^  a.  Voilà  quatre  équations  entre  les  cinq 
inconnues  x  j  y  ^  z ,  u ,  n;  et  on  ne  peut  pas  en  former 
d'autres  qui  ne  reviennent ,  dans  le  fond ,  à  ces  quatre-là. 
Ainsi  le  problème  est  indéterminé.  Mais  si  l'on  suppose,  par 
exemple,  que  :c  soit  une  certaine  partie  donnée  de  p  ;  c'est- 
à-dire,  si  l'on  fait  a?  =  ~ ,  ^  étant  un  nombre  positif  plus 

grand  que  l'unité,  on  trouvera ,  ^  = /? —y  zz=z  —  , 

2/=r— — ,  w= ^ .  On  voit  qu'il  faut  se  donner 

l'une  des  cinq  inconnues  ,  pour  pouvoir   déterminer  les 
' quatre  autres. 
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fiSâ.  TjLi  fait  quelques  expériences  sur  la  roidëur  des 
cordes.  £n  voici  une  que  je  crois  fort  exacte  y  et  qui  s'aC'^ 
corde  assez  bien  avec  les  calculs  précédents. 

On  a  suspendu  bien  à^plomb  une  poulie  fort  légère ,  qui 
avoit  lo  pouces  6  ^  lignes  de  diamètre  à  nu.  Elle  étoit  traver- 
sée quarrément  par  un  aissieu  de  buis  de  huit  lignes  de  dia- . 
mètre  ,  et  elle  tournoit  librement  sur  les  appuis  de  cet 
aissieu.  J'ai  pris  deux  cordes  neuves,  peu  torses,  dont  la 
première  avoit  neuf  lignes  de  diamètre,  la  seconde  treize 
lignes  de  diamètre^;  et ,  ayant  appliqué  successivement  ces 
deux  cordes  à  la  poulie ,  j'ai  attaché  à  chacun  des  deux 
bouts  de'la  corde,  dans  les  deux  cas,  un  poids  de  loo  livres 
12  onces.  Cela  fait,  j'ai  trouvé  que ,  pour  commencer  à 
faire  descendre  l'un  des  poids,  ou  pour  vaincre  lé  frotte- 
ment et  la  roideur  de  la  corde ,  il  faUoit  ajouter  un  poids 
de  6  livres  lorsqu'on  se  servoit  de  la  petite  corde ,  et  un 
poids  de  7  livres  8  onces  lorsqu'on  se  servoit  de  là  grosse 
corde. 

En  supposant  que  l'action  d'une  cordé  s'exerce  suivant  la 
direction  de  son  axe ,  il  est  clair  que ,  lorsqu'on  se  sert  de  la 
petite  corde,  le  diamètre  de  la  poulie  proposée  doit  être 
censé  de  1 1  pouces  3  j  lignes ,  et  qu'en  se  servant  de  la 
grosse  corde ,  le  diamètre  de  la  poulie  est  de  i  1  pouces 

7  T  lignes.  Nous  aurons  donc  ici,  P  =  R  =  100  livres 
12  onces  =  100,75  livres  ;  p  =s:6  livres  ;  r  =  7  libres 

8  onces  =  7,5  livres  ;  aP  -h  /?  =  207,6  livres  ;  2  R  +•  ''  = 
aog  livres  ;  a  a  =  2  Z  =  8  lignes  ;  2  i  =  i35,5  lignes  ; 
a  m  =  139,5  lignes  ;  2  c  =  9  lignes  ;  2  A  =  i3  lignes.  Met- 
tons ces  valeurs  dans  les  formules  générales  de  l'article  279 , 
nous  trouverons ,  à  peu  de  chose  près  : 

X   =  2,25i 
jr  =  3,749    ^    j.^^^^ 
2   nz  2,1 58 

u  =  5,342 

n  =  o,i837^  nombre  abstrait. 
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D'où  Ton  voit  que ,  pour  vaincre  le  frottement ,  û  faut , 
dans  Tun  et  l'autre  cas^  un  poids  d  un  peu  plus  de  2  livres  ; 
mais  que  la  roideur  de  la  petite  corde  est  équivalente  à  un 
poids  d  un  peu  moins  de  4  livres ,  et  celle  de  la  grosse  à 
un  poids  d'un  peu  plus  de  5  livres.  On  voit  aussi  que  le 
frottement  est  un  peu  plus  que  la  sixième  partie  de  la 
pression. 

a83.  Je  finis  par  Tapplication  de  nos  principes  à  une 
grue  y  propre  à  élever  des  pierres  j  ou  autres  fardeaux  très 
pesants. 

Dans  cette  machine  (  Fig.  1^1^  ^  le  poids  P  est  suspendu 
à  une  poulie  a  y  embrassée  par  une  corde  dont  la  partie  i 
est  attachée  à  un  crochet  fixe  ;  l'autre  partie  passe  sur  la 
poulie  h  f  sur  la  poulie  c ,  et  va  s'entortiller  autour  du  cy- 
lindre OF.  Une  puissance  Q,  appliquée  à  la  circonférence 
de  la  roue  QN,  est  au  moment  de  flaire  monter  le  corps P^ 
en  surmontant  sa  pesanteur  ^  le  frottement  et  la  roideur 
de  la  corde.  Pour  soutenir  la  corde  dans  Tintervalle  bc ,  on 
a  mis  endete  deux  petits  rouleaux ,  qui ,  étant  très  mobiles 
sur  leurs  aissieux ,  et  n'éprouvant  qu'une  très  légère  pres- 
sion ,  ne  peuvent  occasionner  qu'un  firottement  insensible  , 
et  par  conséquent  négligeable.  Je  nomme  en  général , 

le  rayon  de  l'aissieu  de  chacune  des  trois  poulies 

égales  a,  b  j  c a , 

le  rayon  de  chacune  des  mêmes  poulies ,   en  y 

comprenant  celui  de  la  corde i  , 

le  rayon  de  la  corde c, 

le  rayon  des  tourillons  du  cylindre f^ 

le  rayon  du  cylindre,  en  y  comprenant  celui  de  la 

corde g^ 

le  rayon  de  la  roue k  ^ 

l'effort  qu'il  faut  ajouter  à  la  tension  du  cordon  â^ 
pour  vaincre  tout  à  la  fois  le  frottement  et  la 

roideur  de  la  corde Xy 

la  tension  totale  du  même  cordon    •     .     •     .     .     •     X  ^ 
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Teffort  qu'il  faut  ajouter  à  la  tension  du  cordon  3  , 
pour  vaincre  tout  à  la  fois  le  frottement  et  la 

roideur  de  la  corde .    ^  , 

la  tension  totale  du  même  cordon Y, 

l'effort  qu'il  faut  ajouter  à  la  tension  du  cordon  4  > 
pour  vaincre  tout  à  la  fois  le  frottement  et  la  roi- 
deur de  la  corde z  ^ 

la  tension  totale  du  même  cordon Z, 

le  rapport  du  frottement  à  la  pression n^ 

De  plus ,  je  suppose  qu'une  corde ,  dont  le  rayon  est  h , 
sous  une  pression  connue^  que  je  nomme  N^  en  se  pliant 
autour  d'une  poulie  dont  le  rayon  augmenté  de  celui  de  la 
corde  est  m^  ait  une  roideur  égale  à  un  poids  ^.  Ces  quiin- 
tités  h ,  N ,  m,  q ,  sont  données  par  l'expérience  rap* 
portée  dans  l'article  précédent. 

Cela  posé;  i^.  on  voit  (263)  que  la  poulie  a  étant  mobile^ 
et  les  deux  cordons  1,2,  étant  verticaux ,  du  moins  sensi- 
blement^ le  frottement  de  l'aissieu  de  cette  poulie  est  nP; 
et  comme  ce  frottement  a  pour  bras  de  levier  le  rayon  de 
l'aissieu ,  tandis  que  la  force  employée  à  le  vaincre ,  et 
appliquée  an  cordon  2,  a  pour  bras  de  levier  le  rayon  de 
la  poulie  ;  il  s'ensuit  que  l'expression  de  cette  dernière  force 

est  —7-.  De  plus ,  on  observera  qu'en  faisant  cette  propor- 

.       Nk         Vc  ^  .         ^  . 

tion  —  :^:  :-T-  :  un  quatrième  terme  ,  ce  quatrième  terme 

ÎL- —  exprîmeroit  (278)  la  roideur  de  la  corde  appliquée  à 

la  poulie  a,  si  cette  poulie  étoit  fixe;  mais  comme  cette 
poulie  est  mobile ,  et  qu'au  moment  où  elle  est  un  peu  sou- 
levée par  la  force  appliquée  au  cordon  2  ,  il  se  fait  dans  la 
corde  un  petit  mouvement  ^angulaire  au  point  i  :  il  parolt 
que  la  corde  doit  faire  à-peu-près  la  même  difBculté  à  se 
plier ,  que  si  on  l'enveloppoit  sur  une  poulie  fixe ,  qui  auroit 
pour  rayon  le  diamètre  de  la  poulie  a»  Ainsi  sa  roideur  sera 

re!^résçntée ,  au  moins  sensiblement,  par  ^^/L>  Cette  force , 
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jointe  ao  frottement^   doit  être  égale  a  x;  ce  qui  donne ^ 
X  = ^— — ;r:.Donc,  acauseaeX  =  —  H- a:,  on  aura, 

X=  — +  -^4-;-j^;  oubien, 

a®.  S*il  n'y  avoit  point  de  frottement  ni  de  roideur  de 
corde  à  yaincre  pour  la  poulie  fixe  i,  les  deux  cordons  2  et  3 
seroient  tendus  également ,  avec  une  force  exprimée  par  X  ; 
et  il  est  évident  que  ces  cordons  étant ,  au  moins  sensible- 
ment ,  l'un  vertical^  l'autre  horizontal^  il  est  clair ^  dis- je , 
qu'en  vertu  de  leurs  tensions ,  il  résulteroit ,  aux  appuis  de 
Taissieu  de  cette  poulie  ,  une  pression  exprimée  par  X  v/  ^  ; 
mais  ici  la  pression  est  exprimée  à  la  rigueur  par  v/[X^+Y']. 
Néanmoins^  comme  Y  ne  diffère  pas  beaucoup  de  X^  et 
qu'en  supposant  ces  deux  quantités  égales  entre  elles,  le 
calcul  devient  beaucoup  plus  simple^  je  prendrai  Xi/^2 
pour  la  valeur  approchée  de  la  pression.  Ainsi,  dans  la 
poulie  fixe  b ,  Texpression  du  frottement  sera  /zX  v/2  ;  et 

celle  de  la  roideur  de  la  corde  sera  ^^^,  Jf   >  Le  frottement 

ayant  pour  bras  de  levier  le  rayon  de  Taissieu ,  tandis  que  la 
force  destinée  à  le  vaincre ,  et  appliquée  au  cordon  3 ,  a 
pour  bras  de  levier  le  rayon  de  la  poulie ,  il  est  clair  que 

la  valeur  de  cette  dernière  force  est  — — —,  Joignons-la  à 
la  roideur  ■  ■. —  ;  et  nous  aurons  une  somme  qui  doit  être 
égale  à  j^  ;  ce  qui  donne ,  j  =  "^  ,  +^^AtvV  ^'  Donc,  à 
cause  de  Y=X  +y,  on  aura ,  Y= X+  "'^^^  4.  I^l^^ . 

Z^.  En  raisonnant  pour  la  poulie  c ,  exactement  de  la 
même  manière  que  pour  la  poulie  i,  on  trouvera,  Z=Y  X. 

1+— j-i-^Ts^;. 
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Maintenant ,  la  puissance  Q  doit  faire  équilibre  à  la  Vsor- 
sion  Z  ,  au  frottement  des  tourillons  du  cylindre  ,  et  à  la 
roideur  de  la  corde  qui  s'enveloppe  autour  du  cylindre.  Sup- 
posons que  la  puissance  Q  agisse  verticalement  de  haut  en 
bas  ;  la  résistance  Z  agissant  aussi  verticalement  y  mais  de 
bas  en  haut.  Il  est  évident  que  la  pression  des  tourillons 
sera  Z  —  Q ,  et  que  par  conséquent  la  valeur  du  frotte^ 
ment  sera  /i  (  Z  —  Q  ).  Ce  frottement  a  pour  bras  de  levier 
le  rayon  des  tourillons  du  cylindre.  Supposons  que ,  pour 
le  vaincre ,  on  emploie  une  force  appliquée  à  l'extrémité 
du  rayon  du  cylindre;  il  est  clair  que  cette  force  sera 

^'LlI — H-L'.  Quant  à  la  difficulté  que  la  corde  doit  faire  à 

ê 
s'envelopper  autour  du  cylindre ,  nous  observerons ,  pour 

la  déterminer^  que,  conséquemment  à  la  manière  dont 

nous  avons  fait  entrer  ci-dessus  la  tension  d'une  corde  qui 

passe  sur  une  poulie ,  et  qui  est  chargée  de  deux  poids  ^  dans 

l'expression  de  sa  roideur  ^  nous  devons  considérer  ici  notre 

corde  comme  si  elle  étoit  chargée  de  deux  poids,  exprimés 

cliacun  par  Z  ;  d'où  il  suit  (278)  que  la  roideur  de  cett& 

même  corde  sera  représentée  par  ■  ^  .  Nous  avons  donc 
maintenant  trois  forces  qui  agissent  à  l'extrémité  du  rayon 
du  cylindre  :  savoir.  Z ,  ^ii — ZZjLÏ     îl^f^.  Ces  trois  forces 

doivent  faire  équilibre  à  la  puissance  Q  y  qui  agit  à  l'extré- 
mité  du  rayon  de  la  roue.  Donc  on  aura  (aoS) ,  Q  x  *  =  Z 

IX  grH-  ^ ^^  X  ^  +    ^.-^    X  g;  d  où  l'on  tire  Q  = 

-        ^X  (^g  +  n/'+-  ^^^^  \  Comme  tout  est  connu  ou 
déterminable  dans  le  second  membre,  on  connoltra  aussi  Q. 

Exemple. 

Supposons  le  fardeau  P=  10000  lifres;  le  rayon  do 
f      l'aUsieu  de  chaque  poulie  ;=  9  ligues  ;  le  rayon  de  chaque 
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poulie ,  en  y  comprenant  celui  de  la  corde ,  =  g  pouces  ;  le 
rayon  de  la  corde  =:  i5  ligne#;  le  rayon  des  tourillons  du 
cylindre  =9  lignes;  le  rayon  du  cylindre  ,  en  y  compre- 
nant celui  de  la  corde  ^  =  6  pouces  ;  le  rayon  de  la  roue  = 
6  pieds.  De  plus  ^  prenons  pour  hypothèses  que  le  frotte* 
xnent  soit  j  de  la  pression  ,  et*  qu'une  corde  de  g  lignes  de 
diamètre ,  sous  une  pression  de  208  livres ,  en  se  pliant 
autour  d'une  poulie  de  1 1  pouces  3  7  lignés  de  diamètre , 
fiit  une  roideur  équivalente  à  un  poids  de  4  livres ,  en 
nombre  rond  ;  ce  qui  est  confoime ,  à  peu  de  chose  près , 
à  Texpérience  de  l'article  aSa.  On  aura  donc^  P=  loooo  liv.  ; 
0=  g  lignes;  i  =  g  pouces;  0=;:  i5  lignes  ;y^=  9  lignes; 
g'  =z=  6  pouces  ;  A  =  6  pieds  ;  n  =  -j  ;  A  =  4^5  lignes  ;  m  = 
€7,75  lignes  ;  N  =  20&  livres  ;  ^r  =  4  livres.  D'après  ces 
données ,  on  trouvera  (  en  ne  poussant  le  calcul  des  parties 

décimales  que  jusqu^aux  millièmes  ) ,   —  =  ^  ;  ^—^  +• 

cmg  m  naif  1,  ,    cmay^^ g 

^=o^3;-^M^-jf^s=o,07i;  j5^^ 0,07a;  .  .  . 

^ — =  0,01a;  d'où  il  suit  qu'on   aura,   à  peu  de 

chose  près,  X  =  5365 liv.;  ¥  =  5745,916;  Z  =  6i53,875; 
Q  =  516,926. 

Ainsi  la  puissance  Q ,  nécessaire  pour  comsiencer  à 
mettre  le  poids  P  en  mouvement ,  sera  de  près  de  517  liv. 
Sans  le  frottement  et  la  roideur  de  la  corde  la  puissance 
ne  seroit  que  d'environ  4^7  liv. ,  comme  on  peut  le  trouver 
directement  (  177  et  196 )  1  ou,  comme  on  peut  le  conclura 
des  formules  précédentes  ,  en  supposant  que ,  dans  les 
valeurs  deX,Y,Z,  <J,  ana,/î  =  o,  ^  =  0.  On  voit 
que  le  frottejSient  et  la  roidenr  «le  la  corde  augm^xtent  la 
puissance  d'une  quantité  considéra^.  Il  est  donc  essentiel 
de  ne  pas  négliger  ces  deux  t:éaiataces ,  si  l'on  veut  déter- 
miner l'effet  d'une  machine' avec  une  certaine  précision. 

On  peut  remarquear  quâ ,  dans  les  poulies  i  etc,  la  corde 
n'embrasse  pas  Doutrà-'fâit  un  demi^cercle;  ce  qui  diminua 
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un  peu  sa  roîdeur  :  mais  aussi  nous  avons  négligé  quelque 
chose  dans  Testimatioa  des  pressions  que  souffrent  les  appuis 
des  aissieux  de  ces  poulies  ;  d'où  résulte  une  espèce  de  com- 
pensation. Ainsi  les  calculs  précédents  ne  doivent  pas  s'é- 
loigner beaucoup  de  la  vérité,  du  moins  dans  les  hypothèses 
sur  le  frottement  et  sur  la  roideur  de  la  corde  y  qui  en  sont 
les  éléments. 


AVERTISSEMENT. 

JL  DUTES  ces  recherches  sur  le  frottement  et  sur  la  roideur 
des  cordes  avoient  paru ,  à  quelques  légères  additions  près, 
dès  l'année  1763,  dans  la  première  édition  de  mon  Traité  de 
Mécanique.  Je  fis  les  additions  dont  je  viens  de  parler, 
dans  l'édition  de  lyyS.  Le  citoyen  Coulomb,  aujourd'hui 
membre  de  l'Institut  national,  a  traité  la  même  matière, 
en  réum'ssant  à  la  théorie  de  nombreuses  expériences  en 
grand,  dans  son  excellente  pièce  ^  qui  remporta  le  prix  que 
l'Académie  des  sciences  aVoit  proposé  sur  ce  sujet,  pour 
l'année  1781. 

Fin  de  la  première  Partie. 


A 


SECONDE     PARTIE. 

ÉLÉMENTS    DE    DYNAMIQUE. 


LIVRE     PREMIER. 


DU  MOUVEMENT  CONSIDÉRÉ  EN  LUI-MÊME. 


CHAPITRE    PREMIER. 
Principes  généraux  du  Mouvement 


:^4*  ^triVANT  la  notion  générale  que  nous  arons  don- 
née Cg)  du  mouvement ,  un  corps  se  meut  lorsqu'il  passe 
d'un  endroit  de  l'espace  dans  un  autre  endroit.  Si ,  dans  ce 
passage,  sa  marche  est  toujours  la  même,  ou  qu'en  temps 
égaux  il  parcoure  des  espaces  égaux  ,  on  dit  que  son  mou- 
vement est  uniforme.  Mais  si,  par  quelque  cause  que  ce 
«oit ,  la  vitesse  du  mobile  vient  à  augmenter  ou  à  diminuer , 
le  mouvement  s'appelle  mouvement  accéléré  ou  retardé , 
et  en  général  mouvement  varié. 

285.  Le  mouvement,  quelle  que  soit  sa  nature,  peut 
être  rectiligne  ou  curviligne.  Il  est  rectiligne  ,  lorsque  lé 
mobile  suit  toujours  la  même  ligne  droite  ;  et  curviligne , 
lorsque  le  mobile  change  de  direction ,  et  décrit  une  courbe, 
ou  une  suite  de  lignes  droites  qui  forment  entre  elles  des 
angles. 
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a86.  Tout  corps  est  indifférent  par  lui-même  pour  le 
repos  et  pour  le  mouvement.  Car,  lorsqu'un  corps  demeure 
en  repos,  il  existe  continuellement *dans  un  même  lien;  et, 
lorsqu'il  est  en  mouvement ,  il  existe  successivement  dans 
ime  suite  de  lieux  A ,  B,  C,  D,  etc.  Or  Texistence  continuée 
dans  un  même  lieu  ,  ou  l'existence  successive  dans  plusieurs 
lieux ,  sont  deux  modifications  que  le  corps  reçoit  égale- 
ment ,  sans  qu'il  arrive  aucun  changement  à  sa  nature  : 
autrement  il  faudroit  dire  que  ce  n'est  pas  la  même  chose 
pour  un  corps  d'occuper  à  chaque  instant  un  lieu  ou  u» 
autre  dans  Tespace  ;  ce  qui  est  absurde.    . 

287.  Il  suit  de  cette  indifférence  que ,  'si  un  corps  est  en 
repos  ou  en  mouvement ,  il  persévérera  dans  cet  élat  jusqu'à 
ce  qu'une  cause  extérieure  l'en  retire. 

Cette  loi  est  confirmée  par  l'expérience.  Les  corps  no 
passent  du  repos  au  mouvement  que  lorsqu'ils  sont  ren- 
contrés par  d'autres  corps  ,  ou  que  des  agents  quelconques 
les  forcent  de  quitter  leurs  places.  Un  boulet  de  canon, 
lancé  par  l'explosion  de  la  poudre ,  ne  perd  son  mouvement 
que  par  la  r^istance  de  l'air  qui  s^oppose  continuellement 
à  son  passage ,  et  par  la  pesanteur  qui  le  ramené  et  l'attache 
à  la  terre.  Les  planètes  et  les  comètes ,  qui  sont  de  plus 
grandes  masses,  et  qui  se  meuvent  dans  des  espaces  moins 
résistants,  Cîonservênt  plus  long-temps  leurs  mouvements 
progressifs  et  circulaires.  En  général ,  plus  le  nombre  des 
obstacles  contraires  au  mouvement  d'un  corps  diminue, 
plus  le  mourement  dure  long-temps  ;  en  sorte  que ,  si  la 
résistance  des  obstacles  devenoit  absolument  nulle,  le  mou- 
vement se  perpétueroit  par  lui-même  à  l'infini. 

288.  De  la  même  indifférence  il  suit  encore  que  toa(: 
corps  doit  opposer  à  son  changement  d'état,  soit.de  repos, 
soit  de  mouvement,  une  résistance  toujours  proportionnelle 
à  sa  massé ,  résistance  qu'on  appelle^rc^  d'inertie ,  du  mot 
latin  inertia ,  pour  signifier  que  Je  corps  est  comme  pa« 
resseux  dans  ^on  état. 

14. 
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En  effet,  puisqu'un  corps  ne  peut  changer  (l*état ,  s'il  n'y 
est  excJtë  par  un  agent  extérieur ,  et  qu'il  enlevé  nécessai- 
rement à  cet  agent  autant  de  force  qu'il  en  reçoit ,  il  doit 
résister  à  son  changement  d'état ,  arec  une  force  qu'on  peut 
regarder  comme  égale  et  contraire  à  celle  qui  est  perdue  par 
l'agent.  Or  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'une  telle  résistance 
existe  plutôt  dans  une  molécule  du  corps  que  dans  l'autre  ; 
donc  elle  doit  être  commune  à  toutes  les  molécules.  Ainsi 
l'inertie  totale  est  la  somme  de  toutes  les  inerties  particu- 
lières \  et  par  conséquent  elle  est  proportionnelle  à  la  masse 
entière  du  corps. 

On  a  cru  y  pendant  long  -  temps  y  dans  les  écoles ,   que 
Tiriertie  étoit  un  effet  de  la  pesanteur  des  corps  ;  mais  cela 
est  une  erreur  manifeste.  Qu'on  meuve  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  très  poli ,  l'effet  de  la  pesanteur  est  détruit ,  et 
néanmoins  on  éprouve  une  résistance,  qui  est  d'autant  plus 
grande  que  le  corps  contient  plus  de  matière.  Une  balle , 
suspendue  par  un  fil ,  ne  quittera  son  à-plomb  qu'en  vertu 
d'une  force  extérieure  qui  l'en  retirera  ,  et  qu'on  trouvera 
toujours  proportionnelle  à  la  masse,  ou  à  la  quantité  de 
matière  de  la  balle.  Veut-on  une  expérience  encore  plus 
décisive  ?  supposons  un  corps  qui  tombe  librement  par  sa 
pesanteur  :  si  on  le  presse  avec  la  main  pour  accélérer  sa 
chute,  on  éprouve  de  la  résistance.  Or  cette  résistance  ne 
peut  pas  être  attribuée  à  la  pesanteur,  puisque  l'effort  de 
la  pesanteur  s'ajoute  à  celui  de  la  main ,  loin  de  lui  être 
contraire.  On  no  peut  pas  attribuer  non  plus  cette  résistance 
k  l'air;  car  l'air  ne  retarde  la  chiite  du  corps  que  d'une 
manière  insensible ,    au  commencement  du  mouvement , 
sur-tout  quand  ce  corps,  comme  une  balle  de  plomb  ou 
d'or,  a  beaucoup  de  massé  relativement  à  son  volume.  Ainsi 
l'inertie  est  ui\e  propriété  des  corps ,  qui  leur  est  essentielle, 
et  qui  est   absolument  indépendante   de  lùur  pesanteur. 
L'effet  de  la  pesanteur  peut  être  anéanti  ou  suspendu  dans 
plusieurs  cas  ;  il  l'est  dans  les  corps  qui  se  meuvent  sur  des 
plans  horizontaux  ,  ou  qui  flottent  sut  gn  fluide  ;  etc.  ;  mais 
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il  n  est  jamais  possible  de  dépouiller  un  corps  de  son  inertie. 
Deijuelque  manière  qu'on  veuille  changer  Tét^t  de  repos 
ou  de  mouvement  du  corps  ,  on  a  toujours  à  vaincre  cette 
même  inertie  qui  se  fait  sentir  dans  toutes  sortes  de  sens^ 
et  qui  suit  constamment  le  rapport  de  la  masse. 

28g.  On  voit  par-là  que,  si  un  corps  a  reçu  une  impul- 
sion quelconque^  et  qu*il  ne  rencontre  aucun  obstacle  dans 
son  chemin ,  il  se  mouvra  sans  fin  uniformément  suivant  la 
ligne  droite^  qui  est  la  direction  de  la  force  par  laquelle  il  a 
été  mis  en  mouvement  :  car ,  en  vertu  de  son  inertie  ,  il 
doit  prendre  le  chemin  qu'on  lui  prescrit ,  sans  pouvoir 
par  lui-même  accélérer  ou  retarder  son  mouvement^  ni 
en  changer  la  direction.  Ainsi  les  corps  en  mouvement 
affectent  essentiellement  la  direction  rectiligne  ;  et  ils  ne 
s'en  écartent  jamais  que  lorsqu'ils  rencontrent  des  obstacles^ 
ou  qu'ils  éprouvent  l'action  de  nouvelles  forces  qui  les 
obligent  d'abandonner  cette  direction. 

290.  Uw  mouvement  qui  est  produit  par  une  force 
unique ,  et  qui  est  par  conséquent  tpujours  rectiligne , 
comme  nous  venons  de  l'expliquer,  s'appelle  mouvement 
simple.  Tel  est  celui  que  reçoit  une  boulé  d'une  autre  boule 
qui  la  vient  choquer. 

On  appelle  moui^ement  composé  un  mouvement  qui  ré- 
sulte de  l'action  simultanée  de  plusieurs  forces  sur  un 
mobile.  Tel  est  le  mouvement  d'une  bombe  ,  en  tant  qu'il 
est  produit  ou  altéré  par  la  force  impulsive  de  la  poudre, 
par  la  pesanteur  propre  de  la  bombe ,  et  par  la  résistance 
de  Tair. 

291.  Quels  que  soient  le  nombre,  les  quantités,  et  lea 
directions  des  forces  qui  agissent  sur  un  corps ,  le  mouve- 
ment qu'elles  lui  impriment  peut  toujours  être  regardé 
comme  simple ,  à  chaque  instant.  Car ,  ou  toutes  les  force» 
agissent  suivant  la  même  ligne  droite,  ou  leurs  directions 
forment  des  angles. 
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Dans  le  premier  cas ,  si  toutes  les  forces  agissent  dans  le 
môme  sens  ^  elles  produisent  le  même  effet  que  produiroit 
une  force  unique ,  égale  à  leur  somme  ;  et ,  si  elles  agissent 
en  setis  contraires,  elles  produisent  le  même  effet  que  pro- 
duiroit une  force  unique ,  égale  à  leur  différence. 

Dans  le  second  cas ,  Teffet  résultant  de  toutes  les  forces 
peut  être  également  considéré  comme  produit  par  une  force 
unique.  Car  soit  d'abord  un^orps  A  (  Fig.  i43  )  poussé  par 
les  deux  forces  P  et  Q ,  dont  les  directions  forment  un  angle, 
et  capables  de  lui  faire  parcourir  dans  le  même  temps  les 
espaces  AB^  AC;  ce  corps  parcourra  la  diagonale  AD  (3^), 
de  la  même  manière  que  s'il  étoit  poussé  par  une  force 
unique,  représentée  par  AD ,  tandis  que  les  puissances  P  et  Q 
sont  représentées  par  AB  et  AC.  Qu'une  troisième  force 
agisse  sur  le  mobile  :  en  combinant  cette  force  avec  la 
force  AD,  comme  on  a  combiné  ensemble  les  forces  AB,  AC, 
on  trouvera  que  le  corps  sera  mu  de  la  même  manière  que 
s'il  étoit  poussé  par  une  force  unique ,  représentée  par  la 
diagonale  d'un  second  parallélogramme  ;  ainsi  de  suite.  Le 
mouvement  du  corps  pourra  donc  être  considéré,  à  chaque 
instant,  comme  produit  par  une  force  unique,  qui  est  la 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  en  ce  même 
instant  sur  le  corps  ,  résultante  qu'on  déterminera  par 
l'article  /^o. 

Je  suppose  ,  comme  on  voit,  qu'à  chaque  instant  toutes 
les  forces  concourent  en  un  même  point ,  ou  que  le  corps 
sur  lequel  elles  agissent  n'a  qu'une  étendue  infiniment  pe- 
tite ,  et  peut  être  considéré  comme  un  point.  Si  le  corps 
avoit  une  grandeur  sensible^  et  que  toutes  les  forces  ne 
fussent  pas  appliquées  au  même  point  de  sa  masse,  il  pour- 
roit  être  considéré  comme  le  système  de  plusieurs  petits 
corps ,  sollicités  au  mouvement  par  différentes  forces  ;  et 
ces  corps  élémentaires  prendroient  différents  mouvements , 
que  nous  enseignerons  à  déterminer  dans  le  second  livre. 
Ici  il  s  agit  seulement  du  mouvement  d'un  corps  simple ,  et 
regardé  comme  un  point  mobile. 
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aga^Qxr'uN  corps  décrive,  en  vertu  de  telles  forces  qu'on 
voudra  ,  une  courbe  AMD  (  Fig.  i44  )•  Si  nous  imaginons 
que  cette  courbe  soit  divisée  en  une  infinité  de  parties  Nm  , 
mn,  nq ,  etc,  égales  ou  inégales  ;  chacune  de  ces  parties 
pourra  être  regardée  comme  une  petite  Kgne  droite,  décrite 
en  vertu  d'une  force  unique ,  qui  est  la  résultante  de  toutes 
les  forcée  qui  agissent  en  cet  instant  sur  le  mobile.  En  effet , 
supposons,  par  exemple,  qu'à  chaque  point  de  la  courbe 
le  mobile  soit  poussé  par  deux  forces  ,-  Tune  parallèle  • 
l'autre  perpendiculaire  à  l'axe  AB.  Que  les  lignes  infiniment 
petites  Mr,  M^,  représentent  les  espaces  qne  ces  deux 
forces  tendent  à  faire  parcourir  séparément  en  un  même 
instant  y  le  mobile  décrira  ,  par  l'action  simultanée  de  ces 
deux  forces,  la  petite  diagonale  Mm  du  parallélogramme 
Mrms.  De  même ,  le  mobile  étant  parvenu  en  m ,  si  les^ 
deux  forces  qui  le  poussent  tendent  à  lui  faire  parcourir 
Jes  petits  espaces  mu ,  mtj  en  un  même  instant  :  il  décrira , 
par  le  concours  de  ces  deux  forces  ,  la  petite  diagonale  mnt 
ainsi  de  suite.  D'où  l'on  voit  qiie  le  mobile  parcourt  le  petit 
espace  Mm ,  comme  s'il  étoit  poussé  par  une  force  unique , 
représentée  par  Mm  ;  qu'il  parcourt  le  petit  espace  mn , 
comme  s'il  étoit  poussé  par  une  force  unique,  représentée 
par  mn;  etc.    ^ 

Ainsi ,  en  général ,  tout  mouvement  peut'  être  regardé 
comme  composé  de  mouvements  rectilignes,  et  comme  pro- 
duit, à  chaque  instant,  par  une  force  unique,  qui  est  la 
résultante  de  toutes  les  forces  auxquelles  le  mobile  est  réel- 
lement soumis.  Nous  allons  donc  nous  occuper  seulement 
des  mouvements  rectilignes  ;  et  on  se  souviendra  que  la 
même  théorie  est  applicable  à  chaque  élément  du  mouve^ 
ment  curviligne* 
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CHAPITRE    IL 
Du  Mouvement  uniforme. 


2g3. 1 1  y  a  cinq  choses  à  considérer  dans  tout  mouvement, 
l'espace  que  le  mobile  parcourt ,  la  durée  du  mouvement ,  la 
vitesse ,  la  masse  du  corps ,  et  la  force  qui  produit  le  mouve- 
ment. Ces  quantités  ne  sont  pas  des  êtres  absolu»  :  elles  sont 
toujours  relatives  à  d'autres  de  même  nature^  qui  servent 
d'unités.  Ainsi  la  science  des  propriétés  générales  du  mou- 
vement consiste  à  comparer  les  circonstances  d'un  nK>uve- 
ment  à  celles  d'un  autre  mouvement,  regardées  comme 
connues.  Nous  allons  commencer  par  comparer  ensemble , 
les  mouvements  uniformes ,  parceque  ces  sortes  de  mouve* 
ments  sont  les  plus  simples  cle  tous ,  et  qu'on  y  rapporte 
tous  les  autres. 

Il  n'existe  peut-être  pas  de  mouvement  qui  soit  uniforme 
à  la  rigueur  ;  car  il  y  a  toujours  dans  la  nature  une  foule 
d'agents  qui  tendent  à  altérer  un  mouvement  quelconque. 
Par  exemple,  une  horloge,  quelque  parfaite  qu'on  la  sup- 
pose ,  n'a  jamais  une  marche  rigoureusement  égale  et  uni- 
forme; la  résistance  de  l'air,  le  frottement,  les  inégalités 
de  Tengrenage ,  etc. ,  sont  autant  de  causes  qui  altèrent  la 
régularité  du  mouvement.  Mais  nous  demandons  qu'on 
admette  ici,  au  moins  par  voie  d'hypothèse,  Texistence  du 
mouvement  parfaitement  uniforme. 

Proposition   I.    Théorème. 

294.  Les  espaces  parcourus  par  deux  corps  qui  se  meuuenâ 
uniformément ,  spnù  entre  eux  comTne  les  produits  de  leur^ 
vitesses  par  les  temps  des  mouvernsnts. 
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Soient  respectivement  E  et  e  les  espaces  parcourus  par 
nos  deux  mobiles ,  V  et  i^  leurs  vitesses ,  T  et  ^  les  temps 

des  mouvements.  On  aura  (i  3) ,  V = tjt  ^  w = —  ;  et  par  con- 
séquent  V  :  m  :  :  -^  •  7.*  I^'^"  ^^^  ^^^®  ^  E  :  e  :  :  VT  :  ut. 

COAOLLAIAE. 

açS*,  L  A  proportion  prëcëdente  donne  Fëquation  ou  la 
formule ,  (A)  Ei/^  =  eVT  ;  d'où  Ton  tirera  toutes  les  rela- 
tions qui  peuvent  exister  entre  les  quantités  que  cette  for- 
mule contient. 

Par  exemple ,  si  les  vitesses  sont  égales ,  les  espaces  par^ 
courus  seront  comme  les  temps.  Car,  en  divisant  les  deux 
membres  de  la  formule  par  les  quantités  égales  Y  et  u,  on  a, 
E^  =  cT ,  et  par  conséquent  E:c  ::  T:^ 

■Si  les  espaces  parcourus  sont  com,me  les  cubes  des  temps  , 
les  vitesses  seront  comme  les  quarrés  des  temps.  Car  {Hyp,) ,    / 
E  :  e  ::  T^  U^ ,  et  par  conséquent  E^^  =  eT^.  Divisant  les 
deux  membres  de  la  formule  par  ces  quantités  égales ,  on 

M  V 

aura  ,  -7  =  -=Tr  >  ^^  P^r  conséquent  V  :  «  :  :  T"  :  ^^. 
On  trouvera  de  même  d'autres  théorèmes  pareils. 

Proposition   II.    Théorème. 

agG.  Dans  deux  moui^ements  uniformes ,  les  forces  mo" 
triées  sont  en  général  comjne  les  produits  des  masses  par  les     - 
vitesses. 

La  force  motrice  étant  la  cause  qui  produit  le  mouve- 
ment ,  elle  doit  être  proportionnelle  à  la  quantité  dé  mou- 
vement. Or  la  quantité  de  mouvement  est  le  produit  de  la 
masse  par  la  vitesse  ;  car  il  y  a  d'autant  plus  de  mouvement , 
qu'il  y  a  plus  de  parties  qui  se  meuvent,  et  quelles  se 
meuvent  plus  vite  ;  en  sorte  que  la  quantité  totale  de  mou- 
yement'est  en  raisoa  composée  du  nombre  de  inrtl«^«i««i. 
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OU  de  la  masse  entière  du  corps ,  et  de  la  vitesse  commune  à 
toutes  les  molécules.  Donc  j  si  l'on  nomme  F  et/  les  forces 
motrices  de  deux  corps  M  et  m,  qui  se  meuvent  uniformé- 
ment avec  les  vitesses  V  et  m  ,  on  aura ,  F  :/:  :  MV  :  mu. 

Corollaire. 

297.  Cette  proportion  donne  la  formule,  (B)  Fmi/  =3 
fiJLY,  qui  sert  à  démontrer  plusieurs  théorèmes  en  par- 
ticulier. 

Par  exemple,  si  les  masses  sont  en  raison  im^erse  des 
vitesses ,  les  forces  seront  égales.  Car  (  Hyp.  ) ,  M  :  /n  :  ;  i/  :  V, 
et  par  conséquent  mu  =  MV.  Divisant  les  deux  membres 
de  }a  formule  par  ces  quantités  égales ,  on  aura ,  F  =/I 

Si  les  masses  sont  entre  elles  comme  les  nombres  6  et  S, 
et  les  vitesses  comme  les  nombres  ij  et  11  ^  les  forces  seront 
comme  les  nombres  102  et  55.  Car ,  mettant  dans  la  formule 
6  pour  M,  5  pour  m ,  ij  pour  V,  11  pour  w,  on  aura, 
F  X  5  X  11  =/x  6  X  1 7 ,  et  par  conséquent  F :/:  :  ipa  :55. 

"  Proposition    III.   Théorème. 

298.  Dans  deux  mouç^ements  uniformes  ,  les  forces  mo^ 
triées ,  multipliées  par  les  tem,ps ,  sont  en  général  comme  les 
produits  des  niasses  par  les  espaces  parcourus. 

Si  Ton  divise  membre  à  membre  la  formule  (B)  par  la  for- 
mule (A) ,  on  aura ,  -^  ='^  , 
d'où  l'on  tire,  FTi/t  ::  ME  :  me. 

Corollaire. 

299.  De  la  suit  la  formule  (C)  FTme=/^ME,  dont 
on  fera  des  usages  semblables  à  ceux  quon  a  faits  des  pré- 
cédentes. 

Par  exemple,  lorsque  les  masses  sont  en  raison  réciproque 
des  espaces ,  les  forces  sont  en  raison  réciproque  des  temps.. 


IL    PART.     L  I  V.    I.    CHAP.     IL  219 

Car  (  Hyp.  )  M  :  m  ::  a  :  E,  et  par  conséquent  /n e  =  ME. 
Divisant  les  denz  membres  de  la  formule  par  ces  deux  quan- 
tités égales ,  on  aura ,  FT=y  / ,  et  par  conséquent  F  :/*:  :  ^  :  T. 
Si  les  masses  sont  égales ,  et  que  les  quarrés  des  temps 
soient  comme  les  cubes  des  espaces ,  les  forces  seront  en 
raison  réciproque  des  racines  quarrées  des  espaces.  Car 
iHyp.),  m=M,  et  T*:^:  :E':e^ou  T  :  ^  ::  Ev/E  :  et/e. 
Ainsi  on  aura  ^  mTe\/e=:McE\/E.  Divisant  les  deux 

membres  de  la  formule  par  ces  quantités  égales ,  on  aura , 

F  f 

—  ="^ }  ^^  P^^  conséquent  F  :/::  \/e  :  \/E. 


CHAPITRE    II L 


Du  Mouvement  uniformément  accéléré  ^  ou  retardé  ^ 

en  général. 


3oo.  JN  ous  ayons  établi  (289)  qu'abstraction  faite  de  tout 
obstacle  et  de  toute  force  étrangère  ,  un  corps ,  une  fois 
mis  en  mouvement ,  contiimeroit  sans  fin  à  se  mouvoir  uni- 
formément. Ainsi  le  mouvement  ne  peut  devenir  accéléré 
ou  retardé ,  d'un  instant  à  l'autre ,  que  par  l'intervention 
d'une  nouvelle  force ,  constante  ou  variable ,  qui  agisse  sans 
cesse  sur  le  mdbile ,  dans  le  sens  de  son  mouvement^  ou 
dans  le  sens  contraire. 

3oi.  Cette  force  toujours  agissante  s'appelle /ôrc5  accé» 
lératrice ,  ou  force  retardatrice.  Chaque  degré  de  vitesse 
qu'elle  produit  ou  qu*elle  détruit  à  chaque  instant  est  infi- 
niment petit  :  car,  en  un  temps  fini,  qui  est  la  somme 
d'une  infinité  d'instants  ,  la  vitesse  entière,  qui  est  produite 
par  la  force  accéléiatrice  ^  ou  détraite  par  la  force  retarda- 
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trice  y  et  qiii  est  la  somme  de  tous  les  degrës  de  vitesse 
produits  ou  détruits  d'un  instant  à  l'autre  ^  est  une  quantité 
finie  ^  qui  a  par  conséquent  pour  éléments  des  parties  infini- 
ment petites* 

ê 

302.  Pa  A*LA  on  comprend  la  distinction  qu'il  faut  mettre 
entre  la  force  d'un  corps  qui  se  meut  d'un  mouvement  actuel 
et  fini^  et  la  force  accélératrice  ou  retardatrice.  La  pre- 
mière ,  qui  exprime  Faction  dont  le  corps  est  capable ,  et 
qu'on  peut  appelerybrce  de  percussion ,  est.  infinie  par  rap- 
port à  la  seconde ,  qui  est  une  simple  pression.  On  peut 
regarder  la  force  de  percussion  comme  la  somme  d'une  infi- 
nité de  pressions  accumulées  pendant  un  temps  fini.  Ainsi  ^ 
par  exemple^  si  un  corps  tombe  par  sa  pesanteur  de  4^  pieds 
de  haut ,  la  force  qu'il  aura  au  dernier  instant  de  sa  chiite  , 
ou  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse  finale^  sera  la 
somme  de  tous  les  coups  que  la  pesanteur  lui  aura  donnés  ^ 
pendant  chacun  des  instants  qui  composent  par  leur  assem- 
blage le  temps  total  de  la  chute. 

D'après  cette  distinction ,  on  explique  pourquoi  un  mé- 
diocre coup  de  marteau  fait  enfoncer  un  clou ,  tandis  qu'un 
poids  considérable,  privé  de  mouvement,  et  agissant  seu- 
lement par  sa  pesanteur  sur  la  tête  du  clou,  ne  produit 
aucun  enfoncement  sensible.  Le  coup  de  marteau  est  une 
force  finie ,  qui  s'évalue  par  le  produit  d'une  masse  finie  par 
une  vitesse  finie  ;  au  lieu  que  le  poids  ,  destitué  de  mou- 
vement local ,  est  une  force  infiniment  petite,  qui  s'évalue 
par  le,  produit  d'une  masse  finie  ,  par  une  vkesse  infiniment 
petite. 

303.  La  force  accélératrice  (  il  en  est  de  même  de  la  force 
retardatrice  )  peut  être  ou  absolue  ou  simple.  La  force  accé- 
lératrice, qui  met  en  mouvement  une  masse  finie  proposée, 
s'appelle  force  accélératrice  absolue  :  le  rapport  de  la  force 
accélératrice  absolue  à  la  masse ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  la  force  accélératrice  qui  meut  ï unité  de  masse  , 
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s'appelle  force  accélératrice  simple  :  d'où  Ton  voit  que  la 
force  accélératrice  absolue  est  le  produit  de  la  force  accélé- 
ratrice simple  par  la  masse  du  corps.  Ainsi ,  lorsqu'un  corps 
tombe  par  sa  peèanteur  y  le  poids  absolu  de  ce  corps  ,  ou  la 
force  qui  accélère  à  chaque  instant  toute  sa  masse  de  haut 
en  bas ,  est  sa  force  accélératrice  absolue  ;  et  le  poids  parti- 
culier de  chacune  des  molécules  élémentaires  égales  dont  on 
peut  imaginer  qu'il  est  composé  est  sa  force  accélératrice 
simple^  qu'on  appelle  oràinalrement  pesanteur  ou  grai^ité  ; 
en  sorte  que  le  poids  absolu  du  corps  est  le  produit  de  la 
pesanteur  ou  de  la  gravité^  par  sa  masse. 

Tous  les  géomètres  admettent  cette  division  des  forces 
accélératrices.  Lorsque^  pour  abréger,  ils  se  servent  de 
cette  expression ,  force  accélératrice ,  sans  ajouter  le  mot 
absolue ,  ni  le  mot  simple ,  ils  entendent  la  force  accéléra- 
trice simple  y  à  moins  que  le  sens  du  discours  ne  fasse  voir 
qu'il  s'agit  de  la  force  accélératrice  absolue. 

304.  Comme  les  forces  accélératrices  ou  retardatrices 
peuvent  varier  suivant  une  infinité  de  différentes  lois  ,  il  y 
a  aussi  une  infinité  de  différentes  espèces  de  mouvements 
accélérés  ou  retardés.  On  ne  peut  pas  traiter  en  général  la 
théorie  de  ces  mouvements  ^  sans  le  secours  des  calculs  dif- 
férentiel et  intégral.  Mais  les  principes  établis ,  soit  dans  ce 
traité,  soit  dans  ceux  qui  le  précèdent ,  suffisent  pour  les 
mouvements  uniformément  accélérés  ou  retardés,  dont  il 
va  être  question.  Je  supposerai  toujours  que  ces  mouve- 
ments sont  rectilignes ,  et  soumis  seulement  à  faction  des 
forces  que  nous  considérons ,  sans  éprouver  la  résistance 
d'aucun  obstacle. 

305.  On  appelle  mouvem^ent  uniformément  accéléré  ou 
retardé  un  mouvement  qui  a  cette  propriété ,  que  si  on 
imagine  le  temps  partagé  en  une  infinité  d'instants  égaux 
entre  eux,  la  vitesse  augmente  ou  diminue,  pendai]it  chaque 
instant ,  d'une  quantité  toujours  égale  j  et ,  comme  une 
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telle  augmentation  ou  diminution  ne  peut  être  que  Teffet 
d'une  force  accélératrice  ou  retardatrice,  il  s'ensuit  que, 
dans  ces  sortes  de  mouvements ,  la  force  accélératrice  ou 
retardatrice  est  toujours  constante ,  ou  qu  elle  donne ,  pen- 
dant chacun  des  instants  égaux  du  temps ,  des  coups  égaux 
au  mobile. 

Pour  éviter  la  confusion  et  les  longueurs  ,  nous  allon» 
considérer  seulement  le  mouvement  uniformémient  accé- 
léré ;  mais  ce  que  nous  en  dirons  s'appliquera ,  dans  un 
ordre  renversé ,  au  mouvement  uniformément  retardé. 

9 

3o6.  On  voit,  par  la  notion  du  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  que  la  vitesse  finale  d'un  mobile  qui  se  meut 
ainsi  est  toujours  proportionnelle  au  temps  écoulé  depuis  le 
commencement  du  mouvement.  Car,  en  vertu  de  son  inertie, 
le  corps  conserve  la  vitesse  qu'il  a  acquise  ;  et ,  en  vertu  de 
la  force  accélératrice  constante  qui  le  poursuit  sans  cesse ,  il 
acquiert,  pendant  tous  les  instants  égaux  et  successifs  du 
temps,  des  degrés  égaux  de  vitesse.  Ainsi  chaque  vitesse 
finale  est  proportionnelle  au  nombre  des  instants  du  temps 
écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement ,  puisque 
cette  vitesse  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  degrés  de 
vitesse  acquis  et  conservés  depuis  le  premier  instant  où  la  vi- 
tesse commence ,  jusqu'à  l'instant  qui  répond  à  la  vitesse 
finale  que  Ton  considère. 

Proposition  I.  Théorème. 

Soy.  S I  deux  corps  se  meuvent  de  moài^ements  uniformd" 
ment  accélérés  y  les  espaces  quïls  parcourront  seront  entre 
eux  comme  les  moitiés  des  produits  de  leurs  vitesses  finales 
par  les  temps""  des  înouvements ,  ou  comme  ces  produits 
entiers. 

Représentons  le  temps  du  mouvement  de  l'un  des  corps 
par  le  côté  AB  du  triangle  rectangle  ABC  (  Pig.  i45  ) ,  et  sa 
vitesse  finale  par  l'autre  côté  BC.  Imaginons  que  le  temps  Ali 
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soît  partagé  en  une  infinité  d'instants  AD ,  DF ,  FH ,  etc.  ;  et 
menons  parallèlement  à  BC  les  droites  DE,  FG,  HK,  etc.  : 
ces  lignes  exprimeront  respectivement  les  vitesses  qui  ré- . 
pondent  à  la  fin  des  temps  AD,  AF,  AH,  etc.,  compté» 
tous  depuis  le  point  A,  origine  du  temps  et  des  \g[tésses  ; 
car  les  vitesses  finales  sont  comme  les  temps  ;  et  on  a, 
AB:AD:AF:AH:etc.::BC:DE:FG:HK:etc.  Doù  il  suit 
que  BC  étant  la  vitesse  qui  répond  à  la  fin  du  temps  AB ,  les 
droites  DE,  FG,  HK",  etc.  expriment  les  vitesses  qui  ré- 
pondent à  la  fin  des  temps  AD ,  AF,  AH,  etc. 

Cela  posé,  considérons  deux  vitesses  LM,  ON,  qui  ré- 
pondent. Tune  au  commencement,  l'autre  à  la  fin  d'un 
instant  quelconque  LO;  et  menons  MR,  parallèle  à  AB.  Il 
est  clair  que  les  deux  vitesses  LM  ,  ON  ,  qui  ne  différent 
l'une  de  l'autre  que  de  la  quantité  RN  infiniment  petite  par 
rapport  à  chacune  d'elles,  peuveïit  être  regardées  conune 
égales  ,  et  que  le  trapèze  LMNO  peut  être  regardé  comme, 
égal  au  rectangle  LMRO.  Or ,  lorsque  la  vitesse  demeure 
la  même ,  ou  que  le  mouvement  est  uniforme ,  les  espaces 
-  parcourus  Sont  comme  les  produits  des  vîtesses  multipjiiées 
par  les  temps  (294)  •  Ainsi  le  petit  espace  élémentaire ,  par- 
couru pendant  l'instant  LO,  sera  proportionuel  à  LM  x  LO, 
c'est-à-dire  au  rectangle  LMRO,  ou  au  trapèze  LMNO.  On 
prouvera  de  même  que  tout  autre  espace  élémentaire  par- 
couru est  proportionnel  au  trapèze  élémentaire  correspon-. 
dant.  Donc  la  somme  de  tous  les  espaces  élémentaires ,  ou 
l'espace  total  parcouru  pendant  le  temps  AB,  est  propor- 
tionnel à  la  somme  des  trapèzes  élémentaires  du  triangle  ABC, 

ou  à  l'aire ,  ou  à  lajmoitié  du  produit  de  la  vitesse 

finale  par  le  temps. 

Sejnblablement,  si  Ton  représente  le  temps  du  mouve- 
ment de  l'autre  corps  par  lé  côté  ab  du  triangle  rectangle  abc  - 
(  Fig.  146) >  et  sa  vitesse  finale  par  le  coté  bc  :  l'espace  total,  ^ 

parcouru  par  ce  corps ,  sera  proportionnel  à ,  ou  à  là 
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moitié  du  produit  de  sa  vitesse  finale  par  le  temps  de  son 
mouvement. 

Donc ,  en  nommant  respectivement  E  et  c  les  espaces 
parcourus  par  les  deux  mobiles  ,  V  et  z/  leu^*s  vitesses 
finales,. T  et  £  les  temps  de  leurs  mouvements,  on  aura , 

'^'''  —  '  -::\T:u£.  , 

Corollaire. 

3o8.  De  LA  suit  la  formule  (A)  Eu£  =  eVT. 
Proposition   II^    Théorème. 

Sog.  Les  produits  des  forces  accélératrices  absolues,  qui 
animent  nos  deux  mobiles ,  multipliées  par  les  temps  de 
leurs  applications  >  sont  entre  eux  comm,e  les  produits  des 
masses  par  les  i/ttesses  finales. 

La  force  accélératrice  absolue  ,  qui  anime  l'un  ou  l'autre, 
corps,  lui  donne  autant  de  coups  égaux ,  qu'il  y  a  d'instants 
égaux  dans  la  durée  du  mouvement  de  ce  corps  ;  et  la  somme 
de  tous  ces  coups  esit  la  cause  de  la  quantité  finale  dç  mou- 
vement, ou  du  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  finale. 
Donc^  si  l'on  nomme  P  et  ?»•  les  forces  accëlératrices  absolues 
des  (?eux  mobiles ,  M  et  /tï  leurs  masses,  Y  élu  leurs  vitesses 
finales,  T  et  ^  les  temps  de  leurs  mouvements^  on  aura, 
VT:^t::MY:mu. 

Corollaire. 

3io.  Delà  suit  la  formule,  (B)  PT/72w  =  ît^MV. 
Proposition    III.    Théorème. 

5x1.  Les  forces  accélératrices  absolues  ,  multipliées  par 
les  quarrés  des  temps  ,  sont  comme  les  produits  des  masses 
par  les  espaces  parcourus. 
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Ea  divisant >  membre  à  membre ,  la  formule  (B)  par  la 
formule  (A),  on  aura ,  ^z=1^.  D'où  Ton  tire,  PTT, 

Corollaire, 

3i2.  D«  LA  suit  la  formule^  (C)PTTmc=5r^^ME. 

Proposition   IV. -Théorème. 

3i3.  h  is  forces  accélératrices  absolues,  multipliées  par 
les  effaces  parcourus ,  sont  comme  les  produits  des  masses 
par  les  quarrés  des  vitesses  finales. 

En  divisant  les  deux  membres  de  la  formule  (B  )  par  ceux 

de  la  formule  (A) ,  pris  en  croix ,  on  aura ,  -^  =:  '^ — .  D'où 
Ton  tire^  FE:«^e:  'MYVimuu. 

Corollaire. 

3i4.  De  la  suit  la  formule^  (D^PEiwawrzsjreMVV. 

Remarque    I. 

3i5.  Daks  les  formules  (B)^  (C);  (D),  les  lettres  P  et  «r 
représentent,  comme  nous  l'avons  dit  expressément,  les 
forces  accélératrices  absolues  des  deux  mobiles.  Soient  F  et/* 
les  forces  accélératrices  simples  ;  en  sorte  qu'on  ait  (3o3)  , 
P  =  FM,  ^zzifm.  Substituons  ces  valeurs  de  P  et  de  «r 
dans  les  formules  que  nous  venons  de  citer;  et  nous  aurons , 
en  divisant  tout  par  Mm ,  les  trois  formules^  (E)  FTu^z/tY  ; 
(F)  FTTe=/^^E;  (G)   FEuu—feYY. 

RemarqueII. 
3 16.  Ces  différentes  formules  servent  à  comparer  les 
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circonstances  de  deux  mourements  uniformëment  accélérés  y 
et  par  conséquent  à  déterminer  tout  ce  qui  est  relatif  à  Tua  ^ 
lorsqu'on  connoît  tout  ce  qui  est  relatif  à  l'autre.  On  en 
pourra  faire  des  applications  analogues  à  celles  qu'on  a 
faites^  dans  le  chapitre  précédent^  des  formules  du  mou- 
vement uniforme.  Nous  traiterons ,  d'après  ces  principes  , 
dans  le  chapitre  suivant^  du  mouveipei^t  des  corps  graves^ 
qui  tombent  librement ,  ou  qui  glissent  sur  des  plans  in- 
clinés. Le  second  livre  offrira  plusieurs  autres  exemples  de 
mouvements  uniformément  accélérés. 

.  Il  nous  reste- à  expliquer  le  moyen  de  comparer  le  mouve- 
ment u^ifprméiij^ent  accéléré-  a,vec  le  mouvement  uaiforme. 

Pao]^osition    V.    Théorème. 

317;  Si  un  corps ,  après  s^étre  mu  tïun  moui^emeni  uni- 
formément  accéléré ,  pendanl>un  certain  temps ,  vient  à  se 
m^oui^oir  d'un  mouvement  uniforme ,  pendant  un  temps  • 
ègalj  avec  une  vitesse  égalé  à  celle  qu'il  a  au  dernier  instant 
du  mouvement  uniformément  accéléré ,  il  parcourra  un 
espace  double  de  celui  qu'il  a  parcouru  par  ce  même  mou- 
çement. 

On  a  vu  (3o7)  qu'en  représentant  le  temps  d'un  mouve- 
ment imiformément  accéléré  par  le  côté  AB  du  triangle 
rectangle  ABC  (  Fig.  i45  ),  la  vitesse  finale  du  mobile  par 
le  côté  BG ,  l'espace  parcouru  est  représenté  par  Taire  du 
triangle  ABC.  Or  si,  durant  le  même  temps  AB,  le  mobile 
se  meut  d'un  mouvement  uniforme ,  avec  une  vitesse  égale 
à  BG ,  l'espace  qu'il  parcourra  sera  représenté  par  Taire  du 
rectangle  ABGV,  double  du  triangle  ABG,  puisque,  dans 
ce  dernier  mouvement ,  a  chaque  élément  du  temps  répond 
constamment  une  vitesse  égale  à  BG ,  et  que ,  dans  le  mou- 
vement uniforme  ,  l'espace  parcouru  est  comme  le  produit 
de  la  vitesse  par  le  temps.  Donc,  etc. 
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<    Corollaire. 

3i8.  On  voit  par-là  que  tout  mouvement  uniformément 
accéléré  peut  être  comparé  avec  un  mouvement  uniforme 
^elconque.  Car ,  en  vertu  de  l'article  précédent ,  nous 
savons  comparer  un  mouvement  uniformément  accéléré 
avec  un  mouvement  uniforme,  dont  la  vitesse  constante  est 
égale  à  la  vitesse  finale  du  premier  ;  et,  suivant  les  principes 
établis  pour  les  mouvements  uniformes ,  nous  savons  com- 
parer ensemble  deux  mouvements  uniformes  quelconques. 

Finissons  par  une  proposition  sur  les  mouvements  unifor- 
mément retardés,  laquelle  est  d'un  fréc{i;ient  usage. 

Proposition   VI.    Théorème. 

■ 

5 19.  Si  un  corps ,  après  s'être  mu  éÊun  mouvement  unir- 
fermement  accéléré ,  est  repoussé  en  sens  contraire  aç^ec  une 
vitesse  initiale  y  égale  à  celle  qu'il  a  au  dernier  instant  éCu 
premier  mouvement ,  et  qu^il  éprouve  l'action  d'une  force 
retardatrice  égale  à  celle  qui  Vdccéléroit  pendant  ce  même 
mouvement,  il  retournera ,  durant  lemême  temps ,  au  point 
d^oii  il  étoit  parti,  et  alors  il  aura  perdu  toute  sa  vitesse. 

Cela  est  évident  par  soi-même,  puisque ,  dans  Te  second 
mouvement,  la  force  retardatrice  doit  enlever  successive- 
ment au  corps  les  mêmes  degrés  de  vitesse  qui  lui  avoient 
été  communiqués  par  la  force  accélératrice,  dans  lé  pre- 
mier mouvement. 

Ainsi,  en  supposant  (  ce  qui  est  vrai,  comme  nous  le 
verrons  tout-à-l'heure  )  que  le  mouvement  des  corps  qui 
tombent  par  la  pesanteur  soit  uniformément  accéléré,  si 
un  corps  ,  après  être  tombé  d'une  certaine  hauteur ,  re- 
monte verticalement,  sans  éprouver  d  autre  résistance  que 
celle  de  la  pesanteur  qui  agit  constamment  de  haut  en  bas  , 
il  remontera  à  la  hauteur  dont  il  étoit  descendu. 

i5. 
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CHAPITRE      IV. 

Application  des  principes  précédents  au  mouvement 
des  graves  j  qui  tombent  librement  j  ou  qui  glissent 
sur  des  plans  inclinés. 


320.  Il  est  évident  d*abord  que  le  mouvement  des  corps ^ 
qui  tombent  librement  par  la  pesanteur,  est  accéléré;  car 
plus  un  grave  tombe  de  haut ,  plus  le  coup  qu  il  donne  est 
grand  ;  ce  qui  ne  peut  venir  que  d'une  augmentation  de 
vitesse ,  puisque  la  masse  est  constante.  Mais  quel  est  le 
rapport  que  suit,  cette  augmentation?  Galilée  supposa  qu'elle 
étoit  constante^  ou  que  le  mouvement  des  graves  étoit  uni- 
formément accéléré;  et , Texpérience  ayant  confirmé  cette 
hypothèse,  elle  est  devenue  une  vérité  ;  et  une  loi  fonda- 
mentale dans  la  théorie  de  la  chute  des  corps  graves. 

On  doit  observer  cependant  que  le  mouvement  des  graves 
n'est  uniformément  accéléré,  ou,  ce  qui  en  est  la  cause, 
qne  la  pesanteur  n'est  une  force  accélératrice  constante  que 
pour  des  chiites  d'une  hauteur  médiocre  ;  car ,  comme  nous 
i'avon^  déjà  remarqué  (88) ,  la  pesanteur  est  variable  à  la 
rigueur ,  et  proportionnelle  au  quarré  inverse  de  la  distance 
au  centre  de  la  terre.  Mais  ,  lorsque  la  hauteur  dont  un 
corps  tombe  est  peu  sensible  par  rapport  au  rayon  de  la 
terre,  on  peut  supposer  que  la  pesanteur  est  constante;  et 
c'est  ce  que  nous  ferons  ici,  et  dans  la  suite  de  ce  traité. 

321 .  En  considérant  ainsi  le  mouvement  des  corps  graves, 
comme  uniformément  accéléré ,  la  théorie  générale  et  les 
formules  que  nous  avons  établies  dans  le  chapitre  précédent 
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s'appliquent  d'ellesi-mémes  au  mouvement  dont  il  s*agit.  Il 
y  'a  plus  :  une  circonstance  particulière  à  ce  mouvement 
simplifie  les  résultats  généraux  que  nous  avons  trouvés.  Je 
m'explique. 

3â2.  Quelle  que  soit  la  cause  de  la  pesanteur,  cette 
force  pénètre  toute  la  masse  des  corps  :  elle  agît  également 
sur  toutes  les  molécules  égales  de  matière  ;  et  le  poids  total 
d'un  corps  est  proportionnel  au  nombre  de  molécules  de 
matière  qui  composent  sa  masse  totale.  Car^  suivant  l'expé- 
rience^ deux  corps  de  masses  très  inégales  y  une  balle  de 
plomb^  et  une  plume,  tombent  également  vite  dans  le  vuide, 
par  exemple^  sous  le  récipient  de  la  machine  pneumatique^ 
après  qu'on  en  a  pompé  l'air.  D'où  il  suit  que  les  poids  des 
corps ,  c'est-à-dire  les  forces  accélératrices  absolues  qui  les 
font  descendre  ,  suivent  la  raison  des  masses.  Car  il  est 
évident  que,  pour  mouvoir  avec  la  même  vitesse  deux 
masses,  qui  sont  exprimées,  par  exemple,  par  les  nom- 
bres loo  et  1 ,  il  faut  que  la  première  force  soit  centuple 
de  la  seconde,  puisque  la  masse  loo  peut  être  décomposée 
en  loo  masses,  qui  sont  chacune  i  ,  et  qui  demandent 
chacune^  pour  être  mue,  une  force  i. 

ZnZ,  En  conséquence,  si  on  a  deux  corps  M  et  m,  dont 
les  poids  absohis  soient  P  et  ît,  on  aura  la  proportion, 
P  :9r  ::  M  :  m;  ce  qui  donne  Pm  =  ^M.  Par  conséquent, 
les  trois  formules  (B) ,  (G),  (D) ,  des  articles  3io,3i2,3i4^ 
deviendront,  en  divisant  les  deux  membres  par  ces  quantités 
égales ,  (H)  Hu  =  rV  ;  (I)  TTe  =  /^E  ;  (K)  ^uu  =  eW. 

La  première  nous  apprend  que  les  vitesses  finales  de  deux 
corps  qui  tombent  (  ou  d'un  même  corps  }  en  différents 
temps  ,  sont  comme  les  temps. 

La  seconde ,  que  les  espaces  parcourus  sont  comme  les 
quarrés  des  temps, 

La  troisième,  qui  est  une  suite  des  deux  autres,  que  les 
espaces  parcourus  sont  comme  les  quarrés  des  vitesses- 
finales. 
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Oa  doit  se  souvenir  que,  conséquemmont  à  la  tliéorie 
générale  du  chapitre  prêci'JeDtj  les  vitesses  comnieuceot 
ici  avec  les  lemjis,  ou  qu'aux  commeacemeuts  des  temps, 
les  corps  n'ont  aucuae  vitesse  acquise  précédemment. 

Ces  formules  représentent  en  général  le  mouvement  d» 
oorfjs  graves,  tel  qu'il  se  passeroit  dans  le  vuide,  et  a[>strai 
tion  faite  de  la  résistance  de  l'air. 

324-  Oi'  voit,  par  la  formule  (l) ,   que  lorsqu'on  coai 
noitra  l'eiipace  qu'un  corps  grave  parcourt  pendant  un  temps 
donnéj  on  connoicra  aussi  l'espace  que  ce  corps  ou  tout 
autre  grave  parcourt  ^  pendant  un  temps  aussi  donné.  Or 
l'expérience  apprend  que  tout  corps  grave  parcourt ,  à  trè^ 
peu  près,  1 5  pieds  i  pouce,  pendaut  la  première  seconde  ' 
sa  cbùte.  Si  donc  on  veut  counoître,  par  exemple,  combi 
de  pieds  un  corps  grave  parcourra  pendant  7  secondi 
fera  cette  proportion,  (i")'  '■(,7"')'  '■'■  ï5  i"- 1 1""-:  l'espace  in- 
connu :x;  ou  bien,  i:^^:;  i5'^- 1  p"- :x=  ySg  pieds  1  pouce. 

325.  Il  suit  de  la  même  formule  que,  si  l'on  partage  le 
temps  de  la  chute  d'un  grave  en  parties  égales,  les  espaces 
parcourus  pendant  chacune  de  ces  parties  séparément, 
seront  entre  eux  comme  la  suite  des  nombres  impairs  1  ,  3, 
5,  7,  9,  etc.  Car,  eu  représentant  la  suite  des  temps,  à 
compter  toujours  depuis  zéro ,  par  la  suite  des  nombres 
naturels , 

i,3j  5,  4'  ^  >   6,  7,  8,   9,  etc. 
la  suite  des  espaces  parcourus ,  à  compter  aussi  depuis  zéro^ 
est  représentée  par  la  suite  des  quarrés , 

1,4,9,  16,  25,  36,  49,  64,  81, 

Ainsi  1  est  l'espace  parcouru  pendant  la  première  partie 
du  temps  ;  4  est  l'espace  parcouru  pendant  les  deux  premières 
parties  du  temps;  9  est  l'espace  parcouru  pendant  les  trois 
premières  parties  du  temps  ,  etc.  Donc,  pour  avoir  l'espace 
parcouru  pendant  la  seconde  partie  du  temps ,  seule ,  il  faut 
retrancher  1  de  4  j  ce  qui  donne  3  pour  cet  espace  ;  pour 
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avoir  Tespace  parcouru  pendant  la  troisième  partie  du  temps , 
seule ^  il  faut  re;trancher  4  de  g;  ce  qui  donne  5  pour  cet 
espace^  etc.  D'où  Ton  voit  que  les  espaces  parcourus ^  pen- 
dant chacun  d^  intervalles  égaux  du  temps ,  en  particulier^ 
sont  représentés  par  les  termes  de  la  suite ,  i ,  Z,  5 ,  yyg^ 
11  ^  i3,  i5,  17,  etc. 

326.  Noirs  èoflAparerons  le  mouvement  des  corps  qui 
tombent  par  la.pesatiteur,  avec  le  mouvement  uniforme^  ail 
moyen  du  problème  suivant. 

Je  suppose  qu'un  mobile  se  meuve  uiliforihément ,  et 
parcoure  un  espace  Ë  dans  un  temps  r.  U  s*agit  de  déter- 
miner la  hauteur  h,  dont  il  devroit  tomber^  par  sa  pesan- 
teur,  pour  acquérir  la  vitesse  avec  laquelle  il  se  meut. 

Nommons  a  la  hauteur  connue  y  dont  tombe  un  corps 
grave  pendant  le  temps  connu  ê.  On  voit  (  3a3 ,  Form.  K  ), 
que  la  vitesse  finale  de  ce  corps  sera  représentée  par  v/'a^ 
et  que  s'il  tomboit  de  la  hautenr  h  j  sa  vitesse  finale  seroit 
représenta  par  \/h»  D'un  autre  côté  (3i  7) ,  si  le  même  corps 
vîent  à  se  mouvoir  uniformément ,  pendant  le  temps  9,  avec 
la  vitesse  \/a,  il  parcourra  un  espace  =.2  a  ;  et  comme.  1 
par  hypothèse ,  le  mobile  du  problêime  parcourt  uniformé- 
ment Tespace  E  ,  pendant  le  temps  t ,  avec  une  vitesse  qui 
doit  être  représentée  par  y/ h,  et  que,  dans  les  mouvements 
uniformes  ,  les  espaces  parcourus  sont  comme  les  produits 
des  vitesses  par  les  temps  (2g4)  :  il  s'ensuit  qu'on  aura  la  pro* 

portion,  aa:E::  r\/a:/\/Â;  doù  Ion  tire,  A=  —  x  ^. 

Dans  cette  formule ,  les  deux  quantités  a  et  6  sont  données, 
et  toujours  constantes  ;  mais  les  trois  autres  £,  i^^h,  peuvent 
varier;  et  on  voit  que  deux  d'entre  elles  étant  données,  on 
connoitra  la  troisième. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  notre  mobile  parcoure  uni- 
formément 100  pieds  en  3  secondes;  en  sorte  qu'on  ait  £= 
100  pieds,  t  =  5  secondes.  En  admettant  que  les  corps 
graves  parcourent  i5  pieds  peadant  la  première  seconde  de 
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leut  chute  ^  bn  aura^  a  =  i5  pieds  ^  é  =  une  seconde. 
Substituons  toutes  ces  valeurs  dans  Fexpression  de  h;  nous 
trouverons,  A  =  i8  ^  pieds*  Ainsi ^  pour  quun  corps  ac- 
quière par  sa  pesanteur  une  vitesse  capable  de  lui  faire  par- 
courir uniformément  loo  pieds  en  trois  secondes^  il  faut 
qu'il  tombe  de  1 8  If  pieds  de  hauteur. 

527.  On  trouve^  par  la  même  méthode^  la  hauteur  à 
laquelle  remontera  un  corps  grave  ^  lancé  verticalement 
avec  une  vitesse  capable  de  lui  faire  parcourir  uniformément 
un  espace  donné  dans  un  temps  donné.  Car  (3 19)  un  corps 
grave  ^  lancé  verticalement  de  bas  en  haut^  avec  une  vitesse 
égale  à  celle  qu'il  auroit  acquise  en  tombant  d'une  certaine 
hauteur^  doit  remonter  à  cette  hauteur. 

3â8.  Le  problême  précédent  est  d*un  fréquent  usage 
dans  la  mécanique  et  dans  l'hydrodynamique  ;  car  on  y 
compare  très  souvent  les  mouvements  de  toute  espèce  à 
celui  d  un  corps  qui  tomberoit  par  sa  pesanteur ,  parceque 
ce  dernier  mouvement  nous  est  extrêmement  familier , 
comme  étant  sans  cesse  sous  nos  yeux.  Ainsi  y  au  lieu  de 
représenter  la  vitesse  d'un  certain  mouvement^  par  l'espaice 
que  le  mobile  parcourroit  en  un  temps  donné  y  on  la  dé« 
signe  par  la  racine  de  la  hauteur  dont  un  corps  grave  auroit 
dû  tomber  pour  l'acquérir.  £n  ce  sens^  on  dit  que  la  hau- 
teur dont  on  vient  de  parler  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
proposée. 

329.  Je  joins  ici  deux  petites  tables^  dont  on  a  souvent 
besoin  dans  la  pratique.  La  première  contient  la  suite  des 
temps ,  depuis  1  seconde  jusqu'à  60 ,  et  les  espaces  que 
parcourt  un  corps  grave  par  sa  chute ,  pendant  ces  temps , 
en  comptant  toujours  les  temps  et  les  espaces  depuis  zéro. 
La  construction  de  cette  table  est  fondée  sur  la  formule(I) 
de  l'article  323, 

La  seconde  contient  les  mêmes  temps  que  la  première  t 
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et  les  espaces  qui  seroient  parcourus  uniformément  en  une 
seconde^  avec  une  vitesse  égale  à  celle  qui  auroit  été  acquise 
par  le.  corps  grave ^  pendant  chaque  temps  correspondant^ 
à  compter  toujours  depuis  zéro.  Ces  espaces  se  déterminent, 
en  doublant  les  espacés  contenus  dans  la  première  table  ^  et 
divisant  ce  double  par  le  nombre  de  secondes  correspon- 
dantes. La  construction  de  cette  table  est  une  suite  évidente 
de  l'article  5ij. 


y 
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TABLE     I. 


TEMPS 

ESPACES. 

1 

TEMPS 

ESPACES 

des    chutes. 

pafcoaras. 

des  cbûtes. 

faxcàunu. 

Secondes. 

* 

Heds.         Poncet. 

Secondes. 

Titit.       Poaca. 

o 

I 

0 

i5    1 

3i 

14495              1 

a 

60    4 

32 

i5/i45    4 

3 

i35    9 

33 

16425    9 

4 

241     4 

34 

17436    4 

5 

377     1 

35 

18477    1 

6 

543    0 

36 

19548    0 

7 

739     1 

37 

20649    ^ 

8 

965    4 

38 

31780    4 

9 

1221     9 

% 

22941    9 

lO 

i5o8    4 

40 

24i33    4 

II 

1825     1 

4' 

25355    1 

12 

2173    0 

42 

26607    0 

i3 

2549     1 

43 

27889     1 

i4 

2956    4 

44 

29201    4 

i5 

3593    9 

45 

3o543    9 

i6 

386 1     4 

46 

31916    4 

•7 

4359     1 

47 

33519    1 

i8 

4887    0 
5445     1 

48 

34752    0 

ïa  - 

49 

362 i 5     1 

20 

6o33    4 

50 

37708    4 

21 

665 1    9 

5i 

39231     9 

22 

73oo    4 

53 

4o^85    4 

23 

7979     * 

53 

42^69     I 

24 

8688    0 

54 

43983    0 

25 

9427     1 

55 

45626    1 

26 

10196    4 

56 

47301     4 

27 

10995    9 

57 

49005    9 

28 

11825    4 

58 

50740    4     f 

29 

12685     1 

59 

525p5     1 

3S 

13575    0 

60 

54500    0     1 
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Temps   em- 

Espaces  parcou- 

Temps   em- 

Espaces parcou- 

pioyés par  un 

rus  uniformément 

ployés   far   un 

rus  uniformément 

grave  à  acqué- 

en   une   seconde . 

grave  à  acqué- 

en   une   seconde , 

rir  chaque   vî- 

en  vertu  de  la  vi- 

rir chaque  vi- 

en vertu  de  la  vi- 

tease. 

tesse  acquise. 

tesse. 

tesse  acquise. 

Secondes. 

Heds.         Pouces. 

Secondes. 

Pieds.  .       Pouces. 

1 

o 

0          0 

1 

3o      2 

3i 

935         2 

a 

60      4 

3a 

965     4 

3 

90     «6 

33 

995      6 

4 

120      8 

34 

1025      8 

5 

i5o     10 

35 

io55     10 

6 

181      0 

36 

1086      0 

7 

211       â 

37 

1116      2 

8 

241       4 

3é 

n46      4 

9 

.271       6 

39 

1176      6 

lO 

3oi  .    8 

4o 

1206      8 

11 

33 1     10 

41 

123G     10 

la 

362      0 

4a 

1267      0 

i3 

392      2 

43 

1297      2 

H 

422      4 

44 

i327      4 

i5 

452      6 

45 

i357      6 

i6 

482      8 

46 

i387      8 

ï? 

5i2     10 

4? 

1417     10 

i8 

543      0 

48 

1448      0 

19 

573      2 

49 

1478      2 

20 

6o3      4 

5o 

iv^o8      4 

ai 

633      6 

5. 

i538      6 

a2 

663      8 

Sa 

i568      8 

a3 

693     10 

53 

1698     10 

24 

724      0 

54 

1629      0 

25 

754      2 

55 

iGSg      2 

26 

784     4 

56 

1689    ,  4 

27 

814      6 

57 

1719       6 

J28 

844      8 

58 

1749      8 

29 

874     10 

59 

1779     10 
1810       0 

3o 

9o5      0 

60 

w 
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33o.  Je  passe  au  mouvement  des  corps  qui  glissent  sur 
des  plans  inclinés. 

Soit  un  corps  A  (  Fig.  147  ),  qui  descende  le  long  d'un 
plan  incliné.  Représentons  son  poids  ou  sa  pesanteur  ab-, 
solne  par  la  verticale  AN^  et  décomposons  cette  force  en 
deux  autres  AM,  AO,  Tune  perpendiculaire  ^  l'autre  pa- 
rallèle au  plan  incliné  BD.  La  première  est  détruite ,  et  il  ne 
reste  que  la  seconde  AO  pour  faire  glisser  le  corps.  Je  fais 
abstraction  du  frottement  et  de  toute  autre  résistance.  En 
nommant  p  la  pesanteur  absolue  du  corps  ^  F  sa  pesanteur 
relance,  c*est-à-dire  la  force  qui  le  pousse  parallèlement  à 

BD;  on  aura^  F  =  /7  x  -j^.  Or,  à  cause  des  triangles 

semblables  AON,  BCD,  ^^*»  an^^BD'  ^^^cF=/7  Xjtjj* 

Par  où  Ton  voit  que  la  pesanteur  relative  est  à  la  pesanteur 
absolue  comme  la  hauteur  du  plan  incliné  est  a  sa  longueur. 

33i.  La  même  équation  fait  voir  que  le  mouvement  des 
corps  qui  glissent  sur  des  plans  inclinés ,  est  uniformément 
accéléré.  Car,  puisque  tout  est  constant  dans  rexpression 
de  F ,  en  quelque  endroit  du  plan  incliné  que  le  mobile  se 
trouve,  la  force  F  est  une  force  accélératrice  constante, 
qui -produit  en  temps  égaux  des  degrés  égaux  de  vitesse. 
Ainsi  la  théorie  du  chapitre  précédent  s'applique  aux  mou- 
vements des  corps  qui  glissent  sur  des  plans  inclinés. 

332.  Si  on  veut  comparer  le  mouvement  d'un  corps  qui 
glisse  sur  un  plan  incliné  au  mouvement  d*un  corps  qui 
tomberoit  librement  par  la  pesanteur ,  le  problème  pourra 
se  résoudre  directement  par  le  moyen  des  formules  du  cha- 
pitre précédent;  mais,  pour  abréger,  nous  en  déduirons 
la  solution,  comme  corollaire,  des  formules  que  nous  allons 
donner  pour  comparer  ensemble  les  mouvements  des  corps 
qui  glissent  sur  deux  plans  inclinés  différents. 

333«  Soient  donc  deux  plans  inclinés  comme  on  voudra> 
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parcourus  par  deux  mobiles;  et  nommons  respectivement^ 
les  longueurs  des  plans  inclinés ,  ou  les  espaces 

.   parcourus     •     •     •     •     • E  et  e  ^ 

les  hauteurs  de  ces  plans   ••.....  Het  A, 

les  tanps  des  mourements T  et  ^  ^ 

les  masses  des  corps Metm^ 

leurs  pesanteurs  relatives F  et  /^ 

leurs  vitesses  finales Y  et  i/. 

Gela  pbsé^  i^.  la  formule  (Â)  de  l'article  3o8  a  lieu  ici  sans 
aucun  changement. 

â^.  Les  forces  accélëratrices  absolues ,  que  nous  avons 
nommées  P  et  «•  (Sop) ,  sont  ici  F  et/l  De  plus ,  en  nommant 
;9  et  ir  les  pesanteurs  absolues  de  nos  deux  corps  ;  on  a  (33o}^ 

F=z^,  y=z---.  Substituons,  pour  P  et  t,  ces  valeurs 

dans  les  formules  (B) ,  (C  ) ,  (D) ,  du  chapitre  précédent  : 
nous  aurons,  /?HTmMe  =  srA^MVE;  pHTTmee  = 
^htiMEE;  pHmuu  =  ^r^MVV. 

Or  {323^  on  a,  p  i^r  iiMim ,  ou  bien  pm=z  jrM.  Par 
conséquent  j  en  divisant  ces  trois  formules  par  ces  quantités 
égales,  nous  aurons,  ÇL)  KTeu  =  htEV ;  (M)HTTetf 
=  A^ŒE;  (N)HttM  =  ÂVV. 

Ces  formules  représentent  de  la  manière  la  plus  simple 
qu'il  est  possible  toutes  les  propriétés  relatives  des  mouve-^ 
ments  de  deux  corps  qui  glissent  sur  deux  plans  inclinés.  ' 

334«  PaKmi  les  théorèmes  qu*on  peut  déduire  de  ces 
mêmes  formules,  la  formule  (N)  fournit  celui-ci  qui  est 
général.  Quelles  que  puissent  être  les  longueurs  de  deux 
plans  inclinés  j  les  vitesses  finales  qu^ auront  les  deux  mo^ 
biles ,  après  les.  avoir  parcourus ,  seront  toujours  entre  elles 
comme  les  racines  quarrées  des  hauteurs  des  mêmes  plans.  Si 
donc  les  deux  plans  ont  la  même  hauteur ,  les  vitesses  finales 
seront  égales ,  quelque  différentes  que  puissent  être  leurs 
longueurs.  On  comprend  qu'il  s'agit  toujours  des  vitesses 
dans  les  sens  des  espaces  parcourus. 
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Faisons  quelques  applications  particulières  de  ces  formules* 

EXBBIPLE     L 


1 


335.  Trouve  11  le  rapport  des  temps  employés  à  par-^ 
courir  deux  plans  également  inclinés. 

'  Puisque  les  deux  plans  sont  également  inclinés ,  lés  deux 
triangles  rectangles ,  qui  ont  pour  côtés  les  longueurs ,  les 
hauteurs  et  les  bases  de  ces  plans  j  sont  semblables  ;  et  on  a 
par  conséquent  ^  K:e::Ji:  h ,  oueH  =  £A.  Dirisant  les 
deux  membres  de  la  formule  (M)  par  ces  quantités  égales ,  on 
aura,  TTc= ^^E.  D'où  ton  tire,  T:^:  :\/E:\/e:  :\/K:\/h. 
Ainsi  les  temps  sont  comme  les  racines  des  longueurs  ou  des 
hauteurs  des  plans  inclinés. 

Exemple    IL 

336.  Trouver  le  rapport  des  temps  employés  à  par- 
courir les  cordes  d'un  cercle  vertical,  menées  des  extrémités 
d'un  diamètre  vertical. 

Soit  BR  le  diamètre  vertical  du  cercle  proposé  (Fig.  i48)  ; 
et  soient  BD,  BK,  deux  cordes  quelconques  menées  de 
l'extrémité  B  de  ce  diamètre;  DQ,  KP,  les  ordonnées  cor- 
respondantes. Il  est  clair  qu'on  peut  regarder  BD  et  BK 
comme  deux  plans  inclinés ,  dont  BQ  et  BP  sont  les  hauteurs. 

BD =E, 

ç  .  BQ      .     , =H, 

Supposons^  BK =el 

BP      .     . =A. 


On  aura ,  EE  leeiiH  :  h,  ou  eeH  =  EEA.  Divisant  les 
deux  membres  de  la  formule  (M)  par  ces  quantités  égales, 
on  aura,  TT  =  tt,  et  T z=  ^  Ainsi  les  temps  employés  à 
parcourir  les  cordes  BD,  BK,  sont  égaux  entre  eux. 

On  prouveroit  de  même  que  le  temps  employé  à  parcourir 
la  corde  quelconque  NR ,  menée  de  l'extrémité  inférieure 
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dtt  '  diamètre  BR ,  est  égal  au  temps  employé  à  parcourir 
tout  antre  corde  BD  ou  BK.  Ainsi  on  doit  conclure  que 
toute»  les  cordes  d'un  cercle  vertical ,  tirées  des  extrémités 
d*un  diamètre  vertical,  sont  parcourues  en  temps  égaux. 
Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  qiie  le  dâametre  vertical  est 
compté  lui-même  au  nombre  des  cordes^  qui  partent  de  ses 
extrémités. 

Remarque. 

• 

337.  La  même  propriété  du  cercle  peut  se  démontrer  par 
le  principe  suivant ,  qui  sert  en  général  de  base  à  la  déter- 
xmnaXiQn  des  inouvements  synchrone,  c'est-à-dîre  des  mou- 
vements qui  se  font  en  temps,  égaux. 

Ce  principe  est  que,  si  les.  forces  motrices  absolues  de 
deux  corps  sont  comme  les  produits  des  masses  par  les  es^ 
jfaces  parcourus.,  les  temps  des  mouuem^nts  sont  égaua:. 

Dans  les  mouvements  uniformes ,  cette  proposition  se  dé- 
montre par  la  formule  (C)  de  larticle  299  ;  et,  dans  les 
inouvements  uniformément  accélérés,  elle  se  démontre  par 
la  formule  (C)  de  l'article  3a  a.   Elle  est  d'ailleurs  évidente 
par  elle-même;   car  supposons,  par  exemple.  Tune   des 
masses  =  1  ,  l'espace  qu'elle  parcourt  =  3 ,  la  seconde 
masse  =  4  ^  l'espace  qu'elle  parcourt  =  6  :  il  est  clair  que 
les  forces  étant  représentées  par  les  produits  1  X  3.  et  4  X  6, 
les  espaces  seront  parcourus  en  temps  égaux.  Car  nous  pou- 
vons regarder  la  seconde  masse  comme   décomposée  en 
quatre  masses,  dont  chacune  vaut  1 ,  et  la  force  qui  lui  est 
appliquée,  comme  décomposée  en  quatre  forces,  dont  cha- 
cune doit  faire  parcourir  à  la  masse  un  espace  6.  Or,  en 
comparant,  cette  force  avec  celle  qui  fait  parcourir  à  la 
masse  i  l'espace  3 ,  on  voit  que  les  temps  de»  mouvements 
doivent  être  égaux, ,  puisque  les  deux  forces  dont  il  s'agit 
sont  proportionnelles  aux  espaces- qu'elles  doivent  faire  par- 
courir à  la  même  masse,  et  que,  si  Tun  des  espaces  est 
double  de  l'autre,  aussi  là  force  qui  le  fait  parcourir  est 
double  de  Vautre  force. 
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Cela  posé^  soit  un  corps  M ,  qui  parcourt  la  corde  BD^ 
tandis  qu'un  autre  corps  m  parcourt  la  corde  BK  ;  et  nom- 
mons p  et  ^  leurs  pesanteurs  absolues ,  F  et/*  leurs  pesan- 
teurs relatives.  En  considérant  les  deux  cordes  BD^  BK, 
comme  partagées  en  un  même  nombre  infini  d'éléments , 
et  les  temps  des  mouvements  comme  partagés  en  un  même 
nombre  infini  d'instants  correspondants  chacun  à  chacun 
des  éléments  des  espaces  BD>  BK;  on  aura  sans  cesse, 

pendant  les  durées  des  deux  mouvements ,  •  •  •  •  • 
„  BQ  BD     ^  BP  BK 

BD  BK 

conséquent  F :/:  :p  x  gij-:»  x  ^  :  :p  x  BD  :  jt  x  BK.  Or, 

(323)  ;?:^:;M:m.Donc,  F:/::Mx  BD:jii  xBK. Ainsi 
deux  éléments  correspondants  des  cordes  BD^  BK,  seront 
parcourus  en  temps  égaux  ;  et  par  conséquent  les  cordes 
entières  seront  elles-mêmes  parcourues  en  temps  égaux. 

Il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  autres  cordes  tirées 
des  extrémités  du  diamètre  vertical  BR. 

Exemple    III. 

338.  Trouver  le  rapport  des  temps  employés  à  par- 
courir les  cordes  BD ,  BK ,  menées  du  sommst  d^une  para-^ 
bole  (  Fig.  146  )  ^   dont  Caxe  BQ  est  vertical.  , 

Prolongez  l'axe  QB  de  la  quantité  BA,  égale  au  paramètre 
de  la  parabole;  et  menez  les  ordonnées  ÛQ,  KP.  En 
nommant , 

AB a  , 

BD    .     . E> 

BQ H, 

BK    •.....••/....     e, 
BP h; 

les  propriétés  de  la  parabole .  et  les  triangles    rectangles 
BQD,  BPK,  donneront^  (DQ)*  =  i*  X  H,  (KP/=a  x  h, 
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EE  =  HHH-aH,  ee  =  hh  + ah.  Donc,  lEJ£.:ee::Iîïl -h 
dH  :  hh  •+•  ah.  Or ,  par  la  formulé  (M),  on  a,  EE  :  ee  :  : 
HTTihu.  Donc,  HTT :hn::HH-\-aK:hh-i- ah;  ce  qui 
donne  (en  divisant  les  antécédents  par  H ,  et  les  conséquents 
par  A),  TT:U::Trl  +  a:h'+-a;  et  par  conséquent  T  :  ^ :  : 
!/'{ H  +  a] :\/ [A  +  a]::v/AQ:v/ AP.  Ainsi  les  temps 
employéi^  à  parcourir  les  coi*des  d'une  parabole,  menées  du 
sommet  de  l'axe,  qu'on  suppose  vertical,  sont  entre  eux 
comme  les  racines  quarrées  des  sommes  des  abscisses  et  du 
paramètre. 

Remarque. 

339.  La  même  chose  peut  se  démontrer  par  le  moyen  de 
l'article  336  ou  337. 

Soient  toujours  AB  le  paramètre  de  la  parabole  ;  DQ ,  KP, 
es  ordonnées  menées  des  extrémités  des  cordes  BD ,  BK.  Par 
le  sommet  B,  menez  l'horizontale  BM  ;  ensuite  sur  AQ,  AP, 
comme  diamètres ,  décrivez  les  demi- cercles  AMQ ,  AOP, 
qui  rencontrent  BM  aux  points  M  et  O.  Tirez  les  droite^ 
MD,  OK.  Il  est  clair  qu'on  aura,  MB  =  DQ,  OB  =  KP; 
car  (MB)^=AB  x  BQ,  (0B)^=  AB  x  BP,  valeurs  qui 
sont  les  mêmes  que  donne  la  propriété  de  la  parabole  , 
pour  (DQ)%  (KP)*.  Ainsi  les  deux  quadrilatères  BQDM, 
JBPKO,  sont  des  rectangles. Si  ^  dans  ces  rectangles,  on  tire  les 
diagonales  MQ,  OP;  il  est  évident  que  ces  diagonales  seront 
parcourues  dans  les  mêmes  temps  que  les  diagonales  BD,  BK, 
puisqu'elles  leur  sont  égales ,  et  qu'elles  sont  également  incli- 
nées à  l'horizon.  Or  le  temps  employé  à  parcourir  MQ  est  égal 
au  temps  employé  à  parcourir  le  diamètre  AQ,  et  le  temps 
employé  à  parcourir  OP  est  égal  au  temps  employé  à  parcou- 
rir AP.  Donc  (  en  désignant  les  temps  par  la  lettre  initiale  T, 
mise  au'devant  des  espaces  parcourus  ) ,  on  aura ,  T.BD  : 
T.BK::T.AQ:T.AP.  Or(323,  form.  I  ),  T.AQ.T.AP:  j 
v/AQ:v/AP.  DoncT.BD:T.BK:  :v/AQ:v/AP. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  le  détail  de  ces  applications. 
Finissons  par  expliquer  la  manière  de  comparer  en  général 
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le  mouvement  sur  un  plan  incliné  au  mouvement  d*un  grave 
qui  tombe  librement. 

340.  Rien  n'est  plus  simple  que  ce  problème.  Car  ^  pour 
le  résoudre ,  on  n'a  qu'à  supposer  dans  les  formules  (L}  , 
(M)^  (N)^  que  Tun  des  plans  inclinés  £dt  un  angle  infiniment 
petit  avec  sa  hauteur^  ou  que  la  longueur  et  la  hauteur  sont 
égales.  Soit  donc ,  par  exemple ,  e  =h ;  tout  le  reste  de- 
meurant le  même.  Les  trois  formules  dont  il  s'agit  devien- 
dront, (0)HTi/=ŒV;  (P)HTTe=^^EE;  (Q)Ht/i/=eVV. 

Dans  ces  nouvelles  formules ,  les  lettres  capitales  se  rap- 
portent au  mouvement  sur  un  plan  incliné  ;  et  les  petites 
lettres  au  mouvement  vertical. 

Veut  on,  par  exemple,  déterminer  le  rapport  du  temps 
qu'emploieroit  un  corps  à  parcourir  un  plan  incliné ,  qui 
auroit  5oo  pieds  de  longueur,  et  qui  feroit  avec  l'horizon 
un  angle  de  3o  degrés ,  au  temps  qu'un  corps  mettroit  à 
tomber  verticalement  de  400  pieds  de  hauteur  ?  on  obser- 

vera  qu'alors  H  =  — ,   et  que  la  formule  (  P  )  donne , 
EE 

TT:^^:  r-rj-ie:  :2E:e:  :iooo:4oo:  :io:4:  :5:2.  Donc  T:^:  : 

H 
\/5:\/2.  Ainsi  le  temps  employé  à  parcourir  le  plan  incliné 
proposé  est  au  temps  de  la  chute  verticale  de  400  pieds , 
dans  le  rapport  de  {/5  à  i/2. 
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CHAPITRE    V. 

Du  Mouvement  des  centres  de  gravité. 


341.  JuoHSQVs  plusieurs  corps  qui  composent  un  même 
système  se  meuvent  :  ou  le  centre  de  gravité  de  tout  le  sys- 
tème se  meut  ^  ou  il  demeure  en  repos.  L'ëtat  de  ce  point 
a  plusieurs  propriétés  qui  méritent  par  elles-mêmes  d'être 
examinées  ,  et  qui  s'appliquent  d'ailleurs  à  des  problêmes 
utiles. 


SECTION    I. 
Propriétés  générales  du  Mouvement  des  centres  de  gravité» 


Z/fl.  Jl\app£z*ons-nous  d'abord  ici  que  le  centre  de  gra^ 
vite 'du  système  de  deux  poids  ^  ou  de  deux  corps  soumis  à 
Faction  de  leurs  pesanteurs^  qu'on  peut  regarder  comme 
des  forces  parallèles ,  est  placé  (  5o  ^  89 ,  go  )  sur  la  droite  qui 
joint  leurs  centres  de  gravité  particuliers  à  des  distances  de 
ces  points^  qui  sont  réciproquement  proportionnelles  aux 
poids  ou  aux  masses  des  corps  dont  il  s'agit. 

£n  partant  de  ce  principe  y  on  détermine  le  centre  de 
gravité  du  système  d'un  nombre  quelconque  de  corps  ^ 
comme  on  a  déterminé  (5o}  la  position  du  centre  d'un 
nombre  quelconque  de  forces  parallèles. 

343.  On  dit  que  deux  corps  M  et  N  (  Fig.  i5o  )  décrivent 
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semblablement  les  droites  MQ ,  NS ,  lorsque  ces  lignes  et 
leurs  parties  correspondantes  sont  parcourues  en  temps  pro- 
portionnels j  c'est-à-dire ,  si  l'on  a  MQ  :  NS  :  :  MP  :  NR  :  : 
PQ  :  RS ,  et  que  les  temps  employés  à  parcourir  les  lignes 
entières  MQ»  NS ,  soient  entrQ.eux  comme  les  temps  em- 
ployés à  parcourir  les  parties  correspondantes  MP  et  NR^ 
ou  PQ  et  RS  des  deux  mêmes  Impies. 

Par  où  Ton  yoit  que  si  les  temps  employés  à  parcourir 
les  lignes  entières  MQ  et  NS  sont  égaux  ^  les  temps  em- 
ployés à  parcourir  leurs  parties  correspondantes  MP  et  NR, 
PQ  et  RS ,   seront  aussi  égaux. 

Il  est  clair  que  tous  les  mouvements  uniformes  sont  sem- 
blables; car^  en  désignant  les  temps  employés  à  parcourir 
une  ligne  par  la  lettre  initiale  T  mise  au-devant  de  cette 
ligne ,  on  a  ,  dans  ces  mouvements  ^  MQ  :  MP  :  :  T.MQ  : 
T.MP;  et  NS:NR:  il'.NSrT.NR.  Donc,  si  on  a,  MQ: 
MP:  :NS:NR,  on  aura,  T.MQ:T.MP:  :T.NS:T.NR.Doù 
il  suit  ^e  les  droites  entières  MQ,  NS,  et  leurs  parties 
homologues  MP ,  NR ,  seront  parcourues  de  la  même  ma- 
nière. Mais  j  dans  ce  qui  suit ,  nous  envisageons  les  mou- 
vements semblables  sous  un  point  de  vue  plus  général  ;  ces 
mouvements  peuvent  être  uniformes  ou  variés  suivant  une 
loi  quelconque ,  pourvu  qu'ils  soient  astreints  à  la  condition 
énoncée  ci-dessus,  laquelle  est  le  caractère  de  leur  similitude. 
Ensuite  on  fixera  dans  chaque  cas  particulier  la  signification 
des  mots  semblablement  ou  moui^ements  semblables  ^  par 
rapport  à  l'espèce  particulière  de  mouvements  qu'on  aura 
en  vue. 

J'avertis  qu'en  parlant  des  espaces  parcourus  par  des 
corps ,  Je  supposerai ,  pour  abréger  le  discours ,  ou  que 
chaque  corps  est  assez  petit  pour  pouvoir  être  censé  con- 
centré en  un  seul  et  même  point ,  qu'il  est  par  conséquent 
permis  de  prendre  pour  son  centre  de  gravité  ;  ou  que  ces 
espaces  sont  réellement  ceux  que  parcourent  les  centres  de 
gravité  des  corps,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  ces  corps. 
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Paoposition    I.    Lemme. 

344*  Si  y  dans  un  quadrilatère  quelconque  ABGD 
(  Fig.  i5i  et  i5a  ) ,  dont  les  quatre  côtés  peuvent  être  siiuéi 
ou  non  situés  dans  un  même  plan,  on  divise  les  côtés  op^ 
posés ,  ou  les  deux  diagonales  et  deux  côtés  opposés,  de 
manière  que  Von  ait  les  deux  proportions  quelconques'^ 

AF:FB::DH:HC, 
AE:ED::BG:GC; 

qu  ensuite  on  tire  les  4 foi  tes  FH^  £G  :  ces  lignes  se  coupe^ 
ront  en  un  point  O ,  et  on  aura  ces  deux  suites  de  propor^f 
tionnelles , 

EO:OG::AF:FB::DH:HC, 

FO:OH:  :AE:ED:  :BG:GC. 

1^.  Menez  et  prolongez  indéfiniment  les  droites  BD^  F£, 
GH.  Les  deux  droites  BD^  F£,  sont  situées  dans  le  même 
plan  ABD^  et  par  conséquent  elles  se  rencontreront  en  un 
point;  de  même  les  deux  droites  BD ,  GH ,  se  rencontreront^ 
comme  étant  situées  dans  le  même  plan  CBD. 

Par  le  point  D ,  menez  parallèlement  à  AB  la  droite  DI , 
qui  rencontre  FE  au  point  I  ;  et  parallèlement  à  BC  la 
droite  DL^  qui  rencontre  GH  au  point  L.  Les  triangles  sem- 
blables AEF,  DEI,  donnent  AE:ED::AF:DI  =  :^^^^^. 

'  '  AE 

De  même  ^  à  cause  des  triangles  semblables  CHG^-DHL^ 

ona,DL  =  ^-^^.DoncDI:DL:::li2<12:Ç2><^:: 

AFxCH    CGxAE     ^o  ^^  ,  ^     j  *  ri, 

— jgg —  :  — ^ —  :  :FB:BG ,  parcequ  en  vertu  de  1  hypo- 
thèse ,.FB==  l!^2i-™ ,  et  BG  =  ^!^:^-  D'où  Ton  voit 

DH       '  /       ED 

(Géom.)  que  les  trois  lignes  BD,  FI,  GL ,  iront  concourir  en 
un  même  point  K ,  et  cela  quand  même  les  droites  AD,  BC, 
ne  seroient  pas  dans  un  même  plan^  Donc  les  quatre  lignes 
FK,  GK,  EG^  FH,  sont  dans  un  même  plan  jet  pat 
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conséquent  les  deux  lignes  EG ,  FH ,  se  coupent  en  queltji 
point  O. 
2".  Ayant  tir^  la  droite  Indéfinie  FGM,  menez  CM  pa* 
^Uele  à  AB  ;  et  du  point  H  tirez  aux  points  I,  M,  l( 
Coites  HIj  HM,  qui  sont  dans  im  même  plan,  lequel  coU'* 
lient  ta  droite  CD  et  les  parallèles  CM,  Dl.  Les  triangle^ 
semblables  CGM,  BGF,  l'hypothèse  et  les  triangles  sezwr 
blableâ  DEI,  Al'.B ,  donnent  cette  suite  de  rapports  égauz;, 
CM;BF::CG:GI3::DE:AEi:Dl;AF.  Ainsi  CM:BF:  :DI: 
AF,  ouû//fi/na7i(/oCM:DI::BF:AF::CH:HD.  Donc  lei 
deux  triangles  OHM,  DHI ,   sont  semblables,   puisque  les 
Angles  G  et  D  sont  égaux ,  comme  formés  par  des  cùt^s  pa- 

»tâlleles  chacun  à  chacun,  et  que  ces  angles  sont  compris: 
«ntre  côtés  proportionnels.  Donc  les  trois  points  M,  H,  I, 
»ont  placés  sur  une  seule  et  même  ligne  droite. 

Les  triangles  semblables  CGM,  BGF  ,  l'hypothèse  et  les 
triangles  semblables  D£I  ,  AEF,  donnent  cette  suite  de' 
rapports  égaux ,  GM  :  GF  :  :  CG  :  GB  :  :  DE  :  AE  :  :  EI:Ef}, 
L  D'oti  d  suit  que  les  droites  IM ,  £G ,  sont  parallèles. 

Maintenant,  les  parallèles  EG,  JM,  les  triangles  sem- 
Mables  DHI,  CHM  ,    et  l'hypothèse  donnent ,  EO  :  OG  :  : 
flH:HM:;DH:HC::AF:FB.  Ainsi  on  aura,  EOtOGriAF: 
fïB::DH:HC. 

3".  On  aura,  par  des  considérations  semblables,  FO? 
—  ::F£:EI::AE:ED::BG:GC. 

Propos, iTron'  II.    Théorème. 

345.  Si  deux  corps  A  ef  B  {  Fîg.  i53  et  i54  )  décrivent 

viblahlemem  et  en  même  temps  les  droites  AD  ,hC  ,  située» 
i  non  situées  dans  un  même  plan  ,  et  ijue  le  centre  da  gru^ 

é  de  leur  système  se  meuve  ;  ce  centre  nura  un  mouvementi 

mblahle  à  ceux  des  corps  A  et  B. 

Ayant  mené  les  droites  AB,  CD,  divisez  ces  lignes  a 

lT)ointsF,H,  demanierequ'onait,B:A::AF:FB:;DH:HCî 

■le  point  F  sera  le  centre  de  gravité  du  système  des  deux 
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coips  au  moment  qu'ils  commencent  à  parcourir  les  deux 
droites  AD,  BC,  et  le  point  H  sera  le  centre  de  gravité  du 
sjflitême  au  moment  où  ils  achèveront  de  parcourir  les 
mêmes  lignes.  Aiusi  il  faut  démontrer  que  si  l'on  tire  la 
droite  FH,  le  centre  de  gravité  dp  système  sera  continuel- 
lement sur  cette  ligne,  et  qu'il  la  décrira  avec  un  tnouvC* 
ment  semblable  à  ceux  des  corps  A  et  B. 

Divisez  les  droites  AD ,  BC ,  aux  pointa  indéterminés 
EetG,  de  manière  qu'on  ait  AE:ED;  :BG:GC;  et  menez 
îa  droite  EG.  Les  deux  corps,  ayant  des  mouvements  sem- 
blables ,  arriveront  en  même  temps  aux  deux  points  E  et  G. 
Ofj  à  canse  des  deux  proporlions,  AF  :FB  :  :DH  ;HG, 
et  AE:ED;:BG:GC,  les  droites  FH,  EG,  se  coupent  au 
point  O,  et  on  a  les  deux  suites  de  proportionnelles, 
EO:OG:  :AF:FB:  :DH:HC:  :B:A; 
^  FO:OH::AE:ED::BG:GC. 

^^t  D'oi!i  il  suit  que  le  centre  de  gravité  du  système  arrive 
^Kb  O  ,  lorsque  les  corps  arrivent  en  E  et  G,  et  que  ce  centre 
^Bemeut  d'uu  mouvement  semblable  à  ceux  des  mêmes  corps. 
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Î46.  En  regardant  les  deux  corps  A  et  B  comme  réunis 
centre  de  gravité  de  leur  système,  et  ne  formant  qu'un 
,1  et  même  corps  qui  décrit  la  droite  FH;  si  l'on  combine 
ce  corps  avec  un  autre  qui  se  meuve  de  la  même  manière, 
on  verra ,  par  la  démonstration  précédente ,  que  le  cenCre 
de  gravité  du  nouveau  système  se  mouvra  d'un  mouvement 
semblable  à  ceux  des  corps  dont  ce  système  est  composé.  La 
même  chose  se  démontrera ,  en  allant  de  proche  en  proche, 
pour  un  système  composé  de  quatre  corps,  de  cinq  corps, 
et  en  général  d'un  nombre  quelconque  de  corps. 

Ainsi  on  peut  dire  en  général  que  si ,  dans  un  système 
composé  d'un  nombre  quelconque  de  corps ,  tous  les  corps 
se  meuvent  semblabiement  et  en  même  temps ,  le  centre  de 
gravité  de  tout  le  système  se  mouvra  de  la  même  manière. 
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Corollaire   \\\. 

347*  Si  les  droites  ÂD ,  BC^  dëcrites  par  les  deux  corps 
A  et  B  9  sont  dans  un  même  plan  ,  la  droite  FH ,  décrite 
par  le  centre  de  gravité  de  leur  système ,  sera  aussi  dans  ce 
même  plan;  et  si  Ton  a  un  troisième  corps  qui  se  meuve 
comme  les  deux  premiers  et  dans  le  même  plan  qu'eux^  le 
centre  de  gravité  du  système  des  trois  corps  se  mouvra  aussi 
semblablement ,  et  dans  le  même  plan  ;  ainsi  de  suite ,  pour 
un  système  composé  d*un  nombre  quelconque  de  corps  qui 
se  mouvroient  tous  semblablement^  en  mémo  temps ^  et 
dans  un  même  plan. 

Corollaire  III. 

348.  Supposons  que  les  droites  AD,  BC(Fig.  i55  et  i56), 
décrites  par  les  deux  corps  proposés  A  et  B,  soient  parallèles, 
et  par  conséquent  dans  un  même  plan.  Les  droites  BA,  CD, 
qui  sont  situées  dans  ce  plan  y  étant  prolongées  s*il  est  né- 
cessaire y  se  rencontreront  qn  un  point  S  ;  et ,  puisqu'on  a , 
B:A:  :AF:FB:  :DH:HC,  on  aura  componendo y  AFiAF  -h 
FB ,  ou  AB  :  •  DH  :  DH  H-  HC  ,  ou  DC  ;  et  alternando  , 
AF  :  DH  :  :  AB  :  DC.  Or ,  à  cause  des  parallèles  AD  y  BC  , 
on  a,  AB.DC:  :SA:SD:  :SB:SC.DoncAF:DH:  :SA:SD:  : 
SB  :  se  ;  et  par  conséquent  les  droites  AD  ,  BC  ,  FH,  sont 
parallèles.  \ 

Il  en  sera  de  même  en  général  pour  un  nombre  quel- 
conque de  corps.  Si  tous  ces  corps  décrivent  semblablement 
et  en  même  temps  des  droites  parallèles ,  qui  peuvent  d'ail- 
leurs être  ou  n'être  pas  toutes  dans  un  même  plan  y  le  centre 
de  gravité  de  leur  système  décrira  semblablement  et  en 
même  temps  une  droite  parallèle  aux  chemins  parcourus 
par  tous  les  corps. 
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CoROLLAïas     IV. 

34g«  Soient  deux  corps  A  et  B  (  Fig.  157  et  i58  )  qui 
décrivent  semblablement  et  en  même  temps  les  côtés  homo- 
logues et  parallèles  chacun  à  chacun  de  deux  polygones  sem- 
blables AJyEP,  BCGM.  U  est  clair  ^  par  ce  qui  précède ,  que 
le  centre  de  gravité  F  de  leur  système  décrira  semblablement 
et  en  même  temps  les  côtés  FH ,  HN,  NO,  d*un  polygone, 
lesquels  seront  parallèles  respectivement  aux  droites  AD  et 
BC,  DE  et  CG ,  EP  et  GM.  Or ,  puisque  les  deux  poly- 
gones ADEP,  BCGM,  sont  semblables,  et  qu'on  a  par  con- 
séquent AD  :  BC  :  :DE  :  CG  :  :  EP  :  GM  ;  il  s'ensuit  (  Géom.  ) 
que  toutes  les  lignes  AB,  DC,  EG,  PM,  iront  concourir  en 
un  même  point  S.  Donc  les  trois  polygones  ADEP,  BCGM , 
FHNO,  sont  composés  d'un  même  nombre  de  triangles 
semblables  SAD ,  SBC ,  SFH ,  etc.  Donc  ces  trois  poly- 
gones sont  semblables.  Ainsi  le  centre  de  gravité  du  système 
décrit  le  contour  d'un  polygone  semblable  à  ceux  que  dé- 
csivent  les  corps  A  et  B.. 

Qu'un  troisième  corps  I  décrive  le  contour  d'un  polygone 
IRVT  semblable  à  ceux  dont  on  vient  de  parler  ;  il  est  clair, 
toujours  par  les  mêmes  principes ,  que  le  centre  de  gravité 
du  système  des  trois  corps  A,  B,  I,  décrira  le  contour  d'un 
polygone  semblable  aux  précédents  3  ainsi  de  suite  pour  un 
nombre  quelconque  de  corps. 

Corollaire    y. 

35o.  Si  Ton  imagine  que  les  côtés  des  polygones  de  l'ar* 
ticle  précédent  deviennent  infiniment  petits ,  mais  que  leur 
nombre  augmente  à  Tinfini  ;  alors  tous  ces  polygones  de- 
viendront des  courbes  semblables  ^  dont  les  parties  infini- 
ment petites  et  correspondantes  seront  parallèles  chacune  à 
chacune.  Ainsi,  lorsque  plusieurs  corps  parcourent  sembla- 
blement et  en  même  temps  les  contours  de  courbes  sem- 
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blables  et  composées  d'éléments  correspondants^  parallèles 
chacun  à  chacun ,  le  centre  de  gravité  du  système  décrit  de 
la  même  manière  une  courbe  semblable  aux  précédentes ,  et 
qui  leur  est  parallèle  élément  à  élément. 

Remarque. 

• 

35i.  On  a  fait  attention  sans  doute  |  dans  Ténoncé  dii 
théorème  de  Farticle  345^  à  ces  paroles  :  et  que  le  centre  de 
gravité  de  leur  système  se  meui^e.  Cette  restriction  a  été 
mise ,  parcequ'il  peut  se  faire  que  le  centre  de  gravité  de- 
meure immobile. 

En  effets  supposons  deux  corps  AetB(Fig.  iSp)  qui  décri- 
vent semblablement ,  en  même  temps  et  en  sens  contraires^ 
les  droites  parallèles  AD,  BC ,  qui  leur  soient  réciproque- 
ment proportionnelles ,  en  sorte  qu'on  ait ,  A  :B  :  :BG  :  AD; 
le  centre  de  gravité  demeurera  en  repos.  Car,  si  l'on  tire 
les  droites  AB,  CD^  qui  se  coupent  en  F  ^  et  que  par  le 
point  F  on  mené  la  droite  EFK ,  qui  rencontre  AD  et  BG 
aux  points  E  et  K ,  on  aura  cette  suite  de  proportionnelles , 
A  : B  :  :BC  :  AD  :  :  BF  :  AF  :  :  CF  :  DF  :  :  BK:AE:  :KC:ED. 
D'où  il  suit  que  le  point  F  est  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème au  commencement  et  à  la  fin  du  mouvement ,  et  lorsque 
les  deux  corps  sont  arrivés  aux  points  correspondants  £  et  K 
de  leurs  chemins.  Donc  le  centre  de  gravité  ne  change  pas 
de  place. 

En  regardant  maintenant  le  corps  A  comme  le  système 
de  plusieurs  corps  qui  vont  dans  un  sens,  et  le  corps  B 
comme  le  système  de  plusieurs  corps  qui  vont  dans  le  sens 
opposé ,  nous  pouvons  conclure  içn  général  que  si  un  sys- 
tème est  composé  d'un  nombre  quelconque  de  corps  qui 
vont  en  partie  dans  un  sens ,  en  partie  dans  le  sens  opposé^ 
et  que  les  centres  ,de  gravité  d^s  deux  parties  du  système 
décrivent  semblablement  et  en  même  temps  des  droites  pa- 
rallèles y  réciproquement  proportionnelles  aux  sommes  de 
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corps  qtd  composent  ces  deux  parties^  le  centre  de  gravité 
du  système  général  demeurera  en  repos. 

Il  résulte  donc ,  de  tout  ce  qui  précède  ,  que  lorsque  plu- 
sieiurs  corps  se  meuvent  semblablement^  et  en  même  temps, 
ou  le  centre  de  gravité  de  leur  système  se  meut ,  et  alors 
il  se  meut  de  la  même  manière  que  tous  les  corps ,  ou  bien  il 
demeure  en  repos. 

Proposition   III.   Theoaeme. 

35a.  Si  deux  corps  A  cf  B  (  Fig.  i55  et  i56  )  décrii^enc 
semblablement  et  en  même  temps  les  droites  parallèles 
AD,  BÇ  y  et  qiûen  conséquence  le  centre  de  gras^ité  de  leur 
système  décrive  FH  :  on  aura, 

(B  +  A)  xFH=BxBC+-A  x  AD  (Fîg.  i55), 
(B  +  A)  X  FH=B  xBC  — Ax  AD(Fig.  i56  ). 

Cest'àr^ire  que  le  produit  de  la  sommée  des  deux  corps ,  par 
le  chemin  que  décrit  leur  centre  de  gravité ,  est  égal  à  la 
somme  ou  à  la  différence  des  piroduits  des  deux  corps  multi- 
pUés  chacun  par  le  chemin  qu'il  décrit ,  selon  que  les  deux 
corps  7M)nt  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

Les  trois  droites  BC ,  AD ,  FH ,  sont  parallèles  (348)  ; 
et ,  en  menant  les  droites  BFA,  CHD,  qui  se  rencontrent 
en  S;  on  a  cette  suite  de  proportionnelles,  FH  :  BC  :  AD  ::. 
fif  :SB:SA;  ou  bien,  (  en  multipliant  antécédents  et  consé- 
quents par  les  trois  quantités  (B-hA),B,A),(B-|-A)  X 
FH:B  X  BC:A  x  AD::(Bh-A)  x  SF:B  x  SBiAxSA. 
Or,  à  cause  de  SF=:SB  — FB,  et  deSF=:FA±SA, 
on  aura,  B  x  SF  =  B  x  SB  — B  x  FB,  et  A  x  SF=: 
A  X  FA±:  A  X  AS.  Ajoutant  ensemble  ces  deux  équations , 
onaura,(B-|-A)  x  SF  =  B  x  SB  — B  x  FB  +  A  x  FA± 
A  X  AS.  Or,  puisque  le  point  F  est  le  centre  de  gravité  du 
système  des  deux  corps,  lorsqu'ils  sont  en  A  et  B,  on  a, 
B  :  A  ::  FA  :  FB ,  et  par  conséquent  B  x  FB  =  A  x  FA* 
JDonc  la  dernière  équation  se  réduit  à(B4-A)xSF  = 


B  X  SB±À  X  SA.DonconauraaiMd,(B  +  A)xFH  = 
B  X  BCdiA  X  AD. 

On  remarquera  ,  au  sujet  de  Tëquation  (  B  -#-  A  )  X  FH 
=  B  X  fiC  —  A  X  Ad  ,  relative  à  la  Figure  i56,  que  si 
le  centre  de  gravite  F  au  premier  instant  tomboit  au-dessus 
dn  point  S,  au  lieu  de  tomber  au-dessous^  et  que  par  con- 
séquent ce  centre  ,  au  lieu  d'aller  de  droite  à  gauche ,  alloit 
de  gauche  à  droite ,  on  auroit ,  (  A4-  B  )  X  HF  =  A  X  AD 
—  BxBC. 

Corollaihe.    I. 

353.  Qu'on  ait  un  nombre  quelconque  de  corps  qui  d^ 
crivent  semblablement  et  en  même  temps  des  lignes  paral- 
lèles :  le  centre  de  gravité  du  système  décrira  aussi  sembla- 
,  blement  et  en  même  temps  une  ligne  parallèle.  Cela  posé ,  si 
tous  les  corps  vont  dans  le  méjne  sens  ,  la  somme  de  tous 
ces  corps ,  multipliée  par  le  chemin  que  décrit  le  centre  de 
gravité  de  leur  système ,  sera  égale  à  la  somme  des  produits 
de  tous  les  corps  multipliés  chacun  par  le  chemin  qu'il 
décrit;  et  si  les  corps  vont  en  partie  dans  un  sens,  en  partie 
dans  le  sens  contraire,  la  somme  de  tous  les  corps,  multi- 
pliée par  le  chemin  que  décrit  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème ,  sera  égale  à  la  différence  qu'il  y  aura  entre  la  somme 
des  produits  des  corps  qui  vont  d'un  côté,  multipliés  chacun 
par  le  chemin  qu'il  décrit;  "et  la  somme  dés  produits  des 
corps  qui  vont  dans  le  sens  opposé ,  multipliés  aussi  chacun 
par  le  chemin  qu  il  décrit. 

Tout  cela  est  évident ,  en  réduisant  d'abord  deux  corps  à 
un  corps  unique  réuni  au  centre  de  gravité  de  leur  système  ; 
puis  combinant  ce  corps  avec  un  troisième,  et  réduisant  de 
même  ces  deux  corps ,  ou  les  trois  premiers  corps  du  sys- 
tème total  à  un^orps  unique,  que  l'on  combinera  avec  un 
quatrième  corps  ;  ainsi  de  suite. 
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COROLLAIAE      II. 

354«  Supposons  que  les  mouvements  semblables  dont  il 
est  question (4io)  soient  uniformes.  Alors  les  droites  AD, 
BC,  FH,  décrites  uniformément  et  en  temps  égaux  par  les 
corps  A  ^  B,  et  leur  centre  de  gravité,  exprimeront  (i3) 
leurs  vitesses  ;  et  les  produits  A  x  AD  ,B  xBC,  (B  +  A) 
X  FH,  exprimeront  (296)  leurs  quantités  de  mouvement. 
Donc ,  puisqu'on  a,  (  B  -+-  A)  x  FH=B  x  BG±  A  x  AD, 

T7TT       BxBC±:AxAD  ^  j.  ,  j, 

et  FH  = ;  on  peut  dure  que  la  quantité  du 

"mou^ment  du  système  de  deux  corps  qui  décrivent  unifor* 
mément'  et  en  temps  égaux  des  lignes  parallèles ,  est  égale  à 
la  somme  ou  à  la  différence  des  quantités  particulières  dje 
moui^ements  des  deux  mobiles  ;  et  que  la  vitesse  du  centre  de 
gravité  du  système  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  quantités  de  mouvements  des  deux  mobiles  ^  divisée  par 
la  somms  de  ces  mobiles, 

La  même  cHose  a  lieu  pour  un  nombre  quelconque  de 
corps. 

Corollaire    III. 

355.  Lorsque  plusieurs  corps  décrivent  semblablem'ent 
-  et  en  même  temps  les  côtés 'homologues  et  parallèles  de 
polygones  .semblables ,  et  que  par  conséquent  le  centre  de 
gravité  de  leur  système  décrit  aussi  semblablement  et  en 
même  temps  les  côtés  homologues  et  parallèles  d'un  poly- 
gone, qui  sera  semblable  aux  précédents ,  la  somme  de  tous 
les  eôrps ,  multipliée  par  le  contour  du  polygone  que  décrit 
lé  centre  de  gravité  du  système  ,  sera  égale  à  la  somme  des 
produits  de  tous  les  corps  multipliés  chacun  par  le  contoiu: 
du  polygone  qu'il  décrit,  où  à  la  différence  qu'il  y  aura 
entre  la  somme  des  produits  des  corps  qui  vont  d'un  côté, 
multipliés  chacun  par  le  chemin  qu'il  décrit ,  et  la  somme 
des  produits  des  corps  qui  vont  du  côté  opposé,  multipliés 
aussi  chacun  par  le  chemin  qu'il  décrit. 


aj4  MÎCAiriQUB* 

(3ola  se  clëmontre  en  ajoutant  ensemble  sncGeuifement 
toiite>  les  équations  que  donnent  (353)  les  c6tés  homologues 
(If s  polygones. 

Si  <:rs  [lulygones  sont  décrits  uniformément  et  en  même 
t<*in|)9,  le  contour  de  chacun  d*eux  pourra  reprësanter  h 
vi(«>st'  (lu  corps  qui  le  décrit;  et  on  appliquera  id  leré- 
Niiltat  do  Tarticle  précédent. 

Corollaire    IV. 

3  GC.  Lorsque  les  polygones  dont  on  vient  de  parleront 
une  infîiiité  de  côtés  infiniment  petits ,  et  devieuient  par 
consignent  des  courbes  semblables  ;  l'article  précédent  a 
également  lieu  dans  toute  son  étendue  y  et  il  ne  fiint  qn'y 
substituer  le  mot  courbe  au  mot  polygone. 

Corollaire    V. 

357.  Parmi  les  applications  qu*on  peut  faire  de  la  théorie 
précédente  à  la  pratique  ,  en  voici  une  qui  a  pour  objet  la 
fléterminatioii  de  la  portée  moyenne  des  terres  dans  les  dé- 
blais et  les  remblais. 

Soit  (  Fig.  160  )  un  creux  DEF  qui  doive  être  rempli  au 
moyen  de  la  terre  provenant  de  Téminence  ABC;  en  sorte 
que  AF  représentant  la  ligne  de  niveau ,  les  deux  espace* 
D£F^  ABC^  soient  égaux.  Supposons  que  les  terrassierSf 
qui  viennent  prendre  dans  leurs  brouettes  la  terre  au  piei 
de  Téminence  pour  la  porter  et  la  verser  dans  la  cavité  qu  1* 
faut  remplir ,  marchent  suivant  des  lignes  de  niveau ,  01^ 
parallèles  à  la  droite  AF.  Je  cherche  les  centres  de  gra" 
vite  G  et  K  de  Téminence  et  du  creux ,  et  je  mené  les  ver-* 
licales  GH,  KL  Alors  la  partie  HI  de  l'horizontale,  com- 
prise entre  les  deux  verticales ,  représente  la  portée  moyenne 
des  terres. 

Car ,  si  on  décompose  Féminence  et  le  creux  en  un  même 
nombre  de  parties  correspondantes  chacune  à  chacune  y  en 
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(orte  que  chaque  partie  de  réminence  doive  venir  occuper 
ine  partie  du  creux ,  la  somme  des  produits  des  parties  de 
terre  ,  multipliées  chacune  par  le  chemin  qu'elle  décrit , 
sera  égale  au  produit  de  Téminence  entière  par  le  chemin 
jue  décrit  son  centre  de  gravité.  Or ,  puisque  toutes  les 
parties  de  terre  sont  transportées  suivant  des  lignes  paral- 
lèles à  HI ,  et  que  les  centres  de  gravité  de  Téminence  et  du 
creux  répondent  verticalement  aux  points  H  et  I  ;  il  est  clair 
cpie  HI  représente  Tespace  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
de  réminence.  Donc  cette  même  ligne  HI  exprime  la  portée 
moyenne  des  terres ,  c'est-à-dire  une  portée  qui  est  telle , 
que  si  toute  la  masse  de  l'éminence  étant  réunie  au  point  H ^ 
il  falloit  la  transporter  au  point  I. 

Si  les  terrassiers  ne  marchoient  pas  en  lignes  droites,  mais 
qu'ils  décrivissent  ^  toujours  horizontalement ,  les  câtés  ho- 
mologues et  parallèles  de  polygones  semblables  ou  de 
courbes  semblables ,  on  détermineroit  le  polygone  moyen 
ou  la  courbe  moyenne  décrite  par  le  centre  de  gravité  de 
toute  la  masse  à  transporter,  en  traçant  du  point  H  an 
point  I  un  polygone  ou  une  courbe  semblable  à  chacun  des 
chemins  que  parcourent  les  terrassiers. 

Qn  trouveroit  encore  par  les  mêmes  principes  la  portée 
moyemie  des  terres^  s'il  falloit  combler  plusieurs  creux ^  au 
moyen  d'une  éminence  ou  de  plusieurs  éminences. 


SECTION     II. 

Vsage  des  Mouvements  des  centres  de  gravité  pour 

la  mesure  de  l'étendue. 


358. 1 L  y  a  des  surfaces  ou  des  solides ,  que  l'on  peut  con- 
sidérer comme  engendrés  par  le  mouvement  d'une  ligne  ou 
d'un  plan.  Alors  ces  étendues  peuvent  être  déterminées  pa«* 
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la  théorie  du  mouvement  des  centres  de  grayké;  et  ce 
moyen  est  quelquefois  plus  simple  et  plus  commode  que 
ceux  où  Ton  emploieroit  seulement  la  géométrie  pure  ;  c'est 
de  quoi  le  toisé  des  voûtes  offre  plnûeurs  exemples.  Il  est 
donc  à  propos  d'expliquer  ici  l'usage  du  mouvement  des 
centres  de  gravité  pour  la  mesure  de  l'étendue.  Commençons 
par  une  observation  préliminaire  et  essentielle. 

359.  Une  ligne  ou  une  surface  qui  se  meut  parallèlement 
à  elle-même  ,  soit  de  toute  autre  manière^  pourvu  que  ce 
ne  soit  pas  dans  le  sens  de  sa  longueur  ou  de  son  plan ,  en- 
gendre une  surface  ou  un  solide  ;  mais  Tétendue  superficielle 
ou  solide^  ainsi  engendrée 9  ne  doit  être  attribuée  à  tout  le 
mouvement  de  la  ligne  ou  de  la  siurface  génératrice  que 
dans  le  cas  où  les  parties.de  cette  ligne  ou  de  cette  surface 
sont  perpendiculaires  chacune  à  chacun  des  chemins  qu'elles 
parcourent.  En  effet ,  soit  la  droite  AB  (  Fîg.  161  )  qui  ,  &i 
se  mouvant  parallèlement  à  elle-même  le  long  de  la  direc- 
trice inclinée  AD ,  engendre  le  parallélogramme  ABCD.  On 
se  tromperoit  si  Ton  regardoit  Faire  de  ce  parallélogramme 
comme  le  produit  de  la  droite  génératrice  AB  par  sa  vitesse^ 
c'est-à-dire  par  la  droite  AD ,  qui  peut  représenter  le  chemin 
que  parcourt  chacun  des  points  de  AB.  Ainsi  il  f^t  dé- 
composer la  vitesse  AD  en  deux  autres  AH  /  AE ,  l'une 
parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  AB.  Alors  il  est  clair 
qu'en  vertu  de  la  vitesse  AH,  la  droite  AB  n'engendre  pas 
de  surface,  puisqu'elle  ne  fait  par-là  que  s'alonger  dans  le 
sens  AB  ;  mais  que  la  surface  engendrée  Test  seulement  en 
vertu  de  la  vitesse  AE ,  puisqu'en  effet  Taire  du  parallélo- 
gramme ABCD  est  égale  à  celle  du  rectangle  ABF£.  On 
raisonnera  d»  même  pour  toutes  les  autres  espèces  d'éten- 
dues produites  par  le  mouvement.  De  là  résulte  le  théorème 
suivant,  que  le  P.  Guldin,  jésuite,  donna,  en  i635,  dans 
son  livre  de  Centra  Gravitatis. 
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36o.  L!É  TENDUE  superficielle  ou  solide  y  engendrée  par 
lé  Aiauvetnent  d'une  ligne  ou  dhin  plan ,  dont  les  éUments 
sont  perpendiculaires  ^  à  okaquèias^nt^  aux  espaces  qu^iis 
piajrcourfint  d^ns  le  même  sens ,  eft  é^c^fe^oj/, produis,  de^çettç 
ligne  ou  de  ce  plan ,  par  le  chemin  que  décrit  son  centre  de 
granité  i-        .  i 

-En  effet,  chaque  élément  de  la  ligne  génératrice^  ou  du 
plan  générateur  décrit  une  petite  surface  ,  ou  un  petit  solide, 
qui  a  pour  valeur  le  produitde  cet' élément,  par  le  chemin 
que  décrit  l'un  de  ses  points ,  ou  par  le  chemin  que  décrit 
son  centre  de  gravité ,  puisque  tous  les  point<^  d'un  mêm« 
élément  peuvent  être  censés  décrire  des  chemins  égaux  ;  et 
la  somme  de  toutes  ces  petites  surfaces,  ou  de  tous  ces  petits 
solides  ,  n'est  autre  chose  que  la  surface  totale ,  ou  le  solide 
total.  >Ory  si  Ton  regarde  les  éléments  générateurs  comme 
des  petits  corps ,  on  voit  ,"par  ce  qui  précède ,  que  la  somme 
de  leurs  produits  par  les  chemins  que  décrivent  leurs*  centres 
de  gravité  I  est  égale,  au  produit  de  la  ligne  totale,  ou  de 
Ui  «uriaQe  totale,  multipliée  par  le  chemin  que  décrit  son 
centre  de  gravité.  Donc  ,  etc.  '      i'  ; 

y^id  quelques  applications  de.  ce  théorème. 

0 

'  ExempleI. 

•  36ï.  Trouver  la  Surface  d* un  triangle  ABC(Fjg.  162), 
Du  sommet  C  soit  abaissée  sur  la  base  ÂB  la  perpendi- 
culaire CD.  imaginons  que  la  base  AD  du  triangle  rectangle 
pàfriôl  ADC  soit  divisée  en  "uné'iilfihité  de  petites  lignes  élé^ 
medtaires  égalée  Km,  mn ,  np ,  etc. ,  ^étachées  les  unes  des 
autres ,  qui  se  meuvent  parallèlement  à  DC,  avec  des  vitesses 
inégales,  Ae  manière  que  leurs  centres  de  gravité  arrivent  en 
mâme  temps  sur  la  droite  AG;  Il  est  clair  que  le  milieu  ou 
centre  de  gravité  H  de  AD  parcourra  une  droite  HK  égale. 

37 
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à  la  moitié  de  la  liauteur  DCy  puisque  le^  triangles  sem- 
blables AHK.ADC,  domient,  AH:AD::HK:DC.  Or 
Faire  dtt  triangle  ADC  étant  la  somme  des  surfaces  engen- 
drées par  les  éléments  Am,  mn,  np,  etc. ,  et  cette  sonune 
étant  égale  an  produit  de  la  ligne  génératrice  entière  AD 
par  le  chemin  que  ^jiécrit  son  centre  de  gravité  ;  il  s'ensuit 

que  Taire ADC  =  AD  X  HK  =  ^^'^^  qui  est  la  moitié 

du  produit  de  la  base  par  la  hauteur.  On  démontrera  de 
même  que  la  surface  du  second  triangle  rectangle  par- 
tiel BDC  est  la  moitié  du  produit  de  sa  base  et  de  sa  hauteur. 
Ainsi  le  triangle  proposé  ABC  est  également  la  moitié  du 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  résultat  conforme  à  ce 
qu  on  sait  déjà  par  la  géométrie. 

• 

Exemple    II. 

362.  TaoxrvKR  la  solidité  tTune  pyramide  SABCDE 
(Fig.i63). 

Soit  abaissée  du  sommet  S  la  perpendiculaire  SO  sur  la 
base.  Par  cette  ligne  SO ,  et  par  les  arêtes  SA ,  SB ,  SC^  etc. , 
de  la  pyramide,  soient  menés  les  plans  SOA^  SOB, 
SOC,  etc. ,  qui  partagent  la  pyramide  proposée  en  pyra- 
mides triangulaires  SOAB,  SOBC,  etc.  Considérons  l'une 
SOAB  de  ces  dernières  pyramides.  Ayant  mené  par  la 
droite  SO  et  par  le  point  F  ,  milieu  de  AB',  le  plan  SOF,  qui 
coupe  le  plan  OAB  suivant  OF,  prenons  sur  cette  ligne  OF 
le  point  K ,  tel  que  Ton  ait  0K.=  \  OF,  pour  avoir  (io5)  le 
centre  de  gravité  du  triangle  OAB  ;  ensuite  menons  paral- 
lèlement à  OS  la  droite  KH,  qui  rencontre  S  F  en  H.  Cela 
posé ,  imaginons  que  la  base  OAB  de  la  pyramide  triangu- 
laire SOAB  soit  partagée  en  une  infinité  de  petites  surfaces 
qui  se  meuvent  parallèlement  à  OS,  de  manière  que  leurs 
centres  de  gravité  arrivent  en  même  temps  sur  la  face  trian- 
gulaire SAB.  Ces  petites  surfaces  engendreront  le  solide  de 
la  pyramide  SOAB  ;  et^  comme  le  centre  de  gravité  K  de  la 
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base  OAB  décrit  U  droite  KH^  qui  est  évidemment  le  tiers 
de  OS,  à  cause  des  triangles  semblaUes  FKH,  FOS,  il 
s'ensuit  que  la  pyramide  SOAB ,  qui  est  égale  à  OAB  x  KH, 

.      OAB  X  OS      ,    ,  X  j.      1     .       , 
aura  pour  expression = ,  c  est-a-dire  le  tiers  du  pro  • 

duît  de  sa  base  par  sa  hauteur.  La  même  chose  ayant  lieu 
pour  les  autres  pyramides  triangulaires  qui  composent  la 
pyramide  proposée^  nous  conclurons  que  cette  ^ramide 
est  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  ce  qu'on 
sait  encore  par  la  géométrie. 

ExeupleIIL 

363.  TaovvBA  le  solide  d'une  demi^sphere^ ^  ou  d'un 
dôme  en  plein  cintre  produit  par  la  réi^ohition  du  quart^e* 
cercle  ÂBMC  (  Fig.  164  )  autour  de  son  rayon  AC 

Si  Ton  imagine  que  Taire  génératrice  ABMC  soit  partagée 
en  une  infinité  de  petites  surfaces  ,  il  est  clair  que,  chacune 
de  ces  surface^  élémentaires  décrivant  une  circonférence  de 
cercle ,  qui  lui  est  continuellement  perpendiculaire  y  le  solide 
cherché  sera  égal  au  produit  de  l'aire  ABMC  par  la  circon- 
férence que  décrit  son  centre  de  gravité.  Or  le  centre  de 
gravité  F  du  quart-de-cercle  ABMC  est  placé  (  1 1 1  )  sur  le 
rayon  AM,  qui  le  divise  en  deux  parties  ^lés  ;  de  manière 

.       ..1          A    Tîo                AU       aBGxAM       4CN  X  AC 
flue  •  tirant  la  corde  Ud ,  on  a  •  Ar  = = ; 

et  par  conséquent  si  Ton  mené  FH  perpendiculaire  àAC , 

on  aura .  HF  =  ■  ^  ■>,  j.  .  à  cause  des  triangles  semblables 
'  3BMG  '  °     i 

ANC,  AHF,  qui  donnent,  AC  :  CN  :  :  AF  :  FH.  Donc  le 
solide  cherché ,  qui  est  égal  à  ABMC  X  cire.  FH ,.  aura  pour 

expression  ABMC  X  *"  X  4^ — r^,  en  nommant  ?»  le  rapport 
*  3BMC 

de  la  circonférence  au  rayon.  Mais  l'aire  du  secteur  ABMC= 
;  et  le  triangle  rectangle  isocèle  ANC  donne , 

4(CN)*=2(AC)\  Ainsi  l'expression  précédente  deyient 

17- 
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-A-BD^=7i  A1BCV9^'(91^  l^^prfxniere  fraction  est  la 
distance  KL  du  centre  de  gravité  K  du  quart  d'ellipse  ÂBD 
à.I^  jdroite  ,^D.^.et  la  secpnde  esj:  la^disitaaGeJ^U^ucentro 
dé  gravité  F  du  quart-de-cercle  ABC  à  la  même  ligne.  Donc^ 
puisque  ces  deux  distances  sont  ëgales^j  les  deux  centres  de 
gravité  K  et  F  sont  placés  sur  une  même  droite  FKG  per- 
pendiculaire à  AB;  '.  :(!  .'01  I  tiJi-iL:  r  10»  t^.vïw.  îf;  -y/-  .^■.^. 
,  Maiotenanct^y  tle  quart  d'elUpsejABH^cenitoumant  autour  de 
AI>^i  engendrer ucpaoli(hKqui«cpoiir>:exprtasiQa|  A£D  k  drtu 
KL  ^cOU  bœn  ABD.  X  vm^iËH*  Subâtiiaioiuupaur  AiBD  %A^y^ 

lL^_;ATlr^\jîAI>/-:  :»AfCxAB  ^  AD          BMC  X  AD    ^ 
leur  ABC  X  -j^,  ou  — = X  jg-,  ou -,  et  pour 

cifo.  FH  «a-valeur -îL-gL-j — (.gg^j.^  -Pexppeî»si6ii-<te  notre 

solide den^^tAî^  X  ^  ^.V^^\'>  PiijbiAn  (:^  x  (  AB  y) 

;X  tAD.  D'où  Ton  voit  que  la  solidité  du  dôme  surbâlissé^ 
produit  par  la  révolrition  ffù'- quart  tt'ellïpse  ABD  autour  de 
son  demi-axe  AD,  est  égale  au  produit  du  cercle  qui  lui  sert 
de  base  par  les  deux  tiers  de  sa  montée. 

On  trouvera  un  résultat  semblable  poiu*  la  solidité  du 

dÔirieSÙrinblité.'      •      ^'  >;- v:;  .v  ir  .-^  r:  :-•  c     'M     :^i>:v    1. 

Fin  du  Lis^re^rémUr^e  la^^efcénlié  Partièl^^^  ^-^ 

.    I   '  •■     .     :r  »«•*  .       ■'\    ur.  :     if  s-.  ;  ,     ::».  t'\'^-  ^'  ■♦ 
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LIVRE    SECOND. 

D£  LA,^  COMMUNICATION  DES  MOUVEMENTS. 


365.  bi  plusieurs  corps  agissent  les  uns  sur  les  autres ,  soit 
eu  se  frappant^  soit  en  se  tarant  ou  se  poussant^  par  des 
fils^  des  leyiers  interposés^  soit  de  toute  autre  manière 
qu'on  voudra  imaginer^  ik  ne  prennent  pas,  dans  un  instant 
proposé  ,  les  mêmes  mouvements  qu'ils  prendroient  si^  au 
commencement  de  cet  instant^  chacun  d'eux  deyenoit  libre^ 
et  n  éprouvoit  aucune  réaction  de  la  part  des  autres.  Car 
chaque  corps ,  en  vertu  de  son  inertie  particulière ,  tend  à 
conserver  en  ligne  droite  le  monvement  qu'il  a  reçu;  et^ 
comme  ce  mouvement  est  contrarié  par  ceux  des  autres 
corps ,  tous  ces  mouvements  doivent  se  troubler  et  s*altérer 
réciproquement  les  uns  et  les  autres ,  tant  pour  les  quan- 
tités que  pour  les  directions.  Les  mouvements  perdus  par 
certains  corps  sont  gagnés  p^r  les  autres^  ou  en  totalité  si 
le  système  est  d'ailleurs  parfaitement  libre,  et  n'éprouve  la 
résistance  d'aucun  obstacle  étranger  et  fixe^  ou  seulement 
en  partie  s'il  se  trouve  dans  le  système  de  tels  obstacles  ;  car 
ces  obstacles  y  lorsqu'ils  ont  lieu ,  influent  sur  les  quantités 
et.  les  directions  des  mouvements.  Mais^  dans  tous  les  cas, 
on  aura  le  vrai  mouvement  de  chaque  corps,  pour  un  in- 
stant donné  ,  en  déterminant  convenablement ,  pour  cet 
instant ,  les  conditions  de  l'équilibre  entre  les  mouvements 
perdus  et  les  mouvements  gagnés  :  c'est  ce  que  nous  allons 
faire  voir  dans  les  chapitres  suivants,  par  la  solution  d'un 
certain  nombre  de  problèmes  choisis ,  qui  se  rapportent  aux 
différentes  manières  dont  les  corps  peuvent  agir  réciproque- 
ment les  uns  sur  les  autres. 
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366.  NouB  avons  vu  (âg6)  que  la  t(i^tcé  d^â  càtps  eà 
mouvement ,  ou  la  quantité  de  mouvetutat  qui  est  TefFet 
de  cette  force ,  s'estime  en  gâiéral  par  lé  produit  de  la 
masse  et  de  la  vitesse  du  mobile*  Ainsi  la  qùantitjé  de  thott- 
vement  perdu  par  un  corps  j  ou  la  mesure  de  U  forcé 
capable  d*opérer  cette  perte ^  est  le  produit  de  la  masse 
du  mobile  par  la  vitesse  perdue  ;  car  on  doit  mesurer  de  la 
même  manière  les  forces  qui  détrmsent.le  mouvéïhent  et 
telles  qui  le  produisent ,  puisqu'il  faut  ëvideAiment  em^- 
ployer  autant  de  force  pour  détruire  un  certain  mouveâient 
qu'il  en  a  fallu  employer  pour  le  produire.  De  méme^  la 
quantité'  de  mouvement  gagné  par  un  corps ,  ou  la  mesuré 
de  la  force  qui  opère  ce  gain,  est  le  produit  de  la  masse  du 
corps  par  la  vitesse  gagnée. 


ÉkMHBHMHMMHhiÉMMril 


CHAPITRE    PREMIER. 


Du  Choc  des  Corps. 


Z6j,  On  distingue  en  général  trois  espèces  de  corps,  le^ 
corps  durs  y  les  corps  élastiques ,  et  les  corps  mous. 

Un  corps  c^t  dur  ,  et  sa  dureté  est  parfaite^  lorsqu'il  est 
d  une  roideur  inflexible  y  et  qu'il  ne  s'applatit  aucunement 
par  la  Compression. 

Un  corps  est  élastique  ;  et  son  élasticité  est  parfaite, 
lorsqu'il  s'applatit  par  la  compression ,  et  qu'il  réprend  en-* 
suite  sa  première  figure  lorsque  cette  i^omprëBsion  vient  à 
cesser. 

Un  corps  est  mou^  et  sa  mollesse  est  parfaite,  lorsqu'il 
s'applatit  par  la  compression ,  et  qu'il  reste ,  lorsqu'elle 
cesse,  dans  l'état  auquel  elle  l'a  réduit. 

Il  n'existe  ni  dureté  ;  ni  élasticité ,  ni  mollesse  parfait 
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tous, les.  cprpj  participent^  pi  us_  ou  moins  de  ces  trois  qua- 
lités. Mais  il  est  permis  d  admettre ,  par  voie  d'hypothèse^ 
Texistence  de  corps.^  pariai temeat  durs  ^  ou.  élastiques ,  ou 
mous ,  sauf  à  rectifier,  suivant  l'exigence  des  da6>  les  résul- 
tats qu'on  aura  tirés  de  cette  hypothèse. 

Nous  donnerons  d'abord  les  lois  du -choc  dés  corps^4ur»> 
en  supposant  que  leur  dureté  est  parfaite  ;  ensuite  nous  en 
conclurons  celle  du  choc  des  corps  élastiques ,  a<Ht  que 
Ijélasticité  soit  parfaite  ou  non.  Les  corps^  parfaitement 
mous  peuvent  se  rapporter  aux  corps  élastiques,  en  suppo- 
sant que  Tëlasticité  est  infiniment  petite  ;  nous  Verrons^  que 
les  lois  du  choc  des  corps  parfaitement  mous  sont  les  mêmes 
que  celles  du  choc  des  corps  parfaitement  diira. 

368.  Avant  que  d'entamer  cette  matière^  nous  obser- 
verons qu'il  est  indifférent^  quant  à  TefFet  de  la  percussion; 
que  les  corps  se  meuvent  sur  un  plan  horizontal  ou  sur  tout 
autre  plan  :  car  (3o2)  la  force  de  la  përcusâion'é£ant  infinie 
par  rapport  à  chaque  action  isolée  et  instantanée  de  la  pe- 
santeur ,  qui  est  une  simple  pression  ^  il  est  clair  que  les 
effets  résultants  du  choc  mutuel  des  corps  sont  les  mêmes , 
soit  que  la  pesanteur  agisse  ou  non.  Tous  les  changement» 
que  la  pesanteur  pourroit  produire  dans  les  vitesses  des 
corps  seroient,  ou  antérieurs,  ou  postérieurs  à  ceux  qui  sorit 
produits  par  la  percussion.  Néanmoins,  pour  que  l'esprit 
ne  soit  pas  distrait  de  Teffet  que  nous  devons  considérer  ici  | 
nous  imaginerons  que  les  corps  se  .meuvent  uniformémeiit 
sur  des  plans  horizontaux  parfaitement  polis,  qui  détruisent 
par  conséquent  l'effet  de  la  pesanteur ,  et  qui  n'occasionnent 
aucun  frottement.  De  plus,  noua  supposerons  que  les  corps 
sont  sphériques  et  homogènes  ;  car  il  n'est  question  dans  ce 
chapitre  que  du  simple  mouvement  des  mouvements  de 
rotation  autour  de  ce:  point. 
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j       ^  Proposition  I.-PROBtâM;E.'  ? 

3»92'-IiE  bàr^is^mir  V^  (  Rg.  '\m)'amnrchàquetHeèorpi 
dùr'B  ^  qui^Juié^ directement  âe^àrit  lidwet  une  inôitidfè 
iHi'ès^è'f  ' trouver  là  vitesst  dès  deux  corps' tiprès^ le  choé: '  '  " 

•4^.  liamatièreétâhtimpéiréttabfe  ;  3 estf  clair  ijtie/ lorsque 
le  corps  A  aura  atteint  le  corps  fi  pîècfr  sût  skToutç^'îl  agirai 
sur  hiF  et  le  poussera  jtiscjii'à  ce  qu'ils  'àiiëht  tous  deux  la 
iriéïlie'TÎtefeé. -Alors  cette^aiitîon  y  qui  s'èxérce  dans  un  temj^à 
très  càfurt,^cé§yerà  eûtîèîpétflèidif^'ét  lèS  deux  corps  c'ohtï- 
hùétbnfà  marcWér*  de  cOtopâfgnie  avec  la  même  Vitesse?  i 
cbimné' s%  'ne  composoiént  qù'uhe- seule  et  tnéme  masse  i 
imisqu'il  n'y  a  point  de  ressort  qui  puisse  les  obliger  à  se 
séparer.  \  ^ 

'  2*^.  Eià  vei-ttï  de  leurs  inertièV  particulières  ,  les  deux 
corps  A  et  B  résistent  au  chângetrierit  que  lé  choc  tend  \ 
produire  dans  leurs  états  respectifs  \  et  cette  résistance  est 
telle  que  la  quantité  de  mouvement  perdu  par  le  corps 
choquant  A  est  nécessairement  égale  à  la  quantité. de  mou- 
vem'ent  gagnée  par  le  corps  choquée.  Or,  si  l'on  nomme  V 
la  vitesse  de  A  avant  le  choc,  u  la  vltéssfé  de  B  aussi  avant 
le  cjhoc ,  x  la  vitesse  commune  des  deui^corps  aprè^  le 
choc ,  il  est  visible  qu'en  vertu  du  choc  la  vitesse  perdue 
^ar  A  est  Af -^-  a; ,  et  la  vitesse  gagnée  par  B  est  ^  —  w.  Ainsi 
on  aura  l'équation  . A  (  V  r—  çc  )  =: B  ( a:  • —  u)\  d'où  Ton 

tire'a7=:  -^ .  La  vitesse  commune  des  deux  corps  aprM 
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le  choc  est  donc  égale  à  la  somme  des  quandiis  de  mowp* 
menés  ai^ani  le  ehocy  dwisèe  par  la  somme  des  corps. 

GOUOLLAIRS     I. 

370.  Eir  mettant  pour  x  sa  yalenr  dans  l'expression 
y  —  a?  de  la  vitesse  perdue  par  le  corps  A  y  et  dans  celle 
X  —  u  de  la  vitesse  gagnée  par  le  corps  B  ^  on  trouvera , 

B(V  — tt)       ^  A(V  — tt)     ^  ,    „ 

y— 3?=—^: — =-J^,  etoî— M= — ^^ --*.  Par  ou  ion 

A+B     '  A-4-B 

voit  que  la  vitesse  perdue  par  le  corps  choquant  ess  égale 
au  produit  du  corps  choqué  par  la  différence  des  vitesses 
avant  le  choc ,  divisé  par  la  somme  des  corps  ;  et  que  la 
vitesse  gagnée  par  le  corps  choqué  est  égale  au  produit  du 
corps  choquant  par  la  différence  des  vitesses  avant  le  choc  y 
divisé  par  la  somme  des  corps. 

Les  valeurs  générales  des  vitesses  Xj  Y  —  x,  x  —  u, 
sont  susceptibles  d'une  infinité  dapplications  particulières^ 
selon  les  relations  qui  existeront  entre  les  quantités  A^B^y,  u. 
Supposons,  par  exemple^  que  le  corps  B  soit  en  repos  au 
moment  du  choc  y  et  que  le  corps  A  soit  double  du  corps  B  : 

on  fera ,  1/  =r  o ,  B  =  — ;  et  alors  on  trouvera ,  «  =:  -  V^ 

y  —  a:  =  ^y,  X  —  w  =  |V.  Nos  lecteurs  s'exerceront 
d'eux-mêmes  à  d'autres  applications. 

CorollaireIL 

371.  Avant  le  choc ,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  des 
deux  corps  A  et  B  est  .  '* ,  et  la  quantité  de  mouve- 
ment du  système  de  ces  corps  est  AV  H-  Bu  (354).  Or  nous 
avons  ici  en  général,  a:  =  — .3— !îet(  A+B)  j;=AV-*-Bi/. 

Ainsi  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  quantité  de  moU" 
vement  du  système  des  deux  corps  sont  les  mêmes  après  le 
choc  qu'avant  le  choc. 
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Proposition    IL    Problème. 

372.  Supposons  maintenant  que  les  deiuf  corps  viennent 
à  la  rencontre  îun  ie  Vautre  (  Fig.  167  ) ,  o/t  demande  leur 
vitesse  après  le  choc. 

II  est  clair  que  celui  des  deux  corps  A  et  B  ^  qui  a  la  plus 
grande  force  ou  la  plus  grande  quantité  de  mouvement  (  et 
que  j^appelle  corps  choquant  )  obligera  l'autre  à  rebrousser 
chemin^  et  qu*après  le  choc  ils  ma^chero^t  dé  compagnie 
avec  la  même  vitesse ,  comme  s'ils  ne  faisoient  qu  une  seule 
et  même  masse.  Soit  A  le  corps  choquant  ^  B  le  corps  choqué; 
et  soient  nommées  Y  et  z/  respectivement  les  vitesses  de 
A  et  B  avant  le  choc.  On  pourroit  déterminer  la  vitesse 
commune  des  deux  corps  après  le  choc,  en  faisant ,  suivant 
l'algèbre ,  u  négative  dans  l'expression  de  a:  ^  qu'on  a  trou* 
vée  (^69);  mais  voici  la  solution  directe  du  problème. 

La  quantité  de  mouvement  que  perd  le  corps  choquant  A 
est  toujours  égale  à  la  quantité  de  mouvement  que  le  corps 
choqué  B  gagne  dans  le  sens  du  mouvement  du  premier 
corps.  Or^  nommant  x  la  vitesse  commune  des  deux  corp% 
après  le  choc,  il  est  visible  d'abord  que  V  —  x  est  la  vitesse 
perdue  par  le  corps  A.  D'un  autre  côté ,  1/  -f-  a:  est  la  vitesse 
gagnée  par  le  corps  B  dans  le  sens  de  V  ;  car,  1^.  ce  corps 
doit  gagner  dans  le  sens  de  V  une  vitesse  qui  détruise  la 
vitesse  contraire  u ,  avec  laquelle  il  vient  à  la  rencontre  de  A. 
a^.  Il  gagne  encore  dans  le  même  sens  la  vitesse  x^  avec 
laquelle  il  se  meut  après  le  choc.  Ainsi ,  eu  égard  à  tout ,  il 
gagne  la  vitesse  (a  -+-  a?).  On  aura  donc  l'équation  A(  V— «) 

=  B(  w-f-o:),  laquelle  donne,  a:=       ""p">  d'où  l'on  voit 

que  la  vitesse  commune  des  deux  corps  après  le  choc  est  égale 
à  la  différence  des  quantités  de  mouvements  avant  le  choe  , 
diA^isée  par  la  somme  des  corps. 

Corollaire    I. 
375.  Mettons  pour  x  sa  valeur  dans  l'expression  V — X 
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de  la  vitesse  perdue  par  A ,  et  dans  celle  u-^  x  de  la  t1- 

tesse  ga^^'pâr  B  dans  lé  sens  de' Y;  nôustrouVerons^ 

V  —  xz=z  — — -î- — i ,  et  z^  +  :i;  =  — ^^ — -- — - 

A-4-B   ^"i       •  ^      •        A4-B 

On  fera  de  ces  formules  les  mépies  applications  qu^on  a. 
indiquées  :(37o)<peur  celles  du  premier  <»Sf   ^    t 

Go^O'L  L^.IR  E     ir     _       . 

*  374.  A  vaKt  le  chocl,  la' vitesse  du  ceiitre  de  grai^îtiS  dés? 

d'eux  corps  dans  le  sens  de  A^  est  — -^  ,  et  la  quantité 

de  mouvement  du  système  dans  le  même  sens  est  AV — Bu 

(354).  Or  nous  avons  ici,  a?=  — "^^  ■■  >^(AH?'B)  j?=: 
>       f  /  .  .    »        .      A-f-B  /    » 

AV  —  Bi/.  Donc  /a  vitesse  du  centre  de  grax^Ué ,  et  la  quart' 
tité  de  mouvement  du  systénie  sont  les  mêmes  après  le  choc 

qu  avant  le  choc ,  dans  le  sens  du  corps  choquant.  -  . 

1  .     ■    ■  • 

V  t 

Proposition    III.    Problème.' 

■   •  » 

375.  Un  corps  élastique  allant  clioquer  un  autre  corps 
élastiqi^e ,  quijuit  devant  lui,  ou  qui  vient  à  le- rencontrer  ^ 
déterminer  les  vitesses  des  deux  corps  après  le  cJioc, 
,  Imaginons  gue  lés  deux  corps  proposés  A  et  B(  Fîg.  168) 
soient  privés  de  leur  élasticité,  et  que  pour  en  tenir  lieu  on 
mette  entre  eux  un  ressort  ACB ,  qui  se  comprime  lorsque 
les  corps  se  frappent,  et  qui  se  détend  ensuite  lorsque  l'ac- 
tion à'vLix  corps.sur  l'autre  cesse  tout^àfait.  Soit  AGB  l'état 
naturel  de  ce  ressort ,  c'est-à-dire  l'extension  qu'il  prend 
lorsqu'il  est  libre,  et  que  rien  ne  le  comprime  ;  et  supposons 
qu'en  vertu  de  la  percussion  il  se  réduise  à  l'espace  aGb. 
Si  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques ,  ou.  que  le 
ressort  fictif  interposé  soit  parfait ,  ce  ressent  reviendra  à 
y)n  premier  état,  lorsque  la  percussion  cessera  ;  et  s'il  n'est 
pas  parfait,  il  prendra  un  autre  état  DCE.  Je  suppose,  pour 
donner  toute  la  généralité  possible  au  problême ,  que  le 
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X^^Tt:  jç^yiienu^  à Ja.sitpatioxL  indétermû^ëeDGE.  Dans  le 
ças.oifje  Ti^^ort  xeivieiidroit  >à  «m  état  pâmitif*  ACB,  la 
force  éla^,tique  seroit  égale  à  I4  force  qui  a^jjoduit.la  pery 
cussion/Mais ,  dans  le  cas  présent ,  la. première  force  n'est 

qtf'tiûie'teitainfé'  partie  de  la  'sécqnder  Soit  en  général  —  le 

rapport  de  lelasticité  a  la  percussion.  Le  nombre/?  sera  =^0, 
lorscfueïês  corps  seront  parfaitement  durs  ou  mous;  etp 
sera  ==  1 ,  lorsgue  les  corps  seront'pàrfaitéih'ént  élastiques; 
Toutes  les  valeurs  de  p  sont  donc  comprises  entre  les'  li- 
mites  o  et  1  • 

Cela  posé",  j'observe  qu'au  moment  où  les  corps  s'at- 
teignent,  ils  agissent  Tun  sur  Tautre  exactement  de  la  même 
manière  que  s'ils  étoient  parfaitement  durs.  Pendant  quils 
se  pressent,,  le  ressort  se  tend ,  et  la  percussion  ne  finit  que 
lorsqu'ils  ont  tous  deux  la  même  vitesse  dans  le  même  sens  : 
alors  rélasticité  entre  en  exercice,  et  ptodiiït  un  nouveau 
charigèmerit  dans-  les  vitesses  des  deïix  corps.  Ce'  double 
effet  de  la  percussion  et  de  l'élasticité  s'opère  dans  un  temps 
très  court  ;  mais ,  quelque  court  qu'il  soit,  on  y  peut  dis- 
tinguer deux  parties ,  l'une  relative  à  la  percussion  et  pen- 
dant laquelle  le  ressort  se  comprime,  l'autre  relative  à 
l'élasticité  et  pendant  laquelle  le  ressort  se  détend. 

Soit  A  le  corps  choquant,  c'est-à-dire  celui  des  deux  corps 
qui  fi  la  plus  grande  vitesse  lorsqu'ils  vont  d^us  le  même 
sens  avant  le  choc,  ou  la  plus  grande  quantité  de  mouver 
ment  lorsqu'ils  vont  en  sen&  contraires  ;  B  le  corps  choqué; 
V,  la  vitesse  de  A  avant  le  choc  dans  le  sens  MN  ;  i^ ,  la 
vitesse  de  B  dans  le  sens  MN  ,  ou  dans  le  sens  opposé  NM. 
Il  est  clair  qu'après  le  choc ,  la  vitesse  de  A  dans  le  sens  MN 
«era  là  vitesse  V -moins  la  vitesse  éperdue  par  ce  corps,  et 
que  la  vitesse  de  B,  aussi  dans  le  sens  MN,  sera  la  vitesse 
qu'il. «aura  gagnée  danfe  ce  sens-,  plus  ou-ntoins  sa'Vitefese 
prinfttîVe;  Or,  r°.  en^  vertu  de  la  percussion,  le  corps  A 

perd  une.  vitesse  exprimée  par  ~y-IIL-.^  (  570,  ^yS);  et,  en 


;.:A  4-  B. 


•  •  »*   "•.'»■■ 
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▼eitu  du  ressorti  qui^  en  se  détendant ,  le  repousse  dins 
le  sens  A  M  ^  il  perd  une  nouvelle  yitesse ,  qui  dcHt  être 

exprimée  par  ^I-i — =^^ ,  puisque  la  percussion  et  Télasdcité 

étant  entre  elles  dans  le  rapport  de  1  kp,  doivent  produire 
sur  un  même  corps  des  effets  qui  soient  entre  eux  dans  le 
même  rapport.  Ainsi ,  en  tout ,  le  corps  A  fait  une  perte 

de  vitesse ,  exprimée  par  \  ^  /  4-  '^ — ^ — ^  '  ^  ou  par 
\1 — Ll — L-JÎl1/.  Donc  la  vitesse  de  A  après  le  choc .  dans 

A  +  iS  * 

le  sens  MN ,  sera  représentée  par  V  —  l — n^^  • 

2^.  En  vertu  de  la  percussion ,  le  corps  B  gagne^  dans  le 

sensMN,  une  vitesse  exprimée  par     ^   '^^'  (  670  ,  SyS  )  ; 

et^  en  vertu  du  ressort^  qui^  en  se  détendant^  le  pousse 
encore  dans  le  sens  MN  ,  il  doit  gagner  une  nouvelle  vitesse 

exprimée  par  ^i — ^^-^p  «n  raisonnant  à  cet  égard  comme 

A  -4-  B 

pour  le  corps  A.  Ainsi ,  en  tout ,  le  corps  B  gagne  ^  dans  le 
sens  MN,  une  vitesse  exprimée  par  ^i^^-H^-^^^^^  , 

ou  pari-î — ^^''  ^,  "*""  .  Donc  la  vitesse  du  corps  B,  après 
le  choc,  dans  le  sens  MN,  sera  représentée  par  .  .  .   . 

A+B  — "• 

Remarque# 

376.  Ces  formules  sont  susceptibles  d'une  infinité  d'appli- 
cations. Mais  il  faut  remarquer  dans  ces  applications , 

1°.  Que  le  corps  choqué  B  marchera  toujours  après  le 
choc  dans  le  sens  du  corps  choquant  A  ;  ce  qui  est  d'abord 
évident  pour  le  cas  où  les  deux  corps  vont  dans  le  même 
sens  avant  le  choc  \  et  ce  qui  a  lieu  aussi  lorsque  les  corps 
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fiennent  à  la  rencontre  Tun  de  Fautre^  parcequ'alors  nous 
avons  pris  pour  le  corps  choquant  A  celui  qui  a  la  plus 
grande  quantité  de  mouvement;  d'où  il  r^ulte  que  ce 
corps  A  doit  obliger  l'autre  B  à  rebrousser  chemin^  pendant 
la  partie  du-  temps  relative  à  la  percussion ,  et  qu'ensuite 
le  ressort  >  s'il  y  en  a  ^  pousse  encore  le  corps  B  dans  le 
même  sens. 

2^.  Que  le  corps  choquant  A  peut  revenir  sur  ses  pas 
après  le  choc.  Ce  cas  aura  lieu^  lorsqu'on  trouvera^  pour 
l'expression  de  la  vitesse  de  ce  corps  après  le  choc ,  une 
quantité  négative. 

Corollaire.    L 

577.  Supposons  ;?  =  0 ,  ou  que  le  ressort  fictif  ayant 

été  réduit  par  la  percussion  à  Tétat  aCb ,  y  demeure^  ce  qui 

est  le  cas  des  corps  parfaitement  mous.  Alors  on  trouve^ 

comme  poyr  les  corps  parfaitement  durs ,  que  les  deux 

corps  A  et  B  ont ,  après  le  choc ,  une  même  vitesse  expri« 

,  AVdbBi* 

méepar.^^— g-. 

Corollaire    IL 

378.  SoiT/isi^ce  qui  est  le  cas  des  corps  parfaitement 
élastiques^  la  vitesse  de  A,  après  le  choc^  est  V~^— i— i^  j 

et  celle  de  B  est  - — r — ^^— :  ±  u. 

A  +  B 

Corollaire    III. 

S79.  Si  l'on  multiplie  les  corps  A  et  B  chacun  par 
l'expression  générale  de  sa  vitesse  après  le  choc^  et  qu  on 
ajoute  ensemble  les  deux  produits,  on  aura  pour  somme, 

Ar+-B  A-f-B  *^ 


/ 
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§LQU  qui  Sie  réduit  i  A  V  ±  Bu.  D'où  il  résulte  qu'après  le 
çhop  ^  la  quantité  de  mouvepient  chi  système  et  h.  vitesse  du 
centre  de  gravité^  dans  le  sens  du  corps  choqûknt .  sont  les 
mêmes  qu-'àvaiUrlrcfaoc/Cîaoy^M'iiiâ  h'dâ»^  X-là^ïëàsé 
4^. neutre  de  gravite  avant  le  choc^  Z  s|i  vitesse  aprè«  le 
çboie,  ,on  a  les  équations^  (A -tHB  )Xç=:  AV±Bi/, 

.      CoaOLLAIRE,   IV. 

•  t  -v  ■  ♦        •  ,  . 

f 

380.  Qu'on  multiplie  chaque  corps  A  et  B  par  le'quarré 
de  sa  vitesse  générale  après  le  choc  ^  et  qu'on  ajoute  en- 
semble ces  deux  produits  ^  on  aura  pour  somme 

Compression  qui  ^ réduit  -à*  AY* 4- -Bi^?^-i*>i'i  .i  ^i  '    i    •  •*'"^  ^ 

D  ou  1  on  voit  que  si  /;  =  i  ^  la  somme  des  prodmts  des 
corps  par  lès  quarrés  de  leurs  vitesses  e^ttïmétiié^fèsié 
choc  qu'avant  le  choc  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  la  conservation 
des  forces  vwes ,  parcequ'on  entend  par  Isl  force  vwe  d'un 
corps  le  produit  de  ce  corps  par  1^  qua^rré  de  sa  vitesse. 
Mais  si  p  n'est  pas=  i ,  il  y  a,  en  vertu  du  choc,  une  perte 

de  forces  vives ,  exprimée  par  -^ i—^^ ^ —     ■  ' . 

Ainsi ,  dans  le  choc  des  corps  parfaitement  élastiques ,  la 
coThserçation  des  forces  vives  a  lieu  en  son  entier;  mais, 
dans  le  choc  des  corps  imparfaitement  élastiques  ,  Use  fait 
une  perte  de  forces  visses ,  qui  est  d^  autant  plus  grande ,  que 
ces  corps  approchent  davantage  d'être  parfaitement  durs,  ou 
parfaitement  mous. 

.     ■.  ■       ;    ;  •.  ■  i    ,  •       . 

CoapxLAïaE    V.        -     r-    ••    • 

38 1.  Le  nombre/;,  qvii  exprime  l,e,rapport  dei  .l'élasticité 
à  la  percussion,  peut  être  déterminé  dans  chaque  cas  par 


IL     PART.     L  I  V.    I  I.     C  H  4  P.     I.  S^S 

une  expérience  immédiate  ;  car  il  ne  faut  pour  cela  qu  égaler 
r expression  générale  de  la  vitesse  de  Tun  des  corps  après  le 
choc  j  i  la  vitesse  que  prend  réellement  ce  corps  ^  et  tirer 
de  cette  éqoation  la  valeur  de  p. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  les  corps  A  et  B  soient 
égaux  j  et  que  B  soit  en  repos  à  l'instant  du  choc.  En  faisant 
B  =  A,  ii*==  o ,  dans  les  formules  qu'on  a  trouvées  pour 
les  vitesses  après  le  choc,  la  vitesse  du  corps  A  deviendra^ 

V  —  ^^Jlfj—,  et  celle  du  corps  B  deviendra,  - — ^-- .  Soient 

a  et  b  les  vitesses  qu'ont  réellement ,  suivant  Texpérience , 
ces  deux  corps  après  le  choc  ;   on  aura  les  équations , 

a  =  V  — ii±^  ,  b  =  ilSÏZll ,   lesquelles    donnent , 

p  •=.  \ ^ ^  p=       —  1.  Ces  deux  équations ,  par  cha- 

cune  desquelles  on  peut  déterminer  /; ,  donnent  l'équation 
de  condition  û  -f-  ^  =  V. 

Corollaire    VI. 

382.  Soie  NT  (Fîg.  169)  une  suite  de  corps  A,  B,  C,  etc., 
en  progression  géométrique  décroissante  ,  dont  la  raison 
est  ç  ;  que  le  corps  A  ,  seul  en  mouvement  au  premier 
instant,  aille  choquer  B;  que  B ,  mis  ainsi  en  mouvement, 
choque  C;  que  de  même  C  choque  D;  ainsi  de  suite,  de 
manière  que  le  mouvement  se  propage  du  premier  corps  au 
dernier.  La  ^vitesse  de  celui-ci  se  trouve  facilement  par  les 
formules  précédentes. 

En  effet,  si,  dans  l'expression  générale  qu'on  a  trouvée 

(SyS)  pour  la  vitesse  de  B  après  le  choc ,  on  fait,  conformé- 

A 
ment  à  la  présente  supposition ,  z/  =  o,  Bz=:  —  ;  c Jtte  vî- 

7 

tesse  deviendra ,  V  x       . _/  ^.  Comparant  le  corps  C  avec 

le  corps  B  ,    comme  on  a  comparé  le  corps  B  avec.  Iç 
corps  A  ;  on  trouvera  que  la  vitesse  de  C  après  le  choc 

18 
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estfv  X  il±lh)  X  ^±i^^  c'est-à^ire V  x  il±J^^ 
semblablement^  la  vitesse  de  D=z:  V  x    .^^.rA  ;  celle  de 

E=:  V  X  LL±£-Li-;  et,  en  général,  si  Ion  nomme  n  le 

nombre  des  corps ,   s  la  vitesse  du   dernier ,  on  aura  ; 

If— 1    »— • 

«  =  V  X  ^  ^ ^ • 


7Z 


Soient ,  par  exemple,  ^  =  2,  «=  lo  ,  et^  =  o,  ce  qui 
est  le  cas  des  corps  parfaitement  durs  ou  mous:  on  trou- 
vera, z  =  V  X  r^. 

Soient  encore  7  =  2,  »  =  10  ;  mais ,  supposons  /^  =  1  ^ 
ce  qui  est  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques  :  on  trou- 
vera,  Z  i— -i    V     X       Îg6g4  "• 


SECTION    II. 


Du  Choc  indirect  des  Corps. 


383.  Cf  KTTE  matière  est  fort  riche;  mais  je  me  bornerai  à 
quelques  problèmes,  qui  mettront  suffisamment  le  lecteur 
sur  la  voie  de  ces  recherches.  Je  supposerai ,  pour  abréger 
encore ,  que  les  corps  dont  il  va  être  question  sont  parfaite* 
ment  durs ,  ou  parfaitement  élastiques. 

Proposition   I.    L]emme. 

S84.  Si  un  corps  sphérique  et  dur  A  (  Fîg.  irjo)va  cho^ 
quer  obliquement  un  corps  sphérique  et  dur  B  en  repos ,  la 
•vitesse  du  corps  A ,  après  le  ckbc ,  sera  à  la  vitesse  du 
corps  B,  comme  le  sinus  total  est  au  cosinus  de  l'angle  que 
^ront  entre  elles  les  directions  de^  deux  vitesses. 
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Soit  I AF  la  direction*du  corps  A  avant  le  dioc«  Il  est  clair 
que  la  percussion  se  fait  à  l'instant  que  la  distance  AB  des 
centres  des  deux  corps  est  égale  à  la  somme  de  leurs  rayons. 
On  voit  encore  que  AB  sera  la  direction  du  corps  B  après  le 
choc.  Soit  AZ  la  direction  du  corps  A  aussi  après  le  choc; 
et  supposons  que  y  pendant  la  durée  instantanée  de  la  per- 
cussion ,  tes  deux  corps  parcourent  les  espaces  infiniment 
petits  Aa  ,  Bb.  Soit  tirée  la  droite  ab;  on  aura,  ab=zAB , 
puisque  les  deux  corps  se  touchent  en  parcourant  Aa,  Bb. 
Du  point  b  comme  centre,  soit  décrit,  avec  le  rayon  Z>A, 
l'arc  infiniment  petit  Airij  entre  les  côtés  A  A,  bam,  de 
l'angle  infiniment  petit  Abm.  En  retranchant  membre  à 
membre  Téquation  BA  =  ba^  de  l'équation  b  A  =  bm,  on 
aura,  Bb  =  am.  Cela  posé  ,  le  petit  triangle  amA,  qu'on 
peut  considérer  comme  un  triangle  rectiligne  rectangle 
en  m,  donne  cette  proportion,  où  je. nomme  R  1^  sinus 
total ,  Aa  :am  ou  Bb::R:  sin.  aAm  :  :  R  :  cos.  BAZ,  Or 
Aa  et  Bb  sont  les  vitesses  des  deux  corps  à  Tinstant  où  finit 
le  choc,  et  par  conséquent  aussi  leurs  vitesses  après  le  choc. 
Ainsi  la  vitesse  du  corps  A  après  le  choc  est  à  la  vitesse  du 
corps  B,  comme  le  sinus  total  est  au  cosinus  de  l'angle  que 
font  entre  elles  les  directions  des  deux  vitesses. 

Proposition    IL    Problème. 

385.  Le  corps  dur  A  (  Fîg.  171  )  allant  choquer  oblique^ 
ment  le  corps  dur  B  en  repos ,  trouver  les  vitesses  de  ces  deux 
corps  après  le  choc. 

Supposons  qu'à  l'instant  du  choc  oh  foigne  les  centres 
A  et  B  des  deux  corps  par  la  droite  AB  ;  cette  .ligne  sera  la 
direction  de  la  vitesse  du  corps  B  après  le  choc.  Représen- 
tons par  AM  la  quantité  de  cette  même  vitesse.  Soient  A  F 
la  vitesse  du  corps  A  avant  le  choc ,  AE  sa  vitesse  après  le 
choc.  Ayant  construit  le  parallélogramme  AEFH ,  on  re- 
marquera que  la  vitesse  primitive  AF  peut  être  décomposée 
en  deux  autres  AE ,  AH.  Ainsi  le  corps  choquant  est  dans  U 

i8. 
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même  cas  que  si ,  ëtant  arrivé  en  A^  il  étoit  animé  des  deux 
vitesses  A£^  AH.  Or  il  prend  réellement  la  vitesse  A£; 
donc  AH  est  la  vitesse  qu'il  perd ,  et  c'est  en  vertu  de  cette 
vitesse  toute  entière  quil  pousse  le  corps  B.  Donc  AH 
tombe  sur  la  direction  AB;  et  on  a  Téquation  fondamentale , 
(A)    A  X  AH  =  B  X  AM. 

la  vitesse  donnée  A  F =V 

le  sinus  total =1 

le  sinus  de  Tangle  donné  BAF     .     .  '=z.a 

Supposons   i  son  cosinus ==  ^ 

la  vitesse  inconnue  AE =  :c 

le  sinus  de  l'angle  inconnu  FAE    .     .  =  ^ 

son  cosinus =  z. 

L'angle  BAE  étant  égal  à  la  somme  des  deux  angles 
BAF ,  FAE ,  on  aura ,  sin.  BAE  oU  sin.  AEF  =  az  +  hy; 
COS.  BAE=iz  —  ay.  Le  triangle  AEF  donne ^  sin.  AFE  ou 

sin.  BAF  {a)  :  sin. FAE  (y)::AE(x): EF  ou  AH  =  ^.  D'un 

autre  côté,  on  a  ,  AM=  AE  x  cos.  BAE  z=zx{hz  —  ay). 
Mettant  ces  valeurs  de  AH  et  de  AM  dans  l'équation  (A), 

on  aura,  -^=Ba?(fez  —  ^y)j  oubienAj^zrBaôjs  —  Baûy, 

ou  bien  (  A4-Ba-)/=:B«^z,  ou  bien  (  en  mettant  pour  z  sa 
valeur  v/  (  1  — yy)y  quarrant  chaque  membre  et  dégageant  j^) 

r  = ^ : .  Mettant  c^itte  valeur  de  y  dans 

Téquation  z  =  [/  (  1  — yy)f   on  aura^ 

A  +  B/z' 

Le  triangle  AEF  donne  encore  ,  sin.  AFE  ou  sin.  BAF  (a) 
:  (  sin.  AEF  (  az-+-by  )  :  :  AE  (x)  :  AF  (V)  ;  et  par  conséquent 

X  zz: — -.  Mettant  dans  cette  équation  pour  y  et  z  leurs 

valeurs  ,   on  trouvera  (  en  observant  que  o*  +  &*  =  1  ) , 

Vv/r(AH-B/z'r-+-B'û'A'] 

X  z=z -i- — — , 

A+B 
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Connoissant ,  au  moyen  des  valeurs  de^,  z ,  a? ,  la  direc- 
tion et  la  quantité  de  la  vitesse  A£  du  corps  choquant  après 
le  choc,  on  connoîtra  aussi  la  vitesse  AM  du  corps  choqué, 
puisque  AM=:  AE  X  cos.  BAE.  L'expression  de  cette  vi- 
tesse en  ligne  se  trouve  tout  de  suite,  en  abaissant  du 
point  E  la  perpendiculaire  EM  sur  AB  ;  car  alors  AM= 
AE  X  COS.  BAE. 

Proposition    III.    Problème. 

386.  Le  corps  élastique  A  allant  choquer  obliquement  le 
corps  élastique  B  en  repos ,  trouver  lès  vitesses  des  deux 
corps  après  le  choc. 

Je  cherche  d'abord  les  vîteses  AE,  AM,  comme  si  les 
deux  corps  étoient  durs. 

On  voit ,  par  l'article  376  ,  que  ,  dans  le  choc  direct  des 
corps  parfaitement  élastiques ,  la  vitesse  perdue  par  le  corps 
choquant  et  la  vitesse  gagnée  par  le  corps  choqué  sont  Tune 
et  l'autre  doubles  de  ce  qu'elles  auroient  été,  s'il  n'y  avoit 
point:  eu  de  ressort.  La  ,méme  chose  est  vraie  dans  le  choc 
indirect  des  corps  élastiques  ^  en  supposant ,  comme  nous 
faisons ,  que  les  corps  sont  parfaitement  homogènes  dans 
toutes  leurs  parties  ,  et  que  par  conséquent  leurs  ressorts  ^ 
après  avoir  été  comprimés  ,  se  détendent  en  toutes  sortes 
de  sens ,  avec  la  même  force  et  suivant  la  même  direction 
qu'ils  ont  été  comprimés. 

Sur  ce  principe ,  il  est  clair  que,  si,  ayant  prolongé  FE 
de  manière  qu'on  ait ,  F^  =  2  FE ,  on  tire  Ae ,  et  qu'on 
double  AM,  les  lignes  Ae,  aAM,  exprimeront  ici  les 
vitesses  des  deux  corps  après  le  choc,  puisque  les  lignes 
FE ,  AM ,  expriment  respectivement  la  vitesse  perdue  par 
le  corps  A ,  et  la  vitesse  gagnée  par  le  corps  B ,  dans  le  cas 
où  ces  deux  corps  sont  parfaitement  durs. 
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PjioposiTioir    IV.    Problème. 

387.  Le  corps  dur  A  (  Fîg.  173  }  allaru  choquer  à  la 
fois  obliquement  un  nombre   fuelcongue  de  corps   durs 

B ,  C  ,  D ,  en  repos  :  on  demande  les  vitesses  de  tous  ces 
corps  après  le  choc. 

II  n'y  a  que  quatre  corps  dans  la  Figure  ;  mais  on  procé« 
deroit  de  même  pour  un  pins  grand  nombre. 

Qu'on  joigne ,  à  Tinstant  du  choc ,  le  centre  du  corps  A 
avec  les  centres  des  corps  B  ,  G ,  D ,  par  le»  droites 
AB^  ACy'AD;  il  est  évident  que  ces  lignes  seront  les 
directions  des  vitesses  des  cçrps  B ,  G ,  D  ,  après  le  choc. 
Soient  AF  la  vitesse  du  corps  A  avant  le  choc ,  AE  sa  vi- 
tesse après  le  choc ,  FAE  l'angle  formé  par  les  directions 
AF  ,  AE;  soit  tirée  FE,  et  soit  achevé  le  parallélo- 
gramme AHF£.  II  est  clair  que  AH  est  la  vitesse  perdue 
par  le  corps  A.  Soient  AM,  AF,  AS^  les  vitesses  des 
corps  B,  C,  D;  et  décomposons  les  vitesses  AH,  AM, 
AP,  AS,  chacune  en  deux  autres  AL,  AG;  AN,  AO; 
AQ  ,  AR  ;  AT ,  AV  ,  dont  les  premières  soient  dirigées 
suivant  AF,  et  les  autres  soient  perpendiculaires  à  AF. 

Cela  posé,  le  corps  choquant  arrivé  en  A  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  étoit  animé  des  vitesses  AE,  AL,  AG. 
Or  il  prend  réellement  la  vitesse  AE.  Donc ,  en  vertu  des 
vitesses  AL  ,  AG ,  il  agit  sur  les  corps  B ,  G ,  D  ;  et  la 
quantité  de  mouvement  qu'il  perd  dans  le  sens  AL  est 
A  X  AL  ;  celle  qu'il  perd  dans  le  sens  AG  est  A  X  AG. 
D'un  autre  côté,  les  corps  B,  G,  D,  qui  reçoivent  réelle- 
ment, en  vertu  du  choc,  les  vitesses  AM,  -AP,  AS,  sont 
dans  le  même  cas  que  si  B  recevoit  les  deux  vitesses  AN,  AO; 

C ,  les  deux  vitesses  AQ,  AR  ;  D,  les  deux  vitesses  AT,  AV. 
Donc ,  en  regardant  les  trois  corps  comme  ne  formant 
qu'un  même  système,  on  voit  (354)  ^"^  ^^  quantité  de 
mouvement  de  ce  système  dans  le  sens  AL  est  B  x  AN 
-t-  C  X  AQ  H-  D  X  AT,  et  que  sa  quantité  de  mouvement 
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dans  le  sens  AG  est  B  X  AO  — C  x  AR  — D  x  AV.  Éga- 
lons ces  quantités  de  inouvements  gagnés  par  lès  corps 
choqués  à  celles  que  le  corps  A  perd  dans  les  mêmes  seils , 
et  nous  aurons  les  deux  équations  fondamentales  : 

(A)  A  X  AL  =  B  X  AN  +  C  x  AQ  +  D  x  AT, 

(B)  A  X  AG=B  X  AO  — G  X  AR  — Dx  AV. 

sinu$  total i  , 

sin.  BAF   •     • a . 

COS.  BAF k     .  i  y 

sin.  CAF c, 

COS.  CAF  .     .     .     .     .     .     .     .     .     .  d , 

Nommons  (  sin.  DAF e, 

COS.  DAF /, 

la  vitesse  AF V, 

sin.  FAE •     •     •     •  JT» 

COS.  FAE z  ^ 

la  vitesse  AE     .......      .a?. 

Parmi  ces  quantités  ,  il  n'y  a  que  x ,  y  ^  Zy  d^inconnues. 
Soit  abaissée  EK  perpendiculaire  sur  AF  ;  on  aura,  EK  ou 

AÛ=:^^^'^^^^=^ay,AKa!=±.te,  KFouAL=t=:V— ^r. 

SID.  tôt.  "^ 

L'angle  BAE  étant  la  somme  des  deux  angles  BAt*,  tAÉ; 
Fangle  CAE ,  la  différence  des  deux  angles  CAP ,  FAE  ; 
Fangle  DAE,  la  différence  des  deux  angles  DAF,  FAE; 
on  aura  (  Géom.  )  cos.  BAE = hz  — ay  ;  cos.  CAE=rfz+çy; 
COS.  DAE  =:fz  H-  ey.  Mais  (384)  >  AM  =  AE  x  cosl  BAE, 
AP  =  AE  X  COS.  CAE ,  AS  =  AE  x  cos.  DAE.  Donc  AM 
=  «?(  Jz  —  ûy  );  AP  =  ;r  («^2  +  cy);  AS  =  ^  (7^  +  ey). 
De  plus  ,  on  a  évidemment,  AN  =  AM  X  cos,  BAF  =  ia; 
(  hz  — ay  )  ;  AO  =  AM  X  sin.  BAF  z=:ax(  bz  —  ^y)', 
AQ=^AP  X  COS.  CAF  =dx{dz -h  cy);  AR=i=AP  X 
sin.  CAF  =icx{dz'h  cy)}  AT  =  AS  x  cos.  DAF  =/à: 
kfa  H-  ey  );  AV  =  AS  X  sin.  DAF  z=z  ex  {fz -^  ey  ).  Par 
conséquent  ,  les  deux  équations  (A)  et  (B)  se  traduiront 
ainsi  : 
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(C)AV-Axz  =  Jd^(^^_^^j^ 

(D)  Aa:/=Bûa: (*s— ay )  —Gcx(dz -f-  cy) — D^ {/z  4-  ey). 
L'équation  (£>)  donne  (  en  divisant  tout  par  a;  ^  et  trans- 
posant),  j^  (A +Ba»-f- Ce? +.  De*  )=«(  Bai— Ccd—Dç^. 
Mettant  dans  cette  équation  pour  z  sa  valeur  i/  (  x  — yy  ) , 
ou  pour  f  sa  valeur  \/(i  —  zz),  quarrant  chaque  membre  , 
et  dégageant  j^  ou  z ,  on  trouveria  : 

Baù  —  Ccd -^  Def 
A  H- Bfl^ -h  Ce' 4- D«* 

L'équation  (C)  donne , 

^^ AV        ■ 

j5j[  A-:hB^'-+.  Crf'-i-D/:  )  — j'CBtf^  — CcJ— De/)' 
Donc ,  en  mettant  pour  z  et  y  leurs  valeurs  , 

AV  y/  r  (  A  +  B/^'-f-Cc"+  Pg" )'  -^  (Bfl^  —  Cc/l~Dg/^»  ] 

^       (A4-Bfl'-hCc'4-Dtf')X(AH-BA*+Grf'+L)/^J--(BflA--Cci/--Dç/^«* 

Ainsi  onconnoh  de  direction  et  de  grandeur  la  vitesse  du 
corps  choquant  après  le  choc.  On  connoîtra  donc  aussi  les 
vitesses  AM,  AP,  AS^  des  corps  choqués  B,  C,  D, 
puisque  tout  est  maintenant  connu  dans  les  expressions 
AE  X  cçs,  BAE,  AE  X  COS.  CAE,  AE  x  cos.  DAE,  de 
ces  vitesses. 

Proposition    V.    Problème. 

388.  Le  corps  élastique  A  allant  choquera  la  fois  oblique- 
ment les  corps  élastiques  B,  C,  D,  en  repos ^  tromper  les 
' adresses  de  tous  ces  corps  après  le  choc. 

Ayant  déterminé ,  par  le  problême  précédent  y  les  vitesses 
des  corps  proposés  comme  s'ils  étoient  parfaitement  durs  , 
je  prolonge  FE,  de  manière  qu'on  ait  ^  FEe  =  2.  FE,  et  je 
tire  Ke,  Alors  la  vitesse  du  corps  choquant  après  le  choc 
est  Ac,  et  les  vitesses  des  corps  B,  C^  D,  sont  a  AM^  aAP^ 
2  AS ,  respectivement. 


V. 
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S  C  H  O  L   I   E. 

389.  Les  problèmes  précédents  ne  seroient  pas  plus  diffi; 
cîles  à  résoudre ,  si  les  corps  choqués  B,  C,  D^  au  lieu 
d'être  en  repos  ^  comme  nous  l'ayons  supposé ,  avoient  des 
mouvements  quelconques ,  de  manière  cependant  qu'ils 
fussent  tous  frappés  en  même  temps  par  le  corps  A.  On 
trouvera  dans  tous  les  cas  que,  lorsque  les  corps  sont  par- 
faitement élastiques ,  les  forces  vives  se  conservent  en  leur 
entier  ,^  de  même  que  dans  le  choc  direct.  Nous  ne  pouvons 
pas  nous  étendre  davantage  sur  ce  sujet. 


CHAPITRE    II. 

Du  Moui^ement  d'un  corps  libre  quelconque  poussa 
suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas  par  son 
centre  de  gravité. 


390.  V^u'uN  corps  sphérique  et  homogène  soit  frappé  par 
un  autre  corps  ,  suivant  une  direction  quelconque ,  il  ne 
prendra  qu'un  simple  mouvement  progressif,  sans  tourner 
sur  lui-même  ;  car ,  si  Ton  décompose  la  force  de  la  per-  * 
cussion  en  deux  autres ,  Tune  tangente ,  l'autre  perpendicu- 
laire au  corps  choqué,  à  l'endroit  du  contact,  on  verra  que 
la  première  ne  produit  aucun  effet ,  et  que  la  seconde,  qui 
est  dirigée  vers  le  centre ,  pousse  simplement  ce  point , 
sans  faire  tourner  le  corps.  Mais  il  y  a  une  infinité  de  corps 
qui  ne  sont  pas  sphériques  ;  et  il  peut  arriver  de  plusieurs 
manières  que  la  force  imprimée  utilement  à  un  corps ,  soit 
qu'elle  provienne  d'une  percussion  immédiate ,  soit  d  une 
traction  quelconque ,  ne  passe  pas  par  son  centre  de  gravité. 
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Si  même  un  corps  sphérique  est  tiré  par  un  fîl  attaché  à  sa 
surface ,  suivant  une  direction  qui  passe  hors  de  son  centre, 
ou  s*il  est  soumi^  à  une  attraction  qui  pénètre  sa  masse  ^  et 
qui  laisse  son  centre  de  c6té ,  il  se  rapportera  au  cas  dont  je 
viens  de  parler.  Or ,  lorsqu'une  masse  de  figure  quelconque 
est  poussée  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pal  par  son 
centre  de  gravité ,  il  est  évident  que  toutes  ses  parties  ne 
doivent  pas  parcourir  des  espaces  égaux  et  parallèles  ,  mais 
que  celles  qui  sont  en*delà  du  centre  de  gravité^  par  rapport 
&  la  force  motrice^  doivent  ailer  moins  vite  que  les  autres. 
D'où  il  est  aisé  de  voir^  en  général ,  que  le  mouvement 
absolu  du  corps  est  composé  d'un  mouvement  de  translation^ 
et  d'un  ou  plusieurs  mouvements  de  rotation  autour  du 
centre  de  gravité.  Voici  le  principe  diaprés  lequel  tous  ces 
mouvements  peuvent  être  déterminés. 

Proposition    I.    Théorème. 

Sgi.  Lorsqu'un  corps  est  poussé  suwarit  une  difection 
qui  ne  passe  pas  par  son  centre  de  gra{>itè ,  i*^.  ca  centre  est 
mu  de  la  même  m^aniere  que  s* il  se  troui^oit  sur  la  direction 
de  la  force  imprimée.  2p.  Le  corps  tourne ,  du  moins  au 
premier  instant^  com,me  si  le  centre  de  gratuité  étoit  fixe , 
autour  d'un  axe  mené  par  ce  centre,  perpendiculairement 
au  plan  passant  par  ce  même  point  et  par  la  direction  de  la 
fi)rce. 

Soit  un  corps  de  figure  quelconque  (  Fig.  lyS),  poussé 
par  une  force  F,  dont  la  direction  FK  passe  hors  de  son 
(î(3ntre  de  gravité  G.  Par  ce  point  et  par  la  droite  FK,  soit 
mené  le  plan  MRD,  qui  divise  le  corps  en  deux  parties  ;  et 
soit  tiré  Taxe  GV  perpendiculaire  à  ce  plan.  Je  prends  FA 
pour  représenter  la  force  F;  et,  ayant  divisé  cette  ligne  FA 
en  deux  également  au  point  B ,  sur  FB  comme  diagonale  , 
je  construis  le  parallélogramme  FNBO,  dont  le  côté  FN 
passe  par  le  centre  de  gravité  G ,  et  dont  le  coté  FO  est 
perpendiculaire  à  FB.  La  moitié  FB  de  la  force  FA  peut  se 
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décomposer  en  deux  autres  fprces  FN,  FO.  Suit  prolon* 
gée  FG  de  manière  que  GT  =  FG ,  et  soit  prise  TQ  =  FN. 
Imaginons  que  la  force  FN  est  appliquée  au  point  T  de  sa 
direction ,  et  qu  elle  est  représentée  par  TQ  ;  ensuite  soit 
décomposée  cette  force  en  deux  autres  TP,  TZ ,  Tune  per- 
pendiculaire ^  Tautre  parallèle  à  KGS* 

Cela  posé ,  il  est  clair  que  le  corps  est  mu  de  la  même  ma- 
nière que  si ,  au  lieu  d'être  animé  de  la  force  primitive  FA, 
il  étoit  animé  des  quatre  forces  BA,  FO,  TP,  TZ.  Or, 
1^.  les  deux  forces  B A,  TP,  étant  parallèles,  égales,  et 
passant  à  égales  distances  du  centre  de  gravité ,  comme  il 
est  évident,  elles  ont  pour  résultante  (4 5)  une  force  GE> 
qui  passe  par  le  centre  de  gravité  G ,  qui  leur  est  parallèle  j 
et  qui  est  égale  à  leur  somme ,  puisqu'elles  agissent  dans  le 
même  sens.  De  plus  ,  puisque  B  A  -f-  TP  =  FA,  on  aui^a 
aussi,  GE  =  FA.  D'où  il  suit  que  le  centre  de  gravité  G  est 
mu  exactement  de  la  même  manière  que  s'il  se  trouvoit  sur 
la  direction  de  la  force  proposée  FA. 

2*^.  Les  deux  forces  FO,  TZ,  sont  évidemment  égales, 
parallèles ,  et  passent  à  égales  distances  du  centre  de  gra- 
vité G ,  suivant  des  directions  opposées  ;  donc  elles  ne 
peuvent  faire  avancer  ce  centre  ni  suivant  GK,  ni  sui- 
vant GS ,  ni  suivant  aucune  autre  direction.  Donc,  en  vertu 
de  Ces  deux  forces  ,  le  centre  de  gravité  G  doit  demeurer 
immobile.  Mais,  d'un  autre  côté,  ces  deux  mêmes  forces 
ne  se  détruisent  pas ,  puisqu'elles  ne  sont  pas  directement 
opposées.  Donc  tout  l'effet  qu'elles  peuvent  produire  est 
de  faire  tourner,  du  moins  au  premier  instant,  le  corps 
dans  le  même  sens  autour  de  l'axe  GV,  en  agissant  perpen- 
diculairement aux  extrémités  des  bras  de  levier  GH,  GL 
Donc ,  si  du  point  G  comme  centre ,  avec  le  rayon  G  H 
ou  GI ,  on  décrit  un  cercle ,  on  pourra  imaginer ,  relati- 
vement au  mouvement  de  rotation,  que  la  force  TZ,  au 
lieu  d'agir  suivant  ITZ,  à  l'extrémité  du  rayon  GI ,  agit, 
suivant  HFO,  à  l'extrémité  du  rayon  GH.  Alors  le  moment 
de  la  force,  qui  fait  tourner  le  corps  dans  le  sens  H/ 
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est  (FO  -hTZ  )  X  GH ,  ou  2  FO  X  FX,  ou  a  BN  X  FK. 
Or ,  à  cause  des  triangles  semblables  FKG ,  FBN  ^  on  a  ^ 
BN  X  FK  =  FB  X  GK ,  et  par  conséquent  2  BN  X  FK  = 
2  FB  X  GK  =  FA  X  GK  ,  qui  est  lexpression  du  moment 
de  la  force  proposée  FA  par  rapport  à  Taxe  GV.  Donc  le 
corps  tendra  à  tourner  autour  de  cet  axe  de  la  même  ma- 
nière que  si  le  centre  de  gravité  étoit  fixe. 

Remarque. 

3g2.  Soit  que  le  plan  MRD  partage  ou  non  le  corps  en 
deux  parties  égales  et  semblables ,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  est  toujours  le  même.  Mais  le  mouvement  de 
rotation  instantanée  autour  de  Taxe  GV  ne  se  perpétue  que 
dans  le  premier  cas  ;  car ,  lorsque  les  deux  parties  du  corps 
ne  sont  pas  égales  et  semblables ,  les  forces  centrifuges  ,  en 
vertu  desquelles  les  molécules  du  corps  tendent  à  s'écarter 
de  Taxe  GV ,  ne  se  font  pas  équilibre  ;  Taxe  GV  s'incline 
d'un  côté  ou  d'autre ,  et  le  corps  pirouette  en  différents 
sens  autour  de  son  centre  de  gravité.  Tous  ces  mouvements 
peuvent  être  soumis  au  calcul  par  les  principes  précédents  ; 
mais  l'analyse  des  équations  auxquelles  ils  conduisent  ne 
peut  pas  trouver  place  dans  cet  ouvrage.  Je  suppose  donc , 
dans  ce  qui  suit ,  que  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  rota- 
tion partage  le  corps  en  deux  parties  égales  et  semblables  , 
et  alors  le  mouvement  de  rotation  demeure  toujours  le 
même  comme  le  mouvement  de  translation  du  centre  de 
gravité  ;  ou  si  cette  condition  n'a  pas  lieu ,  je  ne  considère 
le  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  proposé  que 
pour  le  premier  instant. 

Proposition    II.    Problème. 

SgS.  Le  corps  parfaitement  dur  A  (  Fig.  174  )  allant 
choquer  perpendiculairement  le  corps  parfaitem,ent  dur  G 
en  repos ,  suiç^anù  la  direction  AK  qui  passe  hors  du  centre 
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de  gravité  G  de  ce  dernier  ^  p-oui^er  les  vitesses  des  deux 
corps  après  le  choc. 

Supposons  que ,  sans  la  rencoptre  dû  corps  G ,  le  corps  A 
eût  parcouru  librement  en  un  instant  l'espace  infiniment 
petit  Aa;  mais  qu'à  cause  de  la  réaction  du  corps  G,  il  ne 
parcoure  que  A6.  De  plus,  supposons  que  le  centre  de 
gravité  G  du  corps  choqué  parcoure  l'espace  infiniment 
petit  Gg  parallèle  ,à  AK  ,  et  qu'en  même  temps  ce  corps 
décrive,  autour  de  Taxe  GV  transporté  en  gw,  Tangle  infi- 
niment petit  hgi.  Soit  menée  du  centre  de  gravité  G  du 
corps  choqué  la  droite  GK ,  perpendiculaire  à  la  direction 
du  corps  choquant ,  et  qui  sera  en  même  temps  perpendi- 
culaire à  l'axe  GV.  Cela  posé,  il  est  clair  d'abord*  que  le 
mouvement  perdu  par  le  corps  A  est  A  X  iû^,   et  que 
le  mouvement  de   translation  gagné  par  le  corps  G  est 
G  X  Gg.  Ainsi  on  aura ,  par  la  première  partie  du  théo- 
rème précédent  et  par  l'article  369 ,  (A)  A  X  ia  =  G  X  !Gg. 
Regardons ,  ainsi  qu'il  est  permis  par  la  seconde  partie  du 
théorème  précédent ,  le  point  G  comme  immobile.  Le  mo- 
ment du  mouvement  perdu  ou  de  la  force  perdue  par  le 
corps  A ,  relativement  à  l'axe  GV ,  est  A  x  ^<2  X  GK.  Ce 
moment  doit  être  égal  au  moment  du  mouvement  gagné  ou 
de  la  force  gagnée  par  le  ^.orps  G ,  relativement  au  même 
axe ,  parceque  la  seconde  des  forces  dont  il  s'agit  résiste  au 
mouvement  de  rotation  que  la  première  tend  à  produire, 
et  qu'il  doit  y  avoir  équilibre  entre  ces  deux  efforts  con-* 
traires.  Or,  si  l'on  considère  une  molécule   élémentaire 
quelconque  m  du  corps  G,   placée  à  telle  distance  qu'on 
voudra  de  l'axe  GV  ou  gu,  et  qu'on  suppose  que  cette  mo- 
lécule-décrive,  avec  le  rayon  grriy  Je  petit  arc  my  ^  tandis 
qu'un  point  donné  h  décrit,  avec  le  rayon  donné  ghj  le  petit 
arc  Ai,  il  est  évident  qu'en  prenant  hi  pour  représenter  la 
vitesse  de  rotation  du  point  A,  la  vitesse  my  de  la  molécule //i 

hi 

aura  pour  expression ,  gm  x  -7.  Ainsi  le  mouvement  gagné 

hi 

par  la  molécule  /?*,  est  tw  x  gnt  X'~^  ;  et  le  moment  de  ce 
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mouyement y  relativement  à  Taxe  gu,  est  m  x  gm  x  -7  ^ 

gu»,  oum  X  (gmy  X  -;j^  expression. par  laquelle  on  voit 

que ,  pour  avoir  le  moment  du  mouvement  gagné  par  chaque 
molécule,  il  faut  multiplier  chaque  molécule  par  le  quarré 
de  sa  distance  à  Taxe  de  rotation,   ensuite  multiplier  le 

hi 

produit  par  la  fraction  —7  ,  qui  est  toujours  la  même ,  en 

quelque  endroit  qu'on  prenne  la  molécule.  Donc ,  puisqu'il 
y  a  autant  de  ces  moments  particuliers  qu'il  y  a  de  molé- 
cules dans  la  masse  6 ,  et  que  le  moment  total  du  mouve- 
ment gagné  par  la  masse  6 ,  autour  de  Taxe  GV  ou  gu ,  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  mouvements  gagnés  par 
toutes  les  molécules }  il  s'ensuit  que ,  si  Ton  nomme  S  la 
somme  des  produits  des  molécules  par  les  quarrés  de  leurs 
distances  à  l'axe  proposé ,  le  moment  du  mouvement  gagné 

par  le  corps  autour  de  cet  axe  aura  pour  valeur  ^  S  x  -r- 

Nous  aurons  donc  cette  seconde  équation ,     •     •     .     • 

(B)    Axba  X  GK  =  S  x  ~. 

la  ligne  connue  GK a  y 

la  vitesse  Aa  du  corps  A  avant  le  choc .  .     V , 

TVT ^^^   j  sa  vitesse  Ab  après  le  choc x  , 

Jsommons  <  ,      ;,         a^     1  %  .  f  r> 

la  vitesse  Gg  du  centre  de  gravité  G .     .     u  , 

le  rayon  donné  gh r  , 

la  vitesse  hi  de  rotation  du  point  h    .     .     z. 

Les  deux  équations  (A)  et  (B)  se  traduiront  ainsi ,  A  (V  —  x) 

=  Gr/;A(V  —  a:)«=-^,  ouA(V  —  x)ar=iSz. 

Dans  ces  deux  équations ,  on  a  trois  inconnues  ;  savoir , 
x,u,  z.  Mais  il  faut  faire  attention  que,  pendant  la  durée 
du  choc,  le  corps  A  demeure  toujours  contîgu  au  corps  G; 
que,  par  conséquent,  si  Ton  mené  gk  parallèle  à  GK,  et 
que  kn  soit  le  petit  arc  décrit  par  le  point  A,  tandis  que  le 
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point  h  décrit  hi ,  on  a ,  Aft  =  Kn  ;  d  où  il  résulte  qu'à 
cause  de  A«  =  —  ,  on  aura  cette  troisième  équation 

(E)  ^  =  11 +  ~. 

Comparant  ensemble  ces  équations,  et  dégageant  le^ 
mconnues ,  on  trouvera ,  x  =  /.  .  ^as;^  .1^^  ;  u^  .  . 

AV.S  ^      AV.grG 

(AH-G)S-f-fl*AG^  ^        (A  +  G)S  +  a'AG', 

Ainsi  on  connoît  la  vitesse  du  corps  A  apr^s  le  choc ,  la 
vitesse  de  translation  du  corps  G ,  et  la  vitesse  de  rotation 
du  point  donné  h  ,  et  par  conséquent  aussi  celle  de  tout 
autre  point. 

Corollaire    L 

394.  Les  deux  mouvements  que  le  corps  G  a  reçus  aîi\si 
à  la  fois,  sont  ensuite  indépendants  Tun  de  Tautre  ,  de  telle 
manière  que  l'un  peut  être  anéanti  sans  que  l'autre  le  soit , 
du  moins  en  totalité.  En  effet ,  si  Ton  suppose  que  le  centre 
de  gravité  G  vienne  à  rencontrer  dans  son  chemin  une  ré- 
sistance qui  ait  au  moins  pour  valeur  Gu ,  cette  résistance 
détruira  le  mouvement  de  translation  du  corps  G,  mais  elle 
ne  produira  aucun  changement  dans  le  mouvement  de  ro- 
tation. Et  si  Ton  suppose  que  le  corps  G  porte  un  levier  GT, 
fixe  et  sans  pesanteur ,  qui  soit  rencontré  perpendiculaire- 
ment par  une  résistance  ou  force  T,  dirigée  suivant  TZ, 

et  telle  que  l'on  ait ,  T  X  GT  zzi  S  X  —  =  Gu   X  a ,   le 

mouvement  de  rotation  sera  détruit  ;  mais  le  mouvement 
de  translation  subsistera ,  du  moins  en  partie  ;  ce  mouve- 
ment sera  toujours  dirigé  dans  le  sens  Gg ,  le  point  T  étant 
supposé  placé  à  la  gauche  de  K;  mais  il  n'aura  plus  pour 
valeur  que  Gu  —  T  ;  et  la  vitesse  du  centre  de  gravité  G 

deviendra ,  —^^^ — ,  ou  i/  —  ■^.  La  force   T  doit   être 

évaluée  par  le  produit  d'une  ma^se  et  d  une  viteîise  ;  elle  est 
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de  même  nature  que  le  mouvement  perdu  A  (  V  —  a:  )  par 
le  corps  A  dans  le  premier  choc. 

On  explique  par-là  certains  mouvements  qu*on  observe 
dans  les  boulets  de  canons.  On  voit  souvent  de  ces  boulets , 
qui ,  après  avoir  perdu  en  apparence  toute  leur  vitesse ,  se 
raniment  subitement ,  et  font  encore  plusieurs  bonds  ,  qui 
peuvent  être  très  dangereux.  Pour  rendre  raison  de  ce  phé* 
nomene ,  il  faut  considérer  qu'un  boulet ,  au  sortir  du 
canon ,  n'a  pas  seulement  im  mouvement  de  translation , 
mais  que ,  soit  en  vertu  du  frottement  contre  la  paroi  infé- 
rieure de  l'ame  du  canon ,  ou  des  inégalités  dans  les  im- 
pulsions des  grains  de  poudre ,  ou  de  quelque  autre  cause 
physique  ,  il  a  reçu  encore  un  mouvement  de  rotation.  Or 
il  peut  arriver  que ,  lorsque  le  boulet  est  tombé ,  son 
mouvement  de  translation  primitive  soit  éteint ,  mais  que 
le  mouvement  de  rotation  subsiste  encore.  Alors  le  boulet 
peut  tourner  sur  lui-même  autour  d'un  axe  vertical  ;  et  sa 
vitesse  peut  être  telle  qu'il  paroisse  immobile  ;  mais  si ,  par 
quelque  cause  ,  comme  par  la  résistance  d'une  pierre,  l'axe 
de  rotation  s'incline  et  devient  horizontal ,  le  mouvement 
de  rotation  produira  nécessairement  un  nouveau  mouve- 
ment de  translation  ;  mouvement ,  à  la  vérité  ,  beaucoup 
moindre  que  celui  du  boulet  au  sortir  du  canon ,  mais 
capable  néanmoins  de  produire  des  effets  très  sensibles ,  à 
raison  de  la  grande  masse  du  mobile. 

Corollaire    IL 

SgS.  Si  on  veut  que  la  vitesse  du  point  donné  h  soit  à 
celle  u  du  centre  de  gravité  du  corps  G,  dans  la  raison 
donnée  de  9  à  /i ,  on  aura ,  par  nos  formules  générales , 
q  :n::  GariS.  Or,  puisque  cette  proportion  ne  renferme 
ni  A  ni  V ,  il  s'ensuit  que ,  quelle  que  puisse  être  la  quantité 
de  mouvement  du  corps  choquant  A,  il  y  aura  toujours  le 
même  rapport  entre  le  mouvement  de  translation  du  centre 
de  gravité  du  corps  G  et  le  mouvement  de  rotation  d'un 
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Jpoînt  donné  du  corps ,  pourvu  seulement  que  la  direction 
du  corps  choquant  passe  toujours  à  la  même  distance  a  du 
centre  de  gravité  G. 

Cette  théorie  sert  à  expliquer^  par  une  même  cause  ^  dans 
le  système  newtonien ,  le  mouvement  de  translation  des 
planètes  autour  du  soleil  et  leurs  mouvements  de  rotation 
autour  de  leurs  axes.  Car  supposons  que  le  corps  G  soit  une 
planète  regardée  comme  spfaérique  ;  que  le  point  h  soit  à  sa 
surface  ,  ou  que  r  en  soit  le  rayon  ;  on  connoît ,  par  les  ob- 
servations astronomiques^  la  raison  de  zku,  c'est-à'^dire  -^» 
Donc ,  puisqu'on  a.,  q  :  n  ::  Gar  :  S ^  et  par  conséquent 
a  =  —c'f  on  voit  que,  si  une  planète  est  mise  en  mouvement 

par  une  force  dont  la  direction  passe  à  la  distance  -^de  sotl 

centre ,  cette  planète  prendra  les  deux  mouvements  qu'on 
lui  a  attribués.  Cette  idée  ingénieuse  est  due  à  Jean  Ber« 
Doulli. 

S  G  H  O  t  I  £« 

3g6.  Loti  s  qu'oie  voudra  applique^  les  formules  précé* 
dentés  à  des  exemples  particuliers ,  la  détermination  de  la 
quantité  S  est  la  seule  opération  qui  puisse  avoir  quelque 
difficulté;  cette  opération  s'exécute  par  les  règles  que  la 
géométrie  prescrit  pour  lé  toisé  de  Tétendue  :  ordinairement 
elle  demande  le  secours  du  calcul  intégral;  mais^  quelque 
méthode  qu'on  emploie  pour  y  parvenir,  il  faut  pbserver 
que  le  toisé  géométrique  ne  donne  que  des  mesures  relatives 
au  volume  et  non  à  la  masse  du  corps.  Ainsi ,  lorsqu'on 
aura  trouvé  S  par  la  géométrie ,  il  faudra  multiplier  cette 
quantité  par  la  densité  du  corps ,  laquelle  est  toujours  re- 
lative à  celle  d'un  autre  corps,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit  (100),  et  qu'on  pourra  prendre  ici  comparativement  à 
celle  du  corps  choquant  A. 

'9 
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Exemple. 

397.  Supposons  que  le  corps  G  soii  une  bagueiie  MR 
(  Fig.  175  ),  /bre  mince  et  umjorme  dans  sa  grosseur» 

La  baguette  étant  fort  mince ,  chaque  tranche  Yy ,  per* 
pendiculaire  à  sa  longueur ,  aura  ou  du  moins  pourra  être 
censée  avoir  tous  ses  points  à  égales  distances  de  Taxe  GV. 
Soit  la  surface  de  chacune  de  ces  tranches  =  ce ,  la  denô- 
longueur  GM  on  G N  de  la  baguette  :=  A;  supposons  de 
plus  que  la  densité  du  corps  choquant  étant  exprimée 
par  1 ,  celle  de  la  baguette  soit  exprimée  par  p. 

Cela  posé ,  puisque  le  produit  de  chaque  tranche  par  le 
quarré  de  sa  distance  au  centre  de  gravité  G  de  la  bagnette 
est  exprimé  par  Y  y  X  (Go)',  et  que  tous  ces  produits 
croissent  évidemment  depuis  le  point  G  jusqu'au  point  M  j^ 
comme  les  éléments  d'une  pyramide  dont  la  base  seroit 
proportionnelle  àY^  X  (GM)',  et  la  hauteur  a  GM,  il 
s'ensuit  que  la  somme  des  produits  de  toutes  les  particules 
de  la  demi-baguette  GM  par  les  quarrés  de  leurs  distances  au 

point  G  sera  exprimée  par  Yy  X  (GM)*  X  -jt=  îy-.  Le 

même  raisonnement  et  la  même  conclusion  ont  lieu  pour 
l'autre  demi  baguette  GN.  Par  conséquent  nous  aurons  ici , 

S  =  /?  X  ^"^3 — •  Substituant  cette  valeur  de  S  dans  les  for- 
mules générales  de  l'article  3g3  ;  mettant  aussi  pour  G  sd 
valeur,  qui  est  ici,  2 pc'*h  :  on  trouvera^ 

(  A  4-  a  pc*/i  ).//»  Hh  3  a'. A  ' 

AV.A» 

U  =: : , 

(  A -4- 2/?cV*).  A* -H  3a*.  A  ' 

—  3  AV.ar 

^        (  A  -+•  2pc'h),h'  ^  3  o*.  a' 
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Proposition   II L  Problème» 

Sgd.  DÉTERMINER  2a  tnouvementd'un  cercle  komogênô 
(  Fig.  1 76  )  ^  i/ui  descend  par  sa  pesanteur  le  long  d'un  plan 
incliné  AB  y  et  qui  éprouve  un  frottement  proportionnel  à  la 
pression. 

Reptësentons  la  pesanteur  absolue  du  cerclé  par  la  yerti^ 
cale  GP,  et  décomposons  cette  force  en  deux  autres  GZ,  GQ^ 
Tune  perpendicùkire,  l'autre  parallèle  au  plan  incliné  AB» 
La  force  GQ  fait  descendre  le  corps  >  et  la  force  GZ  exprime 
sa  pression  sur  le  plan  incliné  AB.  Le  frottement  y  supposé 
proportionnel  à  la  pression ,  est  une  certaine  partie  de  GZ  ; 
il  doit  être  regardé  comme  une  force  dirigée  suivant  BA^ 
tangentiellement  à  la  circonférence  du  cercle.  Ainsi  le  cercle 
est  soumis  à  l'action  de  deux  forces,  dont  Tune  GQ,  qui 
passe  par  son  centre  de  gravité  9  ne  peut  lui  imprimer  qu'un' 
simple  mouvement  progressif  ;  Tantre ,  qui  est  le  frotte* 
tnent^  tend  à  ralentir  son  mouvement  progressif^  et  en 
même  temps  à  faire  tourner  le  corps  autour  de  son  centre 
de  gavité.  On  voit  que  le  frottement  fait  ici  la  même  fonction 
que  le  corps  A  dans  le  problème  de  Tarticle  3g3. 

le  rayon  du  cercle r , 

le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre     .  «■ , 

le  sinus  total *     •     «  1  1 

Tangle  BAC,  ou  Tare  qui,  décrit  avec  le 

Soient  (     rayon  1 ,  est  la  mesure  de  cet  angle    .     •     •  my 
la  gravité ,  c'est-à-dire  l'espace  que  cette  force 

fait  parcourir  à  un  corps  dans  un  instant     .  g  , 

le  rapport  du  frottement  à  la  pression     •     .  /z  , 

la  densité  du  cercle ./    .  1  » 

L'aire  ou  le  volume  du  cercle  ayant,  comme  on  sait ,  xr* 
pour  valeur  ,  sa  masse  sera  représentée  par  la  même  quan- 
tité ,  parceque  la  masse  est  le  produit  du  volume  par  la 
densité  (6)  ;  et  son  poid$  sera  représenté  par  ^gf^ ,  parceo 

19, 
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le  poids  est  le  produit  de  la  masse  par  la  gravité  (3o3).  De 
plus,  on  aura.  Force  GQ=^.«rr*  cos.  m;  Force  GZ=^.îrr^ 
sin.  m  ;  Frottement  =  g.n^r*  sin.  tw.  Ainsi  la  force  qui 
pousse  effectivement  le  corps  dans  le  sens  GQ  ,  ou  Texcès 
de  la  force  GQ  sur  le  frottement,  sera  g.  (  ^r*  cos.  m —  /x^r* 
sin.  m  ).  Divisant  cette  force  par  ^r*,  on  aura,  g{  cos.  m  — 
n  sin.  m  ) ,  pour  l'expression  de  la  force  accélératrice  simple 
du  cercle  proposé.  Cette  force  étant  à  la  gravité  g  dans  le  rap- 
port constant  de  cos.  m  —  n  sin.  m  à  i ,  on  voit  que  le  cercle 
descendra  d  un  mouvement  uniformément  accéléré,  et  qu'on 
aura  tout  ce  qui  est  relatif  à  ce  mouvement ,  par  le  moyen 
des  formules  de  Tarticle  3i5.  Voilà  pour  le  mocivement  pro- 
gressif ou  de  translation. 

Du  point  G  comme  centre ,  avec  les  deux  rayons  infini- 
»  ment  peu  différents  GE,  Ge,  soient  décrits  deux  cercles 
concentriques.  La  somme  des  produits  des  particules ,  com- 
prises dans  la  couronne  EDFfed,  par  les  quarrés  de  leurs 
distances  au  centre  G ,  sera  représentée  par  zrxEex  (GE)^. 
Or ,  si  l'on  imagine  que  le  rayon  GH  soit  divisé  en  une  infi- 
nité de  parties  égales,  dont  chacune  peut  être  exprimée 
par  Ee,  il  est  évident  que  les  produits  élémentaires  a^r  x 
Ee  X  (GE)^  composeront  une  suite  infinie ,  dont  le  nombre 
des  termes  est  exprimé  par  GH,  et  qui  sont  entre  eux 
comme  les  termes  de  la  suite  infinie  des  cubes  i,  8,  27, 
64,  etc.  Donc,  puisque  la  somme  de  cette  dernière  suite  est 

représentée  en  général  (  Algèbre  )  par ,   en 

nommant  N  le  nombre  des  termes  ;  que  ,   dans  le  cas  de 
N  =  00 ,  cette  somme  devient  -—  ;  il  s'ensuit  que  la  somme 

des  produits  2  ^  x  Ee  X  (GE)^  esti^2ii^5^   ^    f^. 

'■  4  >  ou      2 

Maintenant ,  si  Ton  nomme  z  la  vitesse  instantanée  de  ro- 
tation d'un  point  de  la  circonférence  HRM,  on  trouvera, 

edans  rarticle393,g.72^r'(sin.m)  X  r  =  '^^^  x  — ,  et 

séquent  ^  =  gr  X  a  »  sin.  m.  Par  où  l'on  voit  que  la 
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Vitesse  de  rotation  s'accélërera  uniformément.  Ainsi  ^  en 
regardant  z  comme  une  force  accélératrice  simple ,  qui  est  à 
la  gravité  naturelle  g  dans  le  rapport  constant  de  2  /z  sin.  m 
à  I  ^  on  déterminera  tout  ce  qui  est  relatif  au  mouvement 
de  rotation^  par  le  moyen  de  l'arfeicle  3i5  déjà  cité. 

Corollaire. 

39g.  Supposons  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
circonférence  soit  égal  au  mouvement  progressif  du  centre  : 
on  aura  alors  Féquation ,  g  Y,  in.  sin.  m=g( cos.  m  — • 

nsiii.m),  de  laquelle  on  tire /2=:  ^—r^ — •  Ainsi  le  nombre /^^ 

qui  exprime  le  rapport  du  frottement  à  la  pression^  ne 
peut  pas  être  donné  à  priori  ;  mais  il  se  détermine  par  les 
conditions  du  problème. 


CHAPITRE    IIL 

Du  Mowement  des  pendules  simples  ou  composés; 

du  centre  de  percussion. 


4oo.  On  appelle  pendule  simple  un  petit  poids  P  (Fig,  177  ) 
suspendu  par  un  fil  ou  par  une  verge  de  masse  insensible  , 
qui  oscille  librement  autour  d'un  point  fixe  C. 

Un  pendule  composé  est  l'assemblage  de  plusieurs  corps 
liés  solidement  entre  eux^  et  qui  oscillent  autour  d'un  point 
ou  d'un  axe  fixe.  Lorsque  les  verges ,  par  lesquelles  les 
corps  sont  attachés  les  uns  aux  autres ,  ont  des  pesanteurs 
sensibles  j  il  faut  regarder  ces  poids  comme  faisant  partie 
du  système. 

Chaque  allée  d'un  pendule  depuis  un  po^Jnt  quelconque  P 
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jusqu'au  point  p^  ^  ohle  pendule  ces9e  de  monter  pour  re- 
descendre y  s'appelle  une  oscilla Mn,  On  4onne  le  même 
nom  au  retour  depuis  le  point  p'  jusqu'au  point  P. 

On  sent  que  les  oscillations  d'un  pendula  composé  ne 
doivent  pas  être  de  même  durée  que  seroient  celles  d'un  des 
poids  élémentaires  qui  le  composent ,  si  ce  poids  étoit  isolé , 
parceque  tous  ces  poids  se  troublent  dans  leurs  mouve- 
ments ,  par  l'action  et  la  réaction  qu'ils  exercent  les  uns  sur 
les  autres.  Mais  on  peut  toujours  assigner  la  longueur  d'un 
pendule  simple ,  qui  fasse  ses  oscillations  dans  le  même 
temps  que  le  pendule  composé.  Cette  longueur  tient  un 
certain  milieu  entre  les  distances  de  tous  les  poids  qui 
formeJnt  le  pendule  composé ,  jusqu'au  point  de  suspension. 
Nous  donnerons  ce  problème ,  après  avoir  expliqué  les  pro* 
priétés  fondamentales  des  pendules  simples* 

Proposition  I.  Théorème. 

4oi.  Un  pendule  P ,  animé  par  ht  seule  pesanteur  j  étant 
arrivé  du  point  P  au  point  A  situé  dans  la  verticale  y  mon-' 
tera  de  Vautre  côté,  et  décrira  dans  le  même  temps  tare  A^, 
égal  à  Varc  AP. 

En  effet,  le  pendule,  arrivé  en  A,  doit  monter  en  vertu 
des  degrés  de  vitesse  que  la  pesanteur  lui  a  imprimés  lors- 
qu'il descendoit  ;  et ,  comme  cette  force  continue  d'agir  sur 
lui  dans  le  même  sens  pendant  quil  monte,  elle  doit  lui 
enlever  alors  successivement  tous  les  degrés  de  vitesse  qu'elle 
lui  avoit  donnés  pendant  qu'il  descendoit.  Ainsi  le  pendule 
montera  à  la  même  hauteur  dont  il  est  descendu ,  et  il  dé- 
crira l'arc  A/î'  dans  le  même  temps  qu'il  a  décrit  l'arc  FA. 

Proposition    II.    Tiieorehe. 

4o3.  Les  oscillations  d'un  pendule  simple  ^  qui  décrit  de 
très  petits  arcs  de  cercle  y  sont  sensiblement  isochrones  entre 
elles ,  cest'à'dire  de  même  durée^ 
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Supposons  que  le  pendule  P ,  partant:  successivement  des 
points  F  etp,  où  il  est  en  repos  au  premier  instant ,  décrive 
les  arcs  Pp' ,  p^;  je  dis  qu'il  décrira  ces  arcs  ou  leurs  moi- 
tiés PA,  pA%  dans  le  même  temps.  Car,  si  on  représente 
le  poids  du  pendule  par  les  petites  verticales  égales  PN,  pn , 
et  qu'on  décompose  ces  forces  chacune  en  deux  autres 
PO,  PM,  po,pm,  dont  les  unes  PO,  po,  soient  dirigées 
suivant  le  rayon ,  et  les  autres  PM,  pm  ,  soient  tangentes 
à  l'arc;  il  est  clair  que  les  premières  sont  détruites  par  la 
résistance  du  fil,  et  que  le  pendule  est  mu  seulement  en 
vertu  des  forces  PM,  pm.  Or,  puisque  les  arcs  PA,  pA, 
sont  très  petits ,  les  triangles  PCA,  pCA ,  peuvent  passer 
pour  rectilîgnes;  et,  comme  ces  triangles  sont  semblables 

chacun   à  chacun  des  triangles  PNM,  pnmy  on  aura, 

PA  p^ 

PM=PN  X  ^ ,  pm  =zpn  X  ^.  Donc  PM  :pm  :  :  PN  x 

^  :pn  x^  ::  PN  xPAipn  X  pA  ::  PA  :pA,  à  cause  de 

pn  =  PN.  Ainsi  les  forces  PM,  pm ,  qui  poussent  le  pen- 
dule, sont  proportionnelles  aux  espaces  qui  doivent  être 
parcourus.  La  même  proportion  a  lieu ,  quelles  que  soient 
les  situations  du  poids  sur  les  arcs  PA ,  pA»  Imaginons  que 
ces  arcs  soient  partagés  en  un  même  nombre  infini  d'élé- 
ments correspondants  chacun  à  chacun  ;  il  est  clair  que  les 
forces  qui  font  parcourir  au  même  corps  deux  éléments  cor-^ 
respondants  seront  proportionnelles  à  ces  éléments  :  donc 
(SSy)  ces  deux  mêmes  éléments  sont  parcourus  en  temps 
égaux,  et  par  conséquent  les  espaces  PA,  pA,  sont  aussi  par- 
courus en  temps  égaux,  de  même  que  les  arcs  entiers  Pp'jpar^ 

Proposition  IIL   Théorème. 

4o3.  Les  durées  des  oscillations  de  deux  pendules  simples 
de  longueurs  différentes  sont  entre  elles  comme  les  racines 
quarrées  de  ces  longueurs. 

Il  est  clair  que  la  proportion  sera  démontrée  en  général  !| 
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si  Ton  fait  voir  seulement  qu'elle  est  vraie  ^  lorsque  les  pedts 
arcs  décrits  par  les  deux  pendules  sont  semblables  entre 
eux  f  puisque  les  oscillations  de  chaque  pendule  en  particu- 
lier sont  isochrones ,  quels  que  puissent  être  les  arcs  décrits^ 
pourvu  qu  ib  soient  toujours  fort  petits. 

Soient  donc  (Fig,  1 77  et  178  )  PA,  QM,  les  petits  arcs  sem- 
blables décrits  par  les  deux  pendules  P  et  Q  jusqu'aux  verti- 
<:alesCA^  EM.  Nommons  F  et /"respectivement  les  forces 
qui  poussent  les  deux  corps  P  et  Q^  tangentiellement  aux 
arcs  qu'ils  décrivent.  Il  est  clair,  par  l'article  précédent  > 

PA  OlVt 

qu'on  aura  la  proportion^  F  :/*::  P  x  ttt;  5  Q  X  grr  '   1^" 

quelle  devient  F  :/::P:Q ,  à  cause  des  arcs  semblables 

PA,  QM,  qui  donnent  ^  =  ~.  Ainsi  les  forces  F  ét/sont 

proportionnelles  aux  poids  des  deux  corps.  Concevons  que 
les  espaces  PA,  QM ,  soient  partagés  en  un  même  nombre 
infini  d'éléments  correspondants  chacun  à  chacun*  On  pourra 
regarder  deux  éléments  correspondants  comme  deux  plans 
inclinés  semblables,  qui  seroient  parcourus  suivant  la  même 
loi  que  deux  plans  inclinés  ordinaires,  aussi  semblables  , 
puisque  les  forces  qui  font  parcourir  nos  deux  éléments 
sont  entre  elles  dans  la  même  raison  que  seroient  les  deux 
forces  destinées  à  faire  parcourir  lés  deux  derniers  plans  in- 
clinés. Donc  (335)  les  temps  employés  à  parcourir  ces  deux 
mêmes  éléments  sont  entre  eux  comme  les  racines  quarrées 
de  leurs  longueurs ,  ou  comme  les  racines  quarrées  des 
rayons  CA ,  EM  ;  par  conséquent ,  les  temps  employés  à, 
parcourir  les  arcs  PA,  QM,  et  les  temps  employés  à  par- 
courir les  arcs  PA^',  QM^,  qui  répondent  à  des  oscilla- 
tions entières,  sont  aussi  entre  eux  dans  le  même  rapport, 

COKOLLAIAE, 

4o4«  On  voit  par-là  que  lorsqu'on  connoitra  la  durée 
«l'une  oscillation  d'un  pendule  simple  de  longueur  donnée. 
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on  connoîtra  par  une  simple  proportion  la  durée  d'une 
oscillation  d'un  autre^pendule  dont  la  longueur  sera  donnée , 
ou  la  longueur  de  ce  pendule ,  lorsque  la  durée  de  Tune  de 
ses  oscillations  sera  donnée.  Or  l'expérience  apprend  qu'un 
pendule  simple ,  qui  a  3  pieds  8  \  lignes  de  longueur  depuis 
le  point  de  suspension  jusqu'au  centre  de  la  balle  ,  fait  une 
oscillation  en  une  seconde ,  ou  en  deux  demi- secondes. 
Voici ,  d'après  cette  expérience ,  une  table  qui  marque  les 
longueurs  que  les  pendules  doivent  avoir  pour  que  chacune 
de  leurs  oscillations  simples  dure  un  certain  nombre  de 
demi-secondes  ^  depuis  i  jusqu'à  32.  On  pourra  pousseï: 
plus  loin  cette  table  ^  si  on  le  juge  à  propos. 


Durées 

des 

oscilladoDs. 

Denû-sccondM. 


1 
2. 

3 

4 
'5 
6 

7 
8 


9 

lO 

11 

12 


i3 

i4 

i5 
i6 


Longueurs 

des 
pendules. 


Pieds.        pou.        lig. 


O 

3 
6 

12 


129 

>49 
172 

195 


9    ^ï 
o    81 

10  7 
2 10 


4  o 

11  o 

3  o 

9  o 


=^9 

1 

5 

27 

6 

4 

57 

5 

9 

48 

11 

4 

61 

II 

4 

76 

5 

9 

92 

6 

6 

110 

1 

4 

Durées 
des 

oscillations. 

Demi- secondes. 


»7 
1-8 

»9 

20 


21 
22 
23 

24 


25 

26 
27 
28 


II 

3i 

32 


Loagueurs 

des 
pendules. 


meds. 


pon. 


^21 

247 

270 

3o5 


643 
689 

734 
783 


o 

9 

I 

11 


2 

1 

11 

1 


H- 


o 
o 
o 
o 


337 

3 

0 

370 

2 

0 

404 

7 

0 

440 

5 

0 

477 

II 

0 

017 

0 

Q 

557 

6 

0 

599 

7 

* 

0 

O 

o 
o 
o 
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Proposition   IY.    Théorème. 

4o5«  DÉTEAMiNEa  la  longueur  EQ  (  Fig.  178)  d'un 
pendule  simple,  qui  fasse  ses  oscillations  dans  le  même 
temps  qiiun  pendule  composé ,  cest-^à^re  qiCun  système 
de  corps  A ,  B  ,  G  (  Fig.  17g  ) ,  liés  entre  eux  par  des  verges 
inflexibles  sans  pesanteur ,  ou  attachés  solidement  à  un 
plan  matériel  sans  pesanteur  et  sans  inertie ,  qui  oscille 
autour  du  point  fixe  O. 

Considérons  d'abord  chacun  des  corps  A  ^  B^  C^  comme 
s*il  ëtoit  seul  ;  et  décomposons  sa  pesanteur  eu  deux  forces , 
Tune  dirigée  suivant  la  verge  à  laquelle  il  est  appliqué^ 
l'autre  perpendiculaire  à  la  même  verge.  Il  est  clair  que  les 
forces  de  la  première  espèce  sont  détruites  par  la  résistance 
du  point  O  y  et  que  celles  de  la  seconde  ,  que  je  représente 
par  Aa  ^  ^b ,  Ce ,  sont  les  seules  qui  feroient  osciller  les 
corps.  Je  mené  la  verticale  OK.^  et^je  nomme  ^  la  gravité , 
c'est-à-dire  l'espace  que  la  pesanteur  feroit  parcourir  en  im 
instant  à  un  corps  tombant  librement  ;  1 ,  le  sinus  total  ; 
m  y  le  sinus  de  Tangle  AOK  ;  n,  le  sinus  de  l'angle  fiOK; 
q ,  le  sinus  de  Tangle  COK.  Les  forces  Aa ,  Bfr  ,  Ce , 
étant  supposées  de  même  nature  que  la  gravité g*^  on  aura, 

ha-=ig  X  ^:=zgm,  Bb—gn,  Cc  =  gq. 

Maintenant ,  comme  les  corps  A ,  B  ,  C ,  forment  un 
même  système ,  et  qu'ainsi  aucun  d'eux  ne  peut  se  mouvoir 
sans  agir  sur  les  autres,  s«ik  pour  accélérer,  soit  pour 
retarder  leurs  mouvements,  il  y  a  nécessairement  équilibre 
entre  les  mouvements  perdus  d'une  part  et  les  mouvements 
gagnés  d'autre  part.  Je  suppose  que  le  corps  A^  qui  auroit 
parcouru  Aa  s'il  avoit  été  seul,  parcoure  simplement  A^, 
à  cause  de  la  réaction  des  autres  corps  ;  que  le  corps  B ,  au 
lieu  de  parcourir  Bb ,  parcoure  BA;  que  le  corps  C,  au  lieu 
de  parcourir  Ce ,  parcoure  Ci»  On  voit  que  A  X  ga  est  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  le  corps  A;  que  B  xbh 
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est  la  quantité  de  mouvement  gagnée  par  B  ;  que  C  X  ci 
est  la  quantité  de  mouvement  gagnée  par  C.  Or  ces  quan^ 
tités  de  mouvement  doivent  être  regardées  comme  des  forces 
qui  se  font  équilibre^  en  agissant  aux  extrémités  des  bras  de 
levier  OA,OB,  OC.  Par  conséquent  on  a  l'équation, 
(M)  A  X  ga  X  OA  =  B  X  frA  X  ÔB  4-  C  X  ci  x  OC* 
Les  corps  A ,  B ,  C  ^  conservant  toujours  entre  eux  la 
même  position ,  les  arcs  A^,  Bh,  Ce,  sont  évidemment 
semblables  :  donc ,  si  Ton  suppose  OA =â ,  06r=&,  OC=c  ^ 

Ag=/;  onaura,  BAnz-^î  Ci  =  '^;  ga=gm—/i 

hb:=z- gn;  ci:=z'^  —  gq.  Substituant  pour  ga,  bh, 

cif  OA>  OB,  OC,  leurs  valeurs  dans  Téquation  (M),  elle 
deviendra,  A  ( ^771 —/)  ô  =  B  ^^—^/z^ i  4-C  r^—^^^ 

'ou  1  on  tu:e,  A=::  ^-^ — r —     ^, — ^^ i. 

Soit  H  le  centre  de  gravité  du  système;  et  des  points 
A ,  B ,  C  y  H ,  menons  perpendiculairement  à  O  KL  les 
jdroites  AV,  B£,  CK,  HD;  on  aura,  par  la  propriété  du 
centre  de  gravité,  A  X  AV4-B  X  BE  +  C  x  CK=3 
(A-f-B-f-C)  X  HD.MaisAV=wïa,BE=/afe,CK=9c, 
HD  =  rA,  en  nommant  h  la  droite  ÔH,  r  le  sinus  de 
l'angle  HOK;  donc  kma  -h  Bnb  +  C^c==  (  A  +  B  4-  C)rA> 

et  par  conséquent /=  g^r  x  ^^^ba^  +  cc' 

Nous  vpyops,  par  cette  expression  de  la  force  accélérai* 
trice  simple/*  du  corps  A»  que  si  Ton  fait  Fangle  QEM  du 
pendule  simple  (  Fig.  178  ) ,  égal  à  l'angle  HOK  du  pendule 
composé  (  Fig  179)  ;  nous  voyons,  dis- je,  qu'en  décompo- 
sant les  arcs  semblables  décrits  par  les  points  Q  et  A ,  en  un 
même  nombre  d'éléments  correspondants  chacun  à  chacun, 
deux  éléments  correspondants  seront  parcourus  en  temps 
égaux,  et  par  conséquent  les  arcs  entiers  seront  aussi  par- 
courus en  temps  égaux ,  si  la  force  accélératrice  ^implç  du^ 
point  Q,  qui  est  gr,  et  celle  du  point  A,  qui  est/",  sont 
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entre  elles  comme  les  arcs  ,  ou  comme  les  rayons  EQ^.  OÂ. 
La  durée  ëgale  de  mouvements^  ou  le  synchronisme  da 
p^idule  simple  et  du  pendule  composé  est  donc  fondé  sur 

la  propomon  ,  g^-  ^a- V  bI' 4- Ce'  •'  ^Q*^'  ^®  ^^  donne, 

Ainsi ,  pour  ai^oir  V expression  de  la  longueur  du  pendule 
simple  f  qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même  ten^ps  que  le 
pendule  composé,  il  faut  multiplier  chaque  corps  du  pen-^ 
dule  composé,  par  le  quarré  de  sa  distance  à  l'axe  de  rota- 
tion;, ajouter  ensemble  tous  ces  produits  ;  et  diifiser  la  som^me 
par  le  produit  de  la  somme  de  tous  les  corps ,  multipliée 
par  la  distance  du  centre  de  gravité  du  système  à  Vaxe  de 
rotation. 

On  observera  que  les  deux  angles  QEM ,  HOK ,  doivent 
être  fort  petits ,  si  Ton  veut  que  noii  seulement  les  oscilla- 
tions correspondantes ,  ou  de  même  amplitude  ,  des  deux 
pendules^  soient  de  même  durée  ,  mais  encore  que  les  oscil- 
lations soient ,  au  moins  sensiblement ,  de  même  durée  , 
quoique  les  amplitudes  soient  différentes. 

Nous  observerons  encore  que  si  les  verges  ou  les  liens  qui 
retiennent  les  corps  du  système  a  voient  de  la  pesanteur  ou 
de  finertie  ,  on  pourroit  les  décomposer  en  une  infinité  de 
petits  corps,  qu'on  regarderoit  comme  formant  un  même 
système  auquel  on  appliqueroit  la  règle  précédente ,  qui  est 
absolument  générale ,  quel  que  soit  le  nombre  de  corps 
élémentaires  du  pendule  composé. 

Corollaire. 

4o6.  S I  l'on  porte  la  longueur  EQ  (  Fig.  178)  de  O  en  ^, 
(  Fig.  179  ).  le  point  t  sera  ce  qu'on  appelle  le  centre  d^ oscil- 
lation du  pendule  composé.  Ce  point  peut  être  regardé 
comme  chargé  de  tous  les  corps  qui  composent  le  >§ystême  ; 
et  il  fait  ses  oscillations  de  la  mémo  manière  et  dans  le 
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même  temps  que  le  pendule  simple  ,  dont  EQ  ou  O^  est  la 
longueur. 

On  doit  remarquer  que  le  point  t  est  différent  du  centre 
de  gravité  H ,  et  que  O  ^  >  OH ,  ce  qu'on  démontrera ,  en 
comparant  Texpression  de  O^  avec  celle  de  OH. 

Proposition    V.    Problème. 

407.  DÉTERMiNER^e  Centre  de  percussion  d'un  système 
de  corps  liés  entre  eux  par  des  verges  inflexibles  sans  pesan* 
teur,  qui  oscille  autour  d'un  axe  fixe. 

On  appelle  centre  de  percussion  un  point  dans  lequel  la 
masse  d'un  système  de  corps  A,  B,  C(Fig.  180) (qu'il 
faut  regarder  comme  attachés  solidement ,  à  des  distances 
invariables  les  uns  des  autres^  sur  un  plan  matériel  sans 
pesanteur  et  sans  inertie ,  mobile  autour  de  Taxe  O  ) ,  étant 
supposée  réunie ,  et  agissant  perpendiculairement  à  Textré- 
inîté  d'un  levier  égal  à  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  O , 
donneroitle  plus  grand  coup  possible  à  un  obstacle  qu'on  lui 
opposeroit. 

Il  est  d'abord  évident  que  le  centre  de  percussion  est 
placé  dans  la  direction  de  la  résultante  des  mouvements  de 
rotation  de  tous  les  corps  A ,  B  ,  C.  Ainsi  il  s'agit  de  trouver 
la  position  et  la  quantité  de  cette  résultante. 

Les  corps  A ,  B  ^  C  ^  étant  forcés  de  se  mouvoir  tous  à 
la  fois  par  une  cause  quelconque ,  prennent  des  vitesses 
proportionnelles  à  leurs  distances  AO,  BO,  CO,  à  l'axe  de 
rotation.' Par  conséquent  leurs  quantités  de  mouvements , 
ou  les  forces  qui  les  animent ,  peuvent  être  exprimées  res- 
pectivement par  les  produits  A  X  AO,  B  X  BO,  C  X  CO, 
et  ces  forces  agissent  suivant  les  droites  AN,  BN ,  CN'; 
perpendiculaires  aux  distances  OA ,  OB,  OC.  Soit  N  le 
point  de  concours  de  AN  et  de  BN  ;  je  mené  la  droite  ON  , 
sur  laquelle ,  comme  diamètre ,  je  décris  une  demi-circon- 
férence de  cercle ,  qui  passera  par  les  points  A  et  B,  puisque 
les  angles  OAN,  OBN,  sont  droits.  Le  point  N  étant 
pécessairemçnt  un  de  ceux  par  où  passe  la  direction  de  la 
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résultante  des  deux  forces  A  X  AO  ^  B  X  BO,  je  suppose 
que  ZN  soit  cette  direction  ;  du  point  Z  où  elle  coupe  la 
deml-circonfërence  O  ABN,  au  point  O^  je  mené  Ut  droite  ZO, 
qui  rencontre  en  H  la  droite  AB ,  qui  joint  les  deux  corps  A 
et  B.  Cela  posé ,  on  voit  (Sg)  que  les  deux  forces  A  X  AO, 
B  X  BO  sont  entre  elles  comme  les  sinus  des  angles  BNZ^ 
ANZ,  ou  des  angles  BOZ^  AOZ;  on  aura  donc,  A  X  AO: 
B  X  BO::sin.  BOZrsin.  AOZ.  Or,  si  des  points  A  et  B  on 
abaisse  sur  OZ  les  perpendiculaires  AR,  BS,  et  qu'on  nomme  i 

BS  AR 

le  sinus  total,  on  a  sin.  BOZ  =  ^ ,  sin.  AOZ  =  r-g  ;    donc 

BS       AR 

on  aura,  A  X  AO:B  X  BO::-gg-  :  —,  ou  bien  (à  cause  des 
triangles  si^mblables  BHS,  AHR  ),  A  X  AO:B  x  BO:  2|g: 

AH 

—  ;  ce  qui  donne  A  X  AH  =  B  X  BH ,  et  fait  Yoir  que  le 

point  H  est  le  centre  de  gravité  des  deux  corps  A  et  B.  La 

résultante  des  deux  forces  À  X  AO,  B  X  BO,  est  donc 

perpendiculaire  à  la  droite  OHZ  menée  par  le  point  O,  et 

par  le  centre  de  gravité  du  système  particulier  des  deux 

corps  A  et  B.  De  plus ,  en  nommant  Z  cette  résultante , 

on  a ,  (Sg),  Z  :B  X  OB  :  :  sin.  ANB  :  sin.  ANZ  :  :  sin.  AOB  : 

sin.  AOZ,  ou  bien  (  en  abaissant  des  points  B  et  H  les  per- 

BX    HV 

pendiculaires  BX ,  HV  sur  OA  prolongée  )  :  :—-;-—  ,   ou 

BO    OH 

bien  (  à  cause  des  triangles  semblables,  R  AX,  HAV)  •  ^  rq  '  hq  > 
ou  bien  )  à  cause  que  le  point  H  est  le  centre  de  gravité  des 

A*i-B      B 

deux  corps  A  et  B  )  :  :  -jq-  •  qtt  ;  d'où  Ton  tire  ,  en  con- 
cluant du  premier  rapport  au  dernier,  Z  =  (A-f-B)  x  OH. 
Connoissant  Z,  on  trouvera  OZ,  en  observant  que  si  Ton 
considère  les  moments  par  rapport  au  point  O,  le  moment 
de  la  résultante  Z  doit  être  égal  à  la  somme  des  moments  de 
ses  deux  forces  composantes ,  A  X  AO  ,  B  X  BO  ;  ce  qiii 
donne ,  (  A  4-  B  )  X  OH  X  0Z  =  (  A  X  AO  )  X  AO  -H 

(B  X  BO)  X  BO:  et t)ar conséquent QZ=  ^ ^ ^^^^^^ ^ ^^^^ '> 

(A-f-iJj  X  "O 
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Voiîà  donc  d'abord  la  formule  pour  déterminer  le  centre  2 
de  percussion  du  système  des  deux  corps  A  et  B. 

Soit  K'  le  point  de  concours  de  la  force  Z  et  de  la  force 
C  X  CO  du  corps  C  ;  ce  point  est  nécessairement  placeî  dan» 
la  direction  de  la  résultante  de  ces  deux  forces,  direction  que 
je  suppose  être  Z'  N',  Je  mené  la  droite  ON'  sur  laquelle , 
comme  diamètre,  je  décris  une  demi-circonférence  de  cercle, 
qui  passera  par  les  points  Z  et  C ,  puisque  les  angles  OZN' , 
OCN',  sont  droits.  Ayant  tiré  la  droite  CH  ;  du  point  Z  ofil 
Z'  N'  rencontre  la  demi-circonféreqce  OZCN',  Je  mené  au 
point  O  la  droite  Z'O,  qui  rencontre  CH  en  H'.  Cela  posé , 
on  aura,  Z  :  C  X  CO:  :sin.  CN'Z'  ;  sin.  ZN'Z'  :  :  sin.  COZf;, 
sin.  ZOZ',  ou  bien  (  en  abaissant  des  points  C  et  H  les  perpen- 
dic„Iaira.CS,HR',surO»)::S!œ.:g:H|  ,   „  ,^ 

donne,  en  concluant  du  premier  rapport  au  dernier,  ■ 

=  Cx  CH',  ou(A-f-B)  X  HH'=C  x  CH',  et  ce  qui 
fait  voir  que  le  point  H'  est  le  centre  de  gravité  du  système 
des  trois  corps  A,  B,  C.  Ainsi  la  résultante  des  deux  forces 
Z  et  C  X  CO  ,  ou  des  trois  forces  A  X  AO  ,  B  X  BO  , 
C  X  CO,  est  perpendiculaire  à  la  droite  OZ'  menée  par  le 
point  O  et  par  le  centre  de  gravité  H'  du  système  des  trois 
corps  A,  B,  C.  Soit  nommée  Z'  cette  même  résultante; 
on  aura,  Z';C  x  CO:  :sin.  ZN'C:sin.ZN'Z' :  :  sin.ZOG: 
sin.  ZOZ',  ou  bien  (  en  abaissant  des  points  C  et  H'  les  per- 
CX'.H'V 

bien  f  à  cause  des  triangles  semblables  HCX',  HH'V  }  :  : 

rTÏ^GïT'  ""  '^'^"  f  ^  cause  que  le  point  H'  est  le  centre  de 

gravité  du  système  des  trois  corps  A,  B,  C):  : — ^^rrrî 

donc,  en  concluant  du  premier  rapport  au  dernier,  Z'=: 
OH'  X  f  A  +  B  -j-  C),  ConnoissantZ',  on  connoîtra  OZ', 
par  la  considération  que  le  moment  de  la  résultante  Z', 
relativement  au  point  O,  doit  être  égal  à  la  somme  des  mo- 
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xnents  des  trois  forces  composantes  A  X  AO ,  B  X  BO,  C  X  C0> 
relativement  au  même  point;  considération  qui  donne, 
(A4-B-+-C)  X  OH'  X  Z'0=(A  X  AO)  x  AO-h(B  x  BO) 
X  BO  -H  (  C  X  CO  )  X  CO  ;  et  par  conséquent  Z'O  = 
A  X  (  AQ)*4-B  X  CBOV4-C  X  (CQV 
(A4-B  +  C)xOH' 

Il  est  clair  que  la  même  méthode  est  applicable  à  un  sys- 
tème composé  de  tant  de  corps  qu'on  voudra ,  et  qu'on 
trouvera  toujours  des  résultats  analogues  aux  précédents; 
en  sorte  qu'on  peut  conclure  en  général^  i**.  que  le  centre 
de  percussion  d'un  système  quelconque  de  corps  est  placé 
sur  la  droite  menée  par  le  centre  de  rotation  et  par  le  centre 
de  gravité  du  système;  2^.  que  la  distance  du  centre  de 
percussion  au  centre  de  rotation  est  égale  au  quotient  qui 
résulte  en  divisant  la  somme  des  produits  des  corps  multi* 
plies  chacun  par  le  quarré  de  sa  distance  à  Faxe  de  rota^ 
tion ,  par  la  somme  de  tous  les  corps ,  multipliée  par  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  système  à  Vaxe  de  rotation* 

On  voit  que  le  centre  de  percussion  et  le  centre  d'oscil- 
lation se  confondent ,  puisqu'ils  sont  placés  à  la  même  dis- 
tance de  Taxe  de  rotation. 


CHAPITRE    IV. 

Solution  de  divers  Problêmes  de  Dynamique. 


408.  JLes  problêmes  que  je  rassemble  ici  sous  un  même 
titre ,  sont  la  plupart  indépendants  les  uns  des  autres.  Mon 
objet  est  de  continuer  à  exercer  le  lecteur,  par  des  exemples 
variés  ^  à  la  détermination  des  mouvements  que  les  corps 
d*un  système,  sont  forcés  de  prendre  par  leurs  oppositions 
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Mutuelles*  Ces  nouveaux  problêmes  ,  joints  à  ceilx  qiiî  prë- 
tedent ,  feront  connoitre  de  plus  en  plus  comment  on  doit 
^'y  prendre  pour  traiter  les  questions  de  dynamique.  A  me* 
dure  qu'on  avancera ,  les  principes  acquerront  un  npuveati 
jour^  et  on  verra  que  toutes  les  difHcultés  attachées  à  ces 
recherches  ne  peuvent  jamais  dépendre  que  de  la  géométrie 
ou  de  l'analyse; 

Proposition    L    Problème. 

409.  Un  eoqfs  A  (  Fig.  181  )  saris  pesanteur  ^  où  éôht 
la  pesanteur  est  soutenue ,  soit  par  un  fluide ,  ou  par  une 
table  horizontale,  ou  de  toute  autre  manière ,  étant  attaché 
fixement  en  A  au  levier  ACF  parfaitement  mobile  autour 
du  point  ou  piifot  fixe  C  ;  trouver  la  vitesse  quune  force 
constante ,  appliquée  perpendiculairement  en  F  au  levier^ 
imprimera  à  ce  corps  en  un  temps  donné» 

Ayant  nomimé  F  la  force  qui  tend  à  faire  tourner  le  levier^ 
Q  la  masse  à  mouvoir  (en  comprenant  dans  cette  masse  celle 
du  levier ,  s'il  est  nécessaire  )  ;  il  est  évident  quei  le  moilient 
de  la  force  F ,  qui  e^t  F  X  CF  >  doit  être  égal  au  moment  du 
mouvement  gagné  par  la  masse  Q  autour  de  l'axé  G.  Or>  si 
l'on  suppose  que,  dans  un  instant >  le  levier  passe  de  la 
situation  FCA  dans  la  situation  y Ca^  en  sorte  qu'un  point 
quelconque  A  du  corps  proposé  décrive  le  petit  arc  Aa ,  et 
<Jue,  raisonnant  ici  coiriniè  oii  à  fait  dans  l'article  SgS  pour 
trouver  le  moment  du  motiVétiietit  gagné  par  le  corps  G  au- 
tour de  r^xeGV(Fig<  iy^)i  on  nomme  S  (1)  la  somme  des 
produits  des  molécules  du  corps  Q  par  les  quarrés  de  leui*s 

(1)  La  quantités  9e  détermine  géométrît|ueûielit  coàoinie  oii  Ta  hicliqùé 
(396)  ;  mais ,  dans  la  pratique^  on  peut  se  coBUoier  de  partager  la  masse  Q 
en  plusieurs  parties  assez  petites  pour  qu'elles  -puissent  être  re^^rdéés  sen- 
siblement comme  des  pointa;  de  multiplier  ensuite  chacune  d'eiieâ  par  le 
quarré  de  sa  distance  à  TazeC  ;6t  enfin  d'ajouter  ensemble  tdu'sces  produira; 

âo 
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distances  à  Taxe  C  :  il  est  clair  que  le  moment  dn  mouve- 
ment gagné  par  le  corps  Q  autour  de  Taxe  G  sera  exprime 

par  S  X  ;t7*  Ainsi  on  aura  Téquation  ,Fx  CFzrrSx^f, 

*  C'A  CA 

,  .        ^ F  XCFX  CA 

ou  bien  Atf  =        ■  .. 

Maintenant  y  supposons  que  la  force  F  soit  ëgale  à  un  poids 
dont  la  masse  =  N ,  et  nommons  g  la  gravité  naturelle  :  on 
aura ,  F  =  gN  ;  car  tout  poids  est  égal  au  produit  de  sa 
masse  par  la  pesanteur  (  3o3  ).  De  plus  y  en  supposant  que 
le  petit  espace  A  a  ait  été  parcouru  dans  un  instant  égal  à 
celui  que  la  gravité  g  emploie  à  faire  parcourir  à  un  corps 
qui  tombe  librement  un  petit  espace ,  qu'on  peut  exprimer 
par  la  même  lettre  g  :  il  est  évident  que  Aa  pourra  être  re- 
gardé aussi  comme  l'expression  de  la  force  accélératrice  qui 
anime  le  point  A  (  3i5 ,  Form,  F  ).  Donc ,  si  l'on  fait  cette 
force  ac^lératrice  =/f  CA  =  a,  CF  =z=  c ,  on  aura, 

y*z=:  ^-£^*  Par  où  Ton  voit  que  le  mouvement  du  point  A 

est  uniformément  accéléré ,  puisque  la  force  accélératrice/* 
est  à  la  gravité  naturelle  g  dans  le  rapport  constant  de 
Nac  à  S,  et  que  par  conséquent  cette  même  force  /  est 
constante.  On  voit  epcore,  par  la  formule  (F)  de  Tart.  3i5, 
que  si  l'on  multiplie  les  espaces  déterminés  dans  les  deux 

tables  de  l'article  Sag,  par  la  fraction  — g—,  les  produits 

seront  les  espaces  parcourus  par  le  point  A,  suivant  les 
conditions  énoncées  pour  les  deux  tables  dont  il  s'agit. 

Proposition    II.    Problème. 

4io.  Supposons  maintenant  (Fig.  182) çue  la  masse  Q 
à  m,om>oir  soit'lwrèe  à  T action  de  la  pesanteur ,  de  manière 
que  le  lei^ier  FCA  tourne  dans  un  plan  vertical  autour  de 
L'axe  fixe  C  :  on  demande  la  vitesse  que  la  force  F,  toujours 
appliquée  perpendiculairement  en  F  ^  communiquera  à  tout 
le  système. 
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Soit  Â  le  centre  de  gravité  de  toute  la  masse  Q  à  mouvoir* 
Par  le  point  fixe  C  et  par  le  point  A ,  soit  imaginée  la  ligne 
FCA  faisant ,  avec  la  verticale  CO ,  Tangle  quelconque  ACO* 
Qu'on  preilne  la  verticale  AN  pour  représenter  le  poids 
absolu  du  corps  Q  >  et  soit  décomposée  cette  force  en  deux 
entres ,  l'une  AR  dirigée  suivant  CA  ,  Tautre  AM  perpen- 
diculaire à  CA.  Il  est  évident  que  la  première  force  AR  est 
détruite  par  la  résistance  du  point  C,  et  que  la  seconde  AM 
est  la  seule  qui  tende  à  faire  tourner  le  levier  et  à  le  rappro- 
cher de  la  verticale  CO.  Supposons  que,  dans  un  instant , 
le  levier  passe  de  la  situation  FCA  dans  la  situation /Ca, 
en  sorte  que  le  point  A  décrive  le  petit  arc  Aa.  Cela  posé^ 
imaginons  qne  la  force  F  est  partagée  en  deux  autres  X  et  Y^ 
dont  la  première  X  feroit  sans  cesse  équilibre  à  la  force  AM, 
et  dont  la  seconde  Y  est  employée  à  mouvoir  autour  du 
point  fixe  C  la  masse  Q  considérée  comme  non  pesante.  Il  est 
clair  qu'on  aura  d'abord  l'équation ,  (A)   X. CF  =  AM.C A. 

De  plus,  en  nommant  S  la  somme  des  produits  des  molé- 
cules du  corps  Q  par  les  quarrés  de  leurs  distances  à  l'axe  C^ 

on  aura,  par  l'article  précédent,  (B;  Y  X  CF  :::::S  X  4^. 

V  C«A. 

là  gravité  naturelle     *     *     • g  ^ 

la  force  accélératrice  Aa  du  point  A  .     .     .     /* 

la  force  motrice  F ,  égale  à  un  poids  connu  , 

-  ,         ,       dont  la  masse  est  N   .     .     .     .     .     .     *     fi^N . 

Soient  <  r«  *  ^     * 

C-«A a , 

C  F      .      •.'*••.     é  *  •••     .       c  ; 

le  sinus  total  ••«....é*.        i, 
le  sinus  de  l'angle  ACO q. 

On  voit  sans  peine  que  la  force  AM  =2  ^  Q  x  —  =  ygQ. 
Par  conséquent  les  deux  équations  (A)  et  (B)  deviendront 
c.  X==:^^Qa;  c.  Y  =  -3^.  D'où  l'on  tire,  X  +  Y  =  2^-+-; 

f{.  Mais  X  +  Y  ==^N.  Donc  gN  =  2£2f  +  |{,  et  /= 

20. 


So8       .  uiokniqvKé 

g  (eu     '^^aaw)^  Telle  est  Texpression  de  la  force  accéléra-- 

tricey*du  point  A.  Comme  le  numérateur  de  cette  fraction 
renferme  le  sinus  g  de  l'angle  AGO  ,  qui  varie  à  mesure  que 
le  levier  tourne ,  on  voit  qu'en  supposant  toutes  les  autres 
quantités  constantes^  la  force  accélératrice/* n'est  pas  con« 
stante ,  et  que  par  conséquent  le  mouvement  de  rotation 
du  levier  n'est  pas  uniformément  accéléré. 

Remarque. 

41 1.  Si  I  au  lieu  de  la  force  F,  il  y  a  en  F  un  poids 
quelconque  attaché  fixement  au  levier^  de  manière  que 
tout  le  système  toiu'ne  librement  sur  le  point  G ,  et  que  tout 
étant  d'ailleurs  le  même  que  dans  l'article  précédent ,  on 
nomme  de  plus  H  la  masse  du  nouveau  poids  ;  S' la  somme 
des  produits  des  particules  de  H  par  les  quarrés  de  leurs  dis- 
tances au  point  C;  n(i)le  sinus  de  Fangle  que  la  droite  FC  , 
tirée  du  centre  de  gravité  de  H  au  point  G  ^  fait  avec  la  verti- 
cale :  on  trouvera  en  un  moment  par  la  même  méthode , 

f-z=i  ^v^^^   "7/^^  ;  d'où  il  est  aisé  de  juger  en  quel  sens 

tournera  le  levier,  suivant  la  relation  qu'on  supposera  entre 
les  quantités  H,  Q/  û,  c,  n ,  q. 

De  là  on  peut  tirer  facilement  une  nouvelle  solution  très 
simple  du  problême  des  centres  d'oscillation  ou  de  per- 
cussion. 

Proposition   III.    Problême. 

412.  Deux  corps  inégaux  P  c^  Q  (Fig.  i83)  étant  atta- 
chés aux  extrémités  d'une  corde  PRQ  non  pesante ,  qui  passe 


(1)  Je  prends  une  nouvelle  lettre  n  pour  exprimer  le  sinus  de  Tangle  dont 
il  s'agit ,  parcequ  il  peut  se  faire  que  les  points  A ,  C ,  F,  ne  soient  pas  en 
ligue  droite ,  et  que  par  conséquent  n  diflere  de  ^. 
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iur  une  poulie  suspendue /ixemerU  et  mobile  sur  son  aissieu  : 
on  demande  la  vitesse  avec  laquelle  le  plus  grand  P  deS" 
cendra ,  et  fera  m,onter  le  plus  petit  Q. 

II  est  visible  que  ce  problème  peut  se  résoudre  par  uiie 
méthode  analogue  à  celle  que  j'ai  employée  dans  les  deux 
articles  précédents;  savoir,  en  décomposant  le  poids  mo- 
teur P  en  deux  autres^  dont  Fun  fasse  simplement  équilibre 
au  poids  Q ,  et  dont  l'autre  soit  employé  à  mouvoir  la  masse 
totale  P  -+-  Q  du  système  ,  considérée  comme  non  pesante. 
Mais  voici  un  autre  usage  un  peu  plus  direct  du  principe  de 
la  communication  des  mouvements.  La  même  chose  doit 
s'entendre  pour  les  problèmes  suivants ,  mutatis  mutandis» 

Supposons  que  les  deux  corps  P  et  Q ,  s'ils  avoîent  été 
libres^  eussent  parcouru  en  un  instant^  par  leur  pesanteur 
naturelle^  les  espaces  égaux  PN,  QK  ;  mais  qu'à  cause  de 
l'action  et  de  la  réaction  qu'ils  exercent  l'un  sur  l'autre, 
P  parcoure  PM  en  descendant,  et  Q  parcoure  QH  =  PM 
en  montant.  Il  est  évident  que  Mlf  sera  la  vitesse  perdue 
par  le  corps  P  dans  l'instant  proposé ,  et  que  KH  sera  la 
vitesse  gagnée  par  le  corps  Q  en  montant,  pendant  le  même 
instant.  Or  il  doit  y  avoir  ^aUté  entre  le  mouvement  perdu 
par  le  corps  P  et  le  mouvement  gagné  par  le  corps  Q  ;  ainsi 
on  aura  l'équation,  P  x  MN=:  Q  X  KH. 

Les  petits  espaces  PN  ,  PM  ou  QH  ,  parcourus  en  vertu 
de  la  gravité  naturelle  et  en  vertu  de  la  force  accélératrice 
qui  anime  maintenant  chacun  des  points  des  masses  P  et  Q  , 
peuvent  être  regardés  comme  les  expressions  mêmes  de  ces 
forces.  Ainsi,  en  nommant  g  la  gravité  PN,  /là  force 
actuelle  P  M  ou  Q  H ,  l'équation  précédente  deviendra , 

p  (  ^  -/)  =  Q  (^  +/)  ;  doù  l'on  tire  ,/=  '^p~^\ 

Cette  équation  fait  voir  que  la  force  accélératrice  simple 
de  chacun  des  deux  corps  proposés  est  à  la  gravité  natu- 
relle g^  dans  le  rapport  constant  de  (P  —  Q)à(P  -4-Q)« 
D'où  il  résulte  que  les  mouvements  des  deux  corps  proposés 
âont  uniformément  accélérés,  et  qu'en  multipliant  les  espaces 
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détermines  dans  les  deux  tables  de  Farticle  3ag  j  par  la 
fraction  u  T  q  #  ^^  produits  seront  les  espaces  parcourus 

par  le  corps  P  en  descendant^  et  par  le  corps  Q^en  montant, 
suiva4t  les  conditions  des  temps  énoncées  dUns  l'article  cité. 

Remarque, 

4i3.  Un  agent  appliqué  à  une  machine,  par  exemple^  un 
homme ^  un  cheval^  n'exerce  pas  toujours  contre  elle  toute 
la  force  dont  il  est  capable.  Il  peut  en  conserver  une  partie, 
qui  sert  alors  à  son  propre  mouvemei^t,  tandis  que  Tautre 
partie  est  employée  à  mouvoir  la  machir^e^  Notre  grand 
poids  P  peut  représenter  toute  la  force  absolue  de  l'agent , 
et  le  poids  Q  la  résistance  de  la  machine  ou  le  fardeau  qu'il 
faut  élever,  Alors  la  dépense  de  force  que  fait  l'agent  pour 
élever  le  fardeau  malgré  sa  pesanteqr ,  est  exprimée  par 

F  (gr-^/^)  ou  ^^I.Q  <  ®t  ce  qui  reste  de  force  au  mémo 
îigent  est  expnmé  par  P/ ou      ^  » 

GonOLLAIRE     I, 

414.  Il  est  évident  que  la  partie  CP  de  la  corde  est  tendue 
avec  une  force  exprimée  par  P  {g — /)  ou  pqjn^  et  que  la 
partie  BQ  est  tendue  avec  une  force  exprimée  par  Q  (g'^f) 
ou  p  '.  Ces  deux  forces  égales  produisent  sur  les  appuis 
de  la  poulie  une  pression  verticale  égale  à  leur  somme  ,  et 


(i)  Ges  sortes  d'expressions  ?■ — --,  ^   p ^  d      >  ff  ^'  représentent 


I)  ïLes  sortes  a  expressions  ^  ■  ■  ■■■ ,  - —  '    ,  ^r,  représentent 

poids;  car  la  lettre  g  représente  la  pesanteur ,  et  les  lettres  P,  Q, 
masses  j  or  le  poids  çst  \e  produit  de  la  nis^ssç  pî^r  la  pesanteur  : 
iÇj  etc. 


des 
des 
4qaç,  etc 
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qui  est  par  conséquent  représentée  par  5^^.  Ainsi   on 

connolt  la  résistance  dont  la  corde  doit  être  capable ,  et  la 
charge  que  soutient  l'appui  qui  porte  la  poulie. 

On  peut  remarquer^  au  sujet  de  cette  charge^  qu'elle  est 
moindre  que  la  somme  des  deux  poids  P  et  Q  ;  au  lieu  que 
dans  le  simple  état  d'équilibre  elle  est  toujours  égale  à  la 
somme  des  poids  ^  ou  au  double  de  Fun  d*eux. 

CorollaireII. 

^\^.  NoMMOKs  y  la  vitesse  finale  d'un  corps  grave  qui 
tombe  librement  par  un  certain  espace  ;  u  la  vitesse  finale  de 
chacun  de  nos  deux  corps  par  le  même  espace  :  en  appliquant 
ici  la  formule  (G)  de  l'article  3i5  ^  et  faisant  e=E^  on  aura, 

VV:i/i/::^:/::^:5^^::P  +  Q:P  — Q,  D'où  l'on 

tire,  P.w^+  Q.tt^=:P.V*  — Q.V%  c'est-à-dire  que  la 
somme  des  produits  des  deux  corps  par  les  quarrés  de  leurs 
vitesses  forcées^  est  égale  à  la  différence  entre  la  somme 
des  produits  des  corps  par  les  quarrés  des  vitesses  qu'ils 
auroient  acquises  par  leurs  pesanteurs ,  s'ils  s'étoient  mus 
librement.  Je  dis  la  différence  ^  parceque  nos  deux  corps 
vont  en  sens  contraires^  ou  que  F  un  monte  pendant  que 
l'autre  descend. 

Cette  égalité  est  la  conservation  des  forces  vives.  On 
trouve  en  général  que  les  forces  vives  se  conservent  dans 
les  mouvements  qui  résultent  d'un  choc  immédiat^  pourvu 
que  les  corps  soient  parfaitement  élastiques ,  ou  de  l'action 
de  corps  qui  se  tirent  par  des  fils^  des  leviers ,  ou  de  toute 
autre  manière.  Nous  avons  vu  un  exemple  du  premier 
genre  dans  le  choc  direct  des  corps  parfaitement  élastiques 
(38o).  Le  problême  précédent  offre  im  autre  exemple  de 
la  même  loi  pour  les  corps  soumis  à  des  forces  accélératrices. 
Nous  nous  dispenserons  de  la  faire  remarquer  dans  les 
autres  problèmes  où  elle  peut  avoir  également  lieu  ,  parce* 
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qu'elle  n  est  au  fond  qu'une  conséquence  secondaire  dn  prin^r 
cipe  général  de  la  communication  des  mouvements  ;  consé- 
quence que  les  lecteurs  pourront  tirer  eux-mêmes  dans 
chaque  cas  particulier. 

PrOPOSITIOIT     IV.     PROBLiMÊf 

I 

4i6.  Tout  étant  d* ailleurs  le  même  que  dans  le  problème 
précédent,  on  demande  qu'on  ^it  égard  4&  plus  à  t inertie 
de  la  poulie^ 

Puisque  là  poulie  est  suspendue  fixement  par  son  centre  j, 
elle  n'a  par  elle-même  aucune  tendance  à  tourner  plutôt  à 
droite  qu*à  gauche ,  et  elle  tournera  toujours  dans  1^  sens 
du  poids  prépondérant  P.  De  plus ,  il  est  clair  que  le  mo- 
ment du  mouvement  perdu  par  le  corps  P^  autour  du  centre 
de  la  poulie ,  doit  être  égal  à  la  somme  des  moments  des 
mouvements  gagnés  par  le  corps  Q  et  par  la  masse  de  la 
poulie^  autour  du  même  point.  Or,  si  Ton  nomme ^ la  gra- 
vité naturelle,  f\a  force  accélérartrice  simple  de  chacun  des 
points  des  masses  P  et  Q,  ft  le  rayon  de  la  poulie,  S  la 
somme  des  produits  des  molécules  de  la  poulie  par  les  quai:rés 
de  leurs  distances  au  centre  :  il  est  visible  que  le  moment 
du  mouvement  perdu  par  le  corps  P  est  P  {g—f)  h  ;  que  le 
Irtôment  du  mouvement  gagné  par  le  corps  Q  est  Q(g'  -i-y)  ftj? 
et  que  le  moment  du  mouvement  gagné  par  la  poulie  e^t 

S  X  -y- ,  puisque  tous  les  points  de  la  circonférence  tour-i 

nent  avec  la  même  vitesse  que  descend  le  corps  P  ou  quq 
inonte  le  corps  Q.  Ainsi  on  aura  Féquation , 

P(^— /)i  =  Q(g+/)ft  +  y;  d'oii  Ion  tire, 

La  force  accélératrice/est  donc  à  la  gravité  g",  dans  le  rap- 
port  constant  de  (Pbb —Qbb)  k{^bb  4-  Qbb-i-S);  et 
par  conséquent  on  connaîtra,  par  les  tables  de  Tart.  329^ 


y 
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les  espaces  que  les  corps  P  et  Q  parcourent  en  un  temps 
donné. 

Corollaire* 

417.  Les  deux  cordons  CP,  BQ,  sont  visiblement  tendus 
avec  la  même  force;  et,  comme  la  tension  de  CP  est  tou- 
jours égale  au  mouvement  perdu  par  le  corps  P,  c'est  à^ire  à 
P  (g—/)  ;  il  s'ensuit  qu'en  mettant  pour/sa  valeur,  chacune 
des  deux  tensions  proposées  sera  représentée  par  la  quantité 

Vàù^-^Ohà^^l'  ^®*  ^^"^  forces  égales  produisent  sur  le 
centre ,  ou  sur  les  appuis  de  la  poulie  ,  une  pression  repré«* 
sentée  par  ^f ,  /  ^^  , —. 

A  cette  pression  il  faut  ajouter  le  poids  de  la  poulie^  pour 
^yoir  Teffort  total  que  supporte  raissieu* 

Remarque    L 

418.  Si  on  vouloit  déterminer  directement  la  tension 
de  BQ,  on  consîdéreroit  que  cette  force  est  égale  à  la 
somme  du  mouvement  gagné  par  le  corps  Q,  et  du  mouve- 
ment gagné  par  la  masse  de  la  poulie ,  dans  le  sens  QB  ;  car 
la  machine  se  meut  exactement  de  la  même  manière  que  si 
à  la  place  de  la  masse  de  la  poulie  on  attachoit  fixement  en 
un  point  quelconque  de  BQ  une  masse  non  pesante  qui  op- 
posât au  niouvement  la  même  résistance  qu'oppose  la  masse 
de  la  poulie.  Or ,  dans  ce  second  cas ,  la  tension  de  BQ  est 
égale  au  mouvement  gagné  par  le  corps  Q ,  plus  au  mouve- 
ment gagné  par  la  nouvelle  masse ,  en  sorte  que  si  Ton 
nomme  B.  cette  même  masse ,  on  aura  la  tension  de 
BQ  =  Q{g  -hf)  -h  Rf.  Mais ,  puisque  la  masse  H  et  h 
masse  de  la  poulie  opposent  la  même  résistance  au  mouve- 
ment autour  du  centra  ^onaj»  R  x/x^===Sx  y^  ou 
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c 

bien  R  =  ^.  Donc  la  tension  dé  BQ  =±:  Q(g  +/)  -4- 
Sf     ^P(a(j^'4-S) 

II  est  à  propos  de  faire  attention  à  cette  remarque,  pour 
évaluer  sans  peine  les  tensions  des  cordons ,  lorsque  les 
forces  qui  les  tendent  n  ont  pas  les  mêmes  bras  de  levier  par 
rapport  au  centre  de  mouvement.  Ici  tous  les  points  de  la 
masse  de  la  poulie  n*ont  pas  les  mêmes  bras  de  levier  rela- 
tivement au  centre  de  cette  même  poulie. 

K  £  M  A  R  Q  U  E      II. 

419*  Nous  avons  regardé  la  corde  comme  non  pesante. 
S'il  falloit  avoir  égard  à  sa  pesanteur  ',  on  trouveroit ,  tou- 
jours par  la  même  méthode,  l'expression  de  la  force  accé- 
lératrice du  corps  P  ou  Q ,  pour  un  instant  quelconque  ; 
mais  alors  cette  force  seroit  variable  d*un  instant  à  l'autre , 
et  on  ne  pourroit  déterminer  la  vitesse  de  chaque  mobile , 
après  un  temps  donné  y  qu'à  Taide  des  formules  générales 
du  mouvement  varié  ,  qui  supposent  la  connoissance  du 
calcul  intégral.  Je  me  contente  donc  d'indiquer  ce  problème 
aux  lecteurs  versés  dans  ce  calcul.  Proposons-nous  une  autre 
question  immédiatement  résoluble  par  ce  qui  précède. 

Je  suppose  que  la  corde  soit  non  pesante  ,  ou  que  si  elle 
est  pesante ,  elle  le  soit  assez  peu  en  comparaison  des  poids 
qui  y  sont  attachés,  pour  quau  moins,  dans  un  temps 
court ,  les  poids  P  et  Q ,  dans  lesquels  je  comprends  main- 
tenant les  pesanteurs  des  parties  de  corde  qui  les  soutiennent, 
puissent  être  regardés  comme  des  quantités  constantes.  Il 
s'agit  de  déterminer  la  force  accélératrice  du  corps  P  ou  Q, 
en  ayant  égard  non  seulement  à  l'inertie  de  la  poulie,  comme 
dans  le  problème  précédent,  mais  encore  au  frottement  et  à 
la  roideur  de  la  corde. 

Nommons  g  la  gravité  naturelle;  /* la  force  accélératrice 
du  corps  P  ou  Q;  a  le  rayon  de  Faissieu  de  la  poulie;  b  le 
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rayon  de  cette  poulie ,  en  y  comprenant  celui  de  la  corde  ; 
S  la  somme  des  produits  des  molécules  de  la  poulie  par  les 
,  quarrés  de  leurs  distances  au  centre  ;  n  le  rapport  du  frotte- 
ment à  la  pression  ;  c  le  rayon  de  la  cor^e  ;  et  supposons 
qu'une  corde ^  dont  le  rayon  est  h ,  sous  une  pression  con- 
nue N^  en  se  pliant  autour  d'un  rouleau  dont  le  rayon 
augmenté  de  celui  de  la  corde  est  m  ^  ait  une  roideur  égale 
à  un  poids  connu  q* 

Gela  posé,  il  est  clair  que  le  moment  du  mouvement 
perdu  par  le  corps  P  ,  autour  du  centre  de  la  poulie ,  doit 
être  égal  à  la  somme  faite  du  moment  du  mouvement  gagné 
par  le  corps  Q ,  du  moment  du  mouvement  gagné  par  la 
poulie ,  du  moment  du  frottement ,  et  du  moment  de  la 
roideur  de  la  corde  ,  par  rapport  au  même  centre.  Or , 

1*^.  Le  moment  perdu  par  le  corps  P  =  P  (  g^  — /")  ;  et  1© 
moment  de  ce  mouvement  =  P  (  gr  — /*)  h. 

2".  Le  mouvement  gagné  par  le  corps  Q  z=  Q  (g^  +/^)  >  ®^ 
le  moment  de  ce  mouvement  =  Q  {g-^f)  ^. 

3^.  Le  moment  du  mouvement  gagné  par  la  poulie  =  «y* 

4^.  Puisque  chaque  cordon  CP,  BQ,  est  évidemment 
toujours  tendu  avec  une  force  égale  au  mouvement  perdu 
par  le  corps  P,  c'est-à-dire  à  P  {g — /),  et  que  par  consé- 
quent la  pression  de  Faissieu  sur  la  surface  de  son  moyeu 
est  a  P  (g  — /)  )  il  s'ensuit  que  le  frottement ,  supposé  pro* 
.  portionnel  à  la  pression^  sera  exprimé  par  a/iP(  gf — f) ,  et 
que  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au  centre  sera 

5^.  La  roideur  de  la  corde  aura  pour  valeur  ^^^^  ^^"zLl 
(278  et  27g  )  ;  et  le  moment  de  cette  force  sera  représenté 
par  ''""^^f^"-^^' ,  ou  par  ^^^^^^ê-f).  Par  conséquent  on 

aura  Téquation,  P{g—/)b  =  q  (g^f)  b^^-^^nP 

(^  -^/)  a  -+-  ÎZ^j^JlZv.  D'où  l'on  tire  (  en  fabant,  pour 
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Le  rapport  de  la  force  accélërathcey  à  la  grayitë  g  étant 
donné  par  le  moyen  de  cette  équation^  on  aura  ausei  le 
rapport  des  espaces  parcourus  par  nos  deux  corps  aux 
espaces  parcourus  librement  en  vertu  de  la  pesanteur. 

La  tension  de  chaque  cordon  se  détermine  en  substituant 
pour  y  sa  valeur  y  dans  Texpression  P  C  ^  — /). 

On  fera  entrer  d'une  manière  analogue  la  considération 
du  frottement  et  de  la  roideur  des  cordes ,  dans  les  autres 
problèmes  de  ce  genre.  Je  me  contente  d'en  avertir  ;  dans 
les  problèmes  suivants  ,  je  fais  abstraction  de  cçs  deux 
résistances. 

Proposition    Y.   Problème. 

4^0.  Supposons  Ç  Fig.  184)  ^uc  ^  corps  P  descendant 
verticalement  par  sa  pesanteur,  entraine  après  lui  le  corps  Q 
le  long  du  plan  incliné  DB^  à  Vaide  d*une  corde  non  pesante , 
qui  passe  sur  une  poulie  fixée  au  sommet  B  du  plan  incliné , 
et  dont  la  partie  OQ  est  parallèle  à  BD  :  on  demande  la 
vitesse  des  deux  corps ,  en  ayant  égard  à  l'inertie  de  la 
poulie. 

Soient  BC  et  CD  la  hauteur  et  la  base  du  plan  incliné  BD. 
Supposons  que  si  les  deux  corps  P  et  Q  eussent  été  libres  , 
en  un  instant  P  eût  parcouru  la  verticale  PN  par  sa  pesan- 
teur naturelle,  et  Q  eût  parcouru  QK  par  sa  pesanteur 
relative  ;  mais  qu*à  cause  de  leur  mouvement  forcé,  P  par* 
coure  PM,  et  Q  parcoure  QH.  Nommons  g  la  gravité  na- 
turelle PN  ;  y*Ia  force  accélératrice  simple  du  corps  P  ou  Q  ; 
b  le  rayon  de  la  poulie  ;  h  la  hauteur  BC  du  plan  incliné  ; 
l  sa  longueur  ;  S  la  somme  des  produits  des  molécules  de  la 
poulie  par  les  quarrés  de  leurs  distances  au  centre  A.  On 

aura,  MN=r^-./,  QK  =  ^*,  KH=/+^;   le  mou- 
vement perdu  par  le  corps  P  =  P  x  MN  =  P  {g  — /)  >  et 
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le  moment  de  ce  mourement  par  rapport  au  centre  de  la 
poulie  =  P  (g^  — f)  b;  le  mouvement  gagné  par  le  corps  Q 

=  Q  X  KH  =  Q  T/H-  7"  )  ^  c^  le  moment  de  ce  mou- 
vement mQ^^-h^  )  b;  enfin  le  moment  du  mouve- 

ment^  gagne  par  la  poulie  =  -^.  Et,  comme  le  moment 

du  mouvement  perdu  par  le  corps  P  doit  être  égal  à  la 
ftomme  des  nK>ments  des  mouvements  gagnes  par  le  corps  Q 

et  par  lapoulie^  on  aura,  P  ig—f)  6=Q  (/•+-  T  J  *"*"  T  » 

d'où  l'on  tire , /=    p^^^^^^^^    :  équation  qui  donne 

la  relation  de  la  forcera  la  gravité  g*^  et  qui  fait  voir  que 
cette  relation  est  constante. 

Corollaire. 
421.  Les  deux  cordons  ZP,  OQ,  sont  tendus  chacun  avec 

une  force  représentée  par  V(£[ — /^=  — ^ ^* 

Mais  la  tension  du  cordon  ZP  est  dirigée  parallèlement 
à  BC ,  et  celle  du  cordon  OQ,  parallèlement  à  BD.  Pour 
déterminer  la  pression  que  ces  deux  forces  produisent  sur 
le  centre  A  de  la  poulie  ,  qu*on  les  représente  par  les 
droites  AE,  AG,  égales  entre  elles  et  parallèles  respective- 
ment à  BC  et  à  BD  :  la  pression  demandée  sera  représentée 
par  la  diagonale  A  F.  Soit  m  Tangle  GAE;  l'expression 
analytique  de  AF  sera  évidemment 

gP  ^qbù^qùb.A.^s\ 


fiia.  m 


A  l'égard  de  la  pression  contre  le  plan  incliné  BD ,  elle 
est  toujours  g  Q  X  g^  i  1*  même  que  s'il  n'y  avoit  pas  de 


mouvement. 


', 
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422.  Deux  corps  P  £^  Q  (  Fig.  i85  )  étant  attachés  aux 
extrémités  de  deux  cordes  qui  se  roulent  sur  deux  poulid^s  ou 
roues  concentriques  f  mais  de  rayons  différents;  et  suppo-" 
sant  que  P  descende  et  fasse  monter  Q  :  on  demande  les 
vitesses  des  deux  corps,  en  ayant  égard  à  P  inertie  des  roues  0 

Gomme  les  deux  roues  BVE^  XDC^  quoiqu'enfilëes  par 
tin  même  axe ,  peuvent  n^étre  pas  dans  un  même  plan ,  et 
avoir  chacune  leurs  mai»ses  paiticulieres ,  nous  désignerons 
par  les  deux  lettres  S  et  ^  la  somme  des  produits  des  molé^ 
cules  de  chaque  masse  par  les  quarrés  de  leurs  distances  à 
Taxe.  Lorsque  la  petite  roue  fera  partie  de  la  grande ,  on 
ne  tiendra  pas  compte  de  s  ^  puisque  cette  quantité  sera 
alors  comprise  dans  S. 

Je  suppose  que  les  deux  corps  P  et  Q ,  s'ils  avoient  été 
libres ,  eussent  parcouru  en  un  instant ,  en  vertu  de  leur 
pesanteur  naturelle  ,  les  espaces  égaux  PN,  QK  ;  mais  qu'à 
caus)e  de  leur  mouvement  forcé ,  P  parcoure  PM  en  des- 
cendant ,  et  Q  parcoure  QH  en  montant.  Soient  menés  les 
rayons  AB,  AC,  des  deux  roues..  Nommons  g  la  gravité 
naturelle  PN  ou  QK;  /?  la  force  accélératrice  simple  du 
corps  P  ;  9  la  force  accélératrice  simple  du  corps  Q  ;  a  le 
rayon  C  A  de  la  petite  roue  ;  b  le  rayon  A  B  de  la  grande 
roue.  On  aura,  MN=g— /?;  KH=g^H-^;  le  mouvement 
perdu  par  le  corps  P  ==  P  x  MN  =P(g:  —  p) ,  et  le  mo- 
ment de  ce  mouvement  =:P(g^  —  p)^ >  le  mouvement 
gagné  par  le  corps  Q  =  Q  x  KH  =Q)g'-+-^),  et  le  mo- 
ment de  ce  mouvement  =  Q  (g^  -H^  )  ^;  le  moment  du 

mouvement  gagné  par  la  roue  BVE  =  S  X  -^  ;  le  moment 

du  mouvement  gagné  par  la  roue  XDC  =  ^  X  -^.  Or  le 

moment  du  mouvement  perdu  par  le  corps  P  doit  être  égal 
à  1h  somme  des  moments  de  tous  les  mouvements  gaguës# 
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Ainsi  on  aura  l'équation 


D'où  Ton  tire  (  en  observant  que  p  :q  ::b  :  a  j  et  par 
conséquent  pa  =:qb), 

g{Pab  —  Qaa) 

9  —  Pi&A-f-Q/ïfl-f-ô-h** 

On  a  donc  les  rapports  des  deux  forces  accélératrices  pela 
à  la  gravité  g  ;  et  par  conséquent  on  connoltra  aussi  les  es- 
paces parcourus  par  nos  deux  corps  dans  un  temps  donné. 

Corollaire. 

423.  Le  cordon  BP  est  tendu  avec  une  force  égale  au 
mouvement  perdu  par  le  corps  P ,  et  qui  est  par  conséquent 

exDrimée  nar  P  r ^  —  Z7 ^  —  gP(Q^-HQ^4-S4-0 
exprimée  par  r  (  g'  —  ;?  ;  —  .^^^-— — p___. 

La  tension  du  cordon  CQ  se  détermine  ainsi  par  la  mé« 
thode  de  l'article  4i8-  Imaginons  une  masse  R  non  pesante, 
attachée  fixement  en  un  point  du  cordon  CQ  ,  et  opposant 
par  son  inertie  la  même  résistance  au  mouvement  de  la  ma- 
chine ,  que  lui  opposent  les  deux  roues  ,  aussi  par  leurs 
inerties.  Il  est  clair  que  la  tension  du  cordon  CQ  sera  égale 
à  la  somme  des  mouvements  gagnés  par  les  corps  Q  et  H  ; 
elle  sera  donc  exprimée  par  Q  (  gr  H-  fl^  )  -f-  B^.  Or ,  puisque 
la  masse  R,  animée  de  la  vitesse  q-,  feroit  équilibre  aux 
inerties  des  roues  ,ona •••     .. 

R  X  ^  X  a  =  S  X  -^+^X  ■|"  =  'J'*"  ^^  et  parjconséquenr 
R  =  .  Donc  la  tension  du  cordon  CQ  est  Q  (  g^  -+•  9  )  -H 

V   -^    ^y— g        /paTVm  aT"  c'       ^       i  en  mettant  pour  q 

sa  valeur  et  réduisant. 

Les  tensions  des  deux  cordons  BP ,  CQ ,  produisent  sur 
l'axe  A  commun  aux  deux  roues  une  pression  verticale , 


Sao  mécanique; 

égale  à  leur  somme ,  et  qui  a  par  conséquent  pour  expt^essioiiy 

Si  on  veut  avoir  l'effort  total  que  supporte  Taxe ,  il  faut 
ajouter  le  poid^  des  roues  à  la  pression  que  nous  venon»  de 
trouvera 

Pro1»osition  yil.   Problème. 

424*  Soit  un  corps  P  (  Figé  1 86  ) partagé  en  deux pardei 
égales  et  semblables  par  le  plan  ÏIFH  ;  et  supposons  que  ce 
corps  soit  traversé  perpendiculairement  par  un  aissieu  cylin^ 
drique  CBD ,  dont  Vaxe  passe  par  son  centre  de  gra^fité  P, 
et  autour  duquel  s\nveloppe  le  fil  ECDB  attaché  fixement 
en  £  :  on  demande  la  vitesse  avec  laquelle  le  poids  proposé 
descendra  ,  lorsqu  après  avoir' mis  la  partie  EC  du  fil  dans 
une  situation  verticale ,  on  V abandonnera  à  lui-même. 

Puisque  la  partie  EC  du  fil  est  verticale  au  premier  instanty 
il  s'ensuit  que  ce  même  fil  réagira  suivant  la  direction  CE 
parallèle  à  celle  de  la  pesanteur,  et  fera  tourner  le  corps 
autour  âe  Taxe  de  Taissieu.  Donc  (  Sgi  )  le  centre  de  gravité 
du  corps  descendra  toujours  suivant  une  ligne  verticale,  et 
la  partie  EC  du  fil  demeurera  aussi  toujours  verticale.  De 
plus,  si  Ton  mené  les  horizontales  AE  ,  PC  ,  il  est  évident 
qu'à  cause  de  AP  =  EC ,  la  vitesse  avec  laquelle  le  point  G 
tournera  sera  la  même  que  la  vitesse  verticale  du  centre  de 
gravité  P. 

Cela  posé,  soient  PN  l'espace  que  le  centre  de  gravité  P 
auroit  parcouru  en  un  instant  par  la  pesanteur ,  si  le  corps 
étoit  tombé  librement  ;  PM  l'espace  que  ce  même  point  P 
parcourt  à  cause  de  la  réaction  du  fiL  Nommons  g  la  gravité 
naturelle  PN;/la  force  accélératrice  PM,  ou  la  force  de 
rotation  du  point  C  ;  a  le  rayon  PC  ;  P  la  masse  du  corps 
proposé  ;  S  la  somme  des  produits  des  molécules  de  ce  corps 
par  les  quarrés  de  leurs  distances  à  l'axe  P.  Le  mouvement 
perdu  par  le  corps  P  sera  exprimé  par  P  (  g"  — fi  ).  Ce 
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mouTement  tend  le  fil;  et  comme  la  tension  du  fil  est  la 
même  dans  le  sçns  £C  et  dans  le  sens  G£^  nous  pouvons 
concevoir  que  la  force  P{g — f)  réagit  dans  le  sens  CE,  et 
qu'elle  produit  en  conséquence  le  mouvement  de  rotation 
du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité.  Donc  le  moment 
de  P  (g  —r/") ,  par  rapport  a»  centre  P,  est  égal  au  mo- 
ment du  mouvement  de  rotation ,  autour  du  même  centre* 

Ainsi  on  aura  Téquation  P{g  — /)  a:=z-^;  d'où  Ton  tire  , 

y='   ^  ^    :  équation  qui  donne  le  rapport  de  la  force  ac- 

célératricey  à  la  gravité  g-,  et  qui  fait  voir  que  le  centre  de 
gravité  en  descendant ,  et  le  point  C  eh  tournant ,  ont  des 
mouvements  uniformément  accélérés. 

Corollaire. 

425.  La  tension  du  fil  £C,  qui  est  égale  au  mouvement 
perdu  par  le  corps  P,  a  pour  expression^  P(g" — /)  on 

Par  exemple ,  si  le  corps  proposé  se  réduit  au  cercle  CBt), 
on  trouvera ,  en  évaluant  la  quantité  S ,  comme  on  Ta  en- 
seigné (SgS),  et  faisant  les   autres  réductions^  fzzz^g; 

et  la  tension  du  fil  =  ^^—^ ,  en  nommant  k  le  rapport  de  la 

circonférence  du  cercle  à  son  rayon. 

Proposition   VHI.    Problème. 

4^6.  Tout  étant  d* ailleurs  le  même  que  dans  le  problème 
précédent ,  supposons  (  Fig.  187.)  que  le  fil  j  au  lieu  d*étre 
arrêté  enlEà,  passe  sur  une  poulie  fixe  Y ,  et  même  ,  :  s'U  est 
nécessaire  f  sur  une  seconde  poulie  Z  de  rem^oi;  et  qu'un 
corps  pesant  Q  soit  attaché  à  son  extrémité  Q  :  on  demande 
les  expressions  des  forces  accélératrices  des  deux  corps  Q  et  P. 

Soient  les  petits  espaces  égaux  QK^  P>N,  ceux  que  les 

21 
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deux  corps  auroient  parcourus  ea  uo  tastaot  pai  levr  pesant 
leur  aatureUe;  QH,  PM,  les  espaces  qu'ils  parcourent 
ré'Uement  par  leur  mouvement  forcé.  Nommons  g  la  gra- 
vite naturelle  QK  ou  PN  ;  q  la  force  accélératrice  QH  ;  p  la 
force  accélératrice  PM  ;  /  la  force  de  roiatioa  du  poiot  C  ; 
a  le  rayon  PC  ;  S  la  somme  des  produits  des  molécules  du 
corps  P  par  les  quarrés  de  leurs  distances  à  l'axe  P. 

Cela  posé  ,  i".  le  mouvement  perdu  par  le  corps  Q,  qui 
peut  être  censé  dirigé  suivant  CE,  agit  sur  le  centre  de 
gravité  P  du  corps  P,  de  la  même  manière  que  si  le  fil 
passoit  par  ce  point  (391).  Ainsi  il  est  évident  qu'on  aura, 
QxHK  =  P  X  MN,  ou  bien  (A)  Q(g —ç)=V(g—p). 

2".  Le  moment  de  la  tension  du  fil  CE,  ou  du  mouvement 
perdu  par  le  corps  Q,  relativement  au  centre  P,  doit  être 
égal  au  moment  du  mouvement  gagné  par  le  corps  P,  en 
tournant  autour  du  même  point  P.  Ainsi  on  aura  l'équation^ 

S".  On  remarquera  que  si  le  centre  P  étoit  fixe,  ou  auroît, 
y"=  q  ;  maii  ,  puisque  le  point  C  descend  de  la  quantité  9 
dans  le  temps  que  le  point  Q  descend  de  la  quantité  f,  il  est 
clair  qu'on  aura ,  (G)    f^q-i-p. 

Comparant  ensemble  les  trois  équations  (A) ,  (B) ,  (G) 
et  dégageant  les  trois  inconnues  ,  on  trouvera , 


1 

i 


'}  = 


[P-Q"' 


-(P-Q)-S]. 


P.Q™+[Q-I-P).S 


g   r  P.QoH4-(-p-Q).Sl  _ 


f= 


P.Qflfl+tQ  +  P).Ji' 


On  voit  que  tous  les  mouvements  j 
tion,  sont  uniformément  accélérés. 


progressifs  ou  cte  r 
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417.  Ces  formulei  font  coonoltre  tout  ce  qui  peut  a 
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âulL   mouvementi  des  deux  corps,  proposes.  Si  l'on  a> 

p.  c 

(P — Q)S=P.Qatf,  ®^ ^^^"^ Q  =  ^^315 ^  ^û  aura,  ^t^o. 

Alors  le  corps  Q  ne  montera  ni  ne  descendra.  Ce  corps  fera^ 
par  rapport  au  corps  P^  la  même  fonction  que  faispit  lé 
point, fixe  £  dans  le  problème   préç^ident^   et  on  âura^ 

Si  rona(P  — Q)S  >P.Qa«,  ouQ<  p^-l-j  le 

corps  Q  montera  au' lieu  de  descendre  ^  comme  on  l'a  'snp« 
posé^  parcequ'alors  la  râleur  de  q  devient  négative. 

Si  l'on  a  Q.  S  >  P.  Qaa  +  P.S,  ouQ  >  ^  ^'o^-,  le 

poids  P  montera  an  lieu  de  descendre  ^  comme  oâ  la  sup- 
posé ,  parcequ' alors  la  valeur  de  p  est  négative. 

COAOLLAIRS   II. 

4^8.  Le  fil  CEVZXQ  est  également  tendu  dans  tous  Ses 
points ,  et  sa  tension  est  égale  au  mouvement  perdu  par  le 

corps  Q  :  elle  a  par  conséquent  pour  expression^  Q  {g — -ç), 

2g.Q.P.S 
^"  P. Q*a+(Q-hP)S* 

Si  on  veut  connoitre  la  pression  que  supportera  le  centre 
de  chaque  poulie  ,  on  verra ,  comme  dans  l'article  4^1  ,  que 
si  l'on  nomme  m  l'angle  que  forment  ensemble  deux  cordons 
tangents  à  l'une  des  poulies ,  la  pression  du  centre  de  cette 

1.  .      .  2g.  Q.  P.  S  sin.  m 

poulie  sera  exprimée  par  i>,cia^%{q  +  P)S  ^  T^^rH^' 
Proposition   IX.    Lemmb. 

4^g.  Si  l'on  a  (  Fig.  188)  un  système  quelconque  de  cor-' 
pusculesA,  B^  C^  etc.,  solidement  Ués  entre  eux  d-une 
fnaniere  quelconque  ,  et  situés  ou  non  situés  dans  un  mente 
plan  ;  je  dis  que  la  somme  des  produits  de  toue  ces  corpus-- 

di. 


/  ■ 
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cules  par  les  quarrés  de  leurs  distances  à  un  axe  quel- 
conque H  y  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  du 
système ,  est  égale  à  la  somme  des  produits  des  mêmes  cor- 
puscules  par  les  quarrés  de  leurs  distances  à  un  axe  passant 
par  le  centre  de  gratuité  et  parallèle  au  premier ,  plus  au 
produit  de  la  eomme  des  corpuscules  m,uldpliée  par  le 
quarré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Que  les  corps  proposés  soient  situés  ou  non  dans  un 
même  pian ,  nous  pouvons  concevoir  que  tout  le  système 
est  projeté  orthogonalement  sur  un  même  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  H  ;  car  les  lignes  que  nouf  avons  besoin  de  con- 
sidérer conserveront  dans  cette  projection  leurs  grandeurs 
réelles  et  leurs  positions  respectives.  Je  suppose  donc  que 
les  corps  A ,  B  ^  C  ,  etc. ,  soient  situés  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  proposé  H  ;  d^où  il  résulte  que  cet 
axe  est  représenté  par  un  point  ;  que  le  point  6  représente 
im  axe  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système  ^  et  pa- 
rallèle à  Taxe  H  :  il  est  question  de  démontrer  que ,  si  Ton  ; 
mené  les  droites  AH ,  BH,  CH,  etc. ,  AG,  BG,  CG,  etc. , 
onaura:Ax(AH)*-4-.B  x  (BH)*-4-C  X  (CH)*-+- etc.  = 
A  X  (AG)»  +  B  X  (BGy-hC  x  (CG)^-4-etc. -h( A-4- 
B  H-  C  +  etc.  )  X  C  GH  )^ 

Prolongez  la  droite  GH;  et  des  points  A,  B,  C,  etc.  , 
abaissez  sur  GH  et  sur  son  prolongement  les  perpendicu- 
laires AN ,  BE,  CM,  etc.  Le  triangle  AGH  donne  (Géom.  ) , 
(AH)^z=(AG)^  +  (GH)^— aGH  x  GN,  et  par  conséquent 
A  x  (AH)^  =  A  X  (AG^H-A  x  (GHy  —  A  x  aGH  x  GN. 
Le  triangle  obtusangle  BGH  donne  (  Géom.  )^  (BH)*  = 
(BG  )^  -+-  (GH)*H-2GH  x  GE,  et  par  conséquent  B  x 
(BH)  =B  X  (BGr-f-B  x(GH)^-^B  x  aGH  x  GE. 

Le  triangle  CGH  donne  (Géom.)  ,  (CH)*  z=  (CGy  -h 
(GH)"  —  2  GH  X  GM ,  et  par  conséquent  C  x  (CH)^  = 
C  X  (CGy  +  CxCGH)^— C  X  2GH  x  GM. 

Ainsi  de  suite ,  s'il  y  avoit  un  plus  grand  nombre  de  corps. 
Par  conséquent  on  aura  ,  (A)  A  X  (AH)"  -H  B  X  (BH)*  -+- 

C  X  (  CH)^  +  etc.  =  A  X  (AG)*  +  B  x  (BG)*  4-  C  x 
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(CG)»4- A  X  (Gay-hB  X  (GH)*+  C  x  (GH)»  — 
A  X  2 GH  X  GN -4- B  X  aGH  x  GE  —  C  x  aGH  x 
GM  +  etc.  Or  le  point  G  étant  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème ,  on  a  C96) ,  B  X  EG  =  A  X  NG  -h  C  x  MG  ;  el 
par  conséquent  on  aura  j  B  X  2GH  x  GE=A  x  aGH  X 
GN  +  C  X  aGH  x  GM,  ou  bien  B  x  aGH  x  GE  — 
A  X  aGH  X  GN  —  C  X  aGH  x  GM  =  o.  Ainsi  l'équa- 
tion (A)  se  réduit  à  celle-ci,  A  X  (AHf+B  x(BH)»-H 
C  X  (CKy+  etc.  =  A  X  (AG)'  +  B  x  (BG)'4-G  x 
(CHf  4-  etc.  -+-  (  A  -h  B  4-  G  +  etc.  )  x  (GH)'. 

GOROLLAIAE» 

4^0.  Il  est  clair  que  cette  démonstration  s'applique  à'un 
corps  de  grandeur  quelconque ,  puisqu  il  est  permis  de  re- 
garder ce  corps  comme  le  système  d'une  infinité  de  corpus- 
cules A,  B^  G,  etc.  On  peut  donc  poser  ce  principe  gé- 
néral :  la  somme  des  produits  des  particules  d'un  corps 
quelconque  par  les  quarrés  de  leurs  distances  à  un  axe ,  qui 
ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité ,  est  égale  à  la  somme 
des  produits  des  mêmes  particules  par  les  quarrés  de  leurs 
distances  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  grai^ité ,  et  pa^ 
rallele  au  premier,  plus  au  produit  de  la  masse  entière  du 
corps  multipliée  par  le  quarré  de  la  distance  des  deux  axes* 

Proposition   X.    Problème. 

43i.  Supposons  (Fig.  18g)  un  corps  placé  sur  une  table 
horizontale  ,  ou  flottant  sur  un  fluide ,  et  représenté  par  la 
droite  AB,  qui  passe  par  son  centre  de  gravité  :  il  s^agit  de 
trouver  une  courbe  MKM'  (  qu  il  faut  regarder  comme  une 
petite  verge  inflexible  ,  liée  inébranlablement  au  corps  )  y 
telle  que  plaçant  et  fixant  sur  sa  circonférence  de  petits  corps 
égaux  y  V angle ^de  rotation  que. produit  autour  du  centre  de 
gravité  de  tout  le  système  une  force  F,  qui  frappe  ou  pousse 
perpendiculairement  AB,  demeure  toujours  le  mérhe. 

On  voit  (Sg  i  )  que  la  force  Ç  imprimera  à  la  yerge  deaz 
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mouvements ,  l'un  àe  translation,  parallèle  à  sa  direotîOR, 
lautre  tle  rotation  autour  du  centre  de  gravité.  Le  premier 
moLivement  sera  toujours  le  même,  quelles  que  puissent 
être  les  placi'8  des  petits  corps  qu'on  veut  ajouter  au  corps 
propose  ;  mais  toutes  ces  places  ne  sont  pas  indifférentes 
relativement  au  mouvement  de  rotation ,  et  il  s'agit  de  trou- 
ver la  courbe,  qui  en  est  le  Heu  géométrique ,  suivant  Je» 
conditions  du  i)roblêrae.  Or  il  est  clair  d'abord  que  la  courbe 
cherchée  MOI'  doit  être  divisée  eu  deux  parties  égales  et 
semblables  par  la  droite  AU ,  et  qu'en  la  formant  il  faudra , 
à  chaque  opération,  placer  de  part  et  d'autre  de  AB  deux 
corps  égaux  dans  les  deux  points  symmécriques  M  et  M', 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  partager  un  petit  corps  donné 
en  deux  parties  égales,  et  placer  ces  deux  parties  aux  points 
M  et  M'  respectivement.  Soit  pris  le  point  fixe  K.  pour  l'ori- 
t  gine  de  la  courbe  ;  et  soient  KP,  PM  ou  PM'  les  coordon- 

nées pour  le  point  M  ou  M'.  Soient  G  le  centre  de  gravité 
du  corps  avant  laddition  des  deux  nouveaux  corps  égaux 
aux  points  M  et  M  ' ,  g  le  centre  de  gravité  après  l'addition 
.  de  ces  deux  corps ,   bxc  l'angle  de  rotation  du  corps  AB. 
la  distance  FG  de  la  force  F  au  centre  de 

gravité  primitif  G a  %. 

GK 

la  masse  du  corps  AB  ,  avant  l'addition 

des  deux  nouveaux  corps     ....     P»;! 

I  chacun  des  deux  nouveaux  corps  .     .     .    p  xM 

[  la  somme  des  produits  des  particules  de  P 

J       par  les  quarrés  de  leurs  distances  au 

Nommons  {        ^^^^^^  ^^  ^^^^i^^  primitif    ....     S», 

la  somme  des  produits  des  particules  du 

système  (  P  -4-  a  ^  )  par  les  quarrés  de 

leurs  distances  an  nouveau  centre  de 

gravité  g 

l'anglederotationiaîcpourlerayon  i 

KP  .     .     .• 

PM y. 
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,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité ,  G^  = 
donc  Fg^  a  +  ^^\_  ^  .  Le  triangle  rectangle 
GPM  donne  (  GM  y  oii  {GU')'  =yy  +  (  c  —  a;  )=.  Donc  la 
somme  des  produits  des  particules  de  tout  le  systènit 
P-f-a^,  par  les  quarrés  de  leurs  distances  au  centre  di 
gravité  primitif  G,  aura  pour  eïpress>ion  ,  S-f-a^  x 
{yy  -{-  (  c  —  ^  r  }■  Mais  ,  puisque  le  point  g  est  le  centre 
de  gravité  actuel,  il  est  clair  qu'on  a,  par  l'article  pré- 
cédent, S-+-a^[^/  +  (c  — ar)']=zZ-*-(l'-f-a/)) 
X  C  Gff  y  =  Z  -H  'i^''''  —  ^''  ;  ce  qui  donne  ,  Z  =  S  -f- 
aPf(jy  +  (c-^)-)  +  4/''r\  o,  1^  moment  de  la  force  F, 

par  rapport  au  centre  de  gravité  §  ,  doit  être  égal  au  mo- 
ment du  mouvement  gagné  par  le  système  P  -^  ^p  autour 
,ZX» 
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idu  même  point.  Ainsi  on  aura  ,  F  X  Fg  ^ ,  ou  bien  ^Ê 

Qt  par  conséquent ^H 

les  conditions  du  problème ,  l'angle  u  doit  être  toujours  le  ^| 

joiéme ,  quels  que  soient  les  deux  points  de  la  courbe  où  l'on  ^| 

"place  symmétriquemenC  les  deux  nouveaux  corps  ;   il  sera  ^| 


donc  le  même  pour  les  deux  points  M  et  M',  que  i 
plaçoit  les  deux  nouveaux  corps  au  point  K  regardé  comme 
double,  oit  l'on   a,  a;^o,^  =  o,   et  par  conséquent 

u  =  —r-v}-, ^^ — .,'^r  '■  Egalant  donc  entre  elles  les  deux 

valeurs  de  u  ,  et  divisant  chaque  membre  par  F,  on  aura  , 
«(P+apj  +  aiilc  — J) "(Pm-  3f  )  +  '/"    . 

d'où  l'on  tire  (  en  faisant ,  pour  abréger,  P  +  2;j  =  ç  )  , 


i  y^=  j^i""^  ?-t»  -^ — r— ^  )3:  —  XX ;  équation  d'une  el- 


lipse  dont  I  axe  des  x  a  pour  valeur ,  — p-r  ■    .  ^     . —  , 
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pour  paramètre  ^^ [^  ^  7pcT  *  ^^®  ®^P*®  diffère  peu 
d*iiii  cercle,  parceque  p  étant  fort  petit  en  comparaison 
de  P,  il  s'en  faut  peu  qu^on  ait,  —-  r=  i. 

Ce  problème  est  utile  dans  l'arrimage  des  vaisseaux  , 
lorsque ,  pour  diminuer  les  mouvements  de  roulb  ou  de 
tangage ,  ou  pour  remplir  quelque  autre  objet,  on  a  besoin 
de  transposer  certains  poids  d'une  place  à  Tàutre,  et  qu  on 
ne  veut  pas  néanmoins  que  ce  changement  en  fasse  nsatre 
aucun  dans  le  mouvement  de  rotation  que  produit  Tactioii 
du  gouvernail.  J'ai  traité  amplement  cette  madère  dans  mes 
deux  pièces  qui  ont  partagé  les  prix  de  l'académie  pour  les 
années  1761  et  1766. 


CHAPITRE    V. 

Considérations  mathématiques  et  physiques  sur  les 

Machines  en  mouvement. 


4Z2.  Le  choix  qu'on  fait  d'une  machine  pour  produire  un 
certain  effet  doit  être  subordonné  à  la  nature  de  cet  effet* 
S'il  est  question  de  remuer  un  gros  poids ,  de  le  faire  glisser 
ou  rouler  sur  le  terrain^  on  emploie  un  simple  levier;  s'il 
faut  tirer  de  Feau  d'un  puits  ,  on  y  parvient  au  moyen 
d'une  corde  qui  soutient  le  seau ,  et  qui  va  passer  sur  une 
poulie  9  etc.  Il  en  est  de  même  dans  les  autres  cas.  Quelque- 
fois les  circonstances  locales  ne  permettent  pas  d'employer 
la  machine ,  qui ,  considérée  en  elle-même ,  seroit  la  plus 
propre  à  remplir  complètement  l'effet  qu'on  se  propose; 
mais  du  moins ,  avec  une  bonne  théorie  et  un  peu  d'usage , 
on  trouvera  toujours  la  machine,  qui^  dans  Fétat  donné 
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deA  choses'^  sera  de  la  pratique  la  plus  avantageuse.  Il  ne 
s'agit  plus  que  d'apprécier  exactement  son  produit. 

433.  D'à  pais  les  principes  établis  dans  la  première  partie 
de  cet  ouvrage ,  on  est  en  état  de  déterminer  Téquilibre 
d*une  machine  quelconque,  simple  ou  composée.  Ainsi ^ 
connoissant  la  force  qu'on  peut  appliquer  à  une  machine , 
on  connoîtrala mesure  de  la  résistance  qui  lui  fait  équilibre; 
ou  bien  réciproquement^  connoissant  la  résistance ,  on  con- 
noitra  la  force.  J'énonce  cette  proposition  alternative^  par- 
cequ*on  ne  peut  pas  toujours  descendre  de  la  cause  à  l'effet, 
et  qu'on  est  quelquefois  obligé  de  remonter  de  l'effet  à  la 
caus«. 

434*  Supposons  donc  qu'on  ait  calculé  Téquilibre  d'une 
machine  ,  c'est-à-dire  la  proportion  qui  doit  se  trouver  entre 
la  puissance  et  la  résistance^  pour  que  la  machine^  actiiel- 
lement  eh  repos  ^  soit  prête  à  prendre  du  mouvement,  si 
Fon  vient  à  augmenter  Tune  de  ces  deux  forces.  Imaginons 
qu'on  augmente  la  puissance  :  le  mouvement  naîtra  peu-à- 
peu  y  et  s'accélérera  par  degrés.  Cette  accélération  durera 
tant  que  la  puissance  sera  plus  forte  que  la  résistance.  Mais 
si ,.  par  quelque  cause  que  ce  soit,  la  puissance  vient  à  di- 
minuer, ou  que,  la  puissance  demeurant  la  même,  la  résis- 
tance vienne  à  augmenter,  l'accélération  diminuera;  et, 
lorsque  la  puissance  et  la  résistance  auront  les  valeurs  sim- 
plement req^iises  pour  l'équilibre,  le  mouvement  deviendra 
unifonoe^^  11  demeurera  tel  en  vertu  de  l'inertie  de  la  ma- 
tière; la  puissance  ne  fera  plus  à  chaque  instant  que  com- 
battre lès  coups  sans  cesse  renaissants  de.  la  résistance. 

4^5.  Les  machines  mues  par  le  choc  de  l'eau  offrent  un 
exemple  bien  sensible  de  la  diminution  de  la  force ,  à  me- 
sure que  le  mouvement  s'accélère;  car,  qu'un  fluide  aille 
choquer  un  corps  en  repos ,  il  le  pressera  de  toute  sa  force, 
et  le  choc  sera  le  plus  gr^d  qu'il  est  possible.  Mais  >  si  le 
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corps  vient  à  céder ,  le  choc  diminuera  peu-à-peu  :  et , 
lorsque  le  corps  aura  acquis  enfin  la  même  vitesse  que  le 
fluide,  il  n'y  aura  plus  de  choc.  Le  mouvement  du  corps 
choqué  s'accélère  donc  de  moins  en  moins ,  et  parvient 
bientôt  à  l'uniformité.  Nous  examinerons  la  nature  de  ce 
mouvement  dans  t'Hidrodynamique  ;  et  alors  nous  déter- 
minerons tout  ce  qui  est  relatif  à  l'action  des  machines  mues 
par  le  choc  ou  par  le  poids  de  l'eau. 

436.  C  o  ir  s  I D  ÉR  o  N  s  ici  une  machine  d'une  autre  espèce  ; 
celle  de  la  Figure  m  ou  ii3,  laquelle  est  mue  par  un 
homme  qui  marche  dans  un  grand  tambour  ,  et  qui  fait 
monter  un  poids  P  au  moyen  d'une  corde  qui  s'envWoppe 
sur  un  cylindre.  En  nommant  g  la  gravité,  H  la  masse  de 
l'homme,  et  a  son  bras  de  levier  par  rapport  à  l'axe  de 
mouvement  ;  P  la  masse  du  poids  élevé  ,  et  b  son  bras  de 
levier;  S  la  somme  des  produits  des  molécules  de  la  ma- 
chine, qui  ont  un  mouvement  rotatoire ,  par  les  quarrés 
de  leurs  distances  à  l'axe  de  rotation  :  on  trouvera  ,  par  la 
méthode  de  l'article  4^3 ,  que  la  force  accélératrice  de 
l'homme ,  pour  un  instant  donné ,  c'est-à-dire  l'espace 
qu'il  sera  capable  de  parcourir  verticalement ,  dans  le 
même  temps  qu'un  corps  grave  parcourroit  l'espace  g 
en  vertu  de  la  pesanteur  naturelle,    a  pour  expression, 

B  X  ri ^7777- — r-  "D'où.  l'on  voit  que,  si  l'on  a,  Ha  =  ï'h, 

il  y  aura  équilibre ,  mais  que ,  si  Ton  a,  Ha  >  P& ,  le  mou- 
vement s'accélérera. 

L'homme  entrant  dans  la  roue  s'éloigne ,  dans  le  sens  con- 
venable, de  la  verticale  qui  répond  à  l'axe  de  la  machine  : 
tant  que  sa  distance  à  cette  hgne  n  excède  pas  -77- ,  il  n  en- 
gendre point  de  mouvement  ;  mais ,  comme  il  cherche  à  en 
produire,  il  se  portera  à  une  distance  plus  grande  que  -j 
Or ,  à  l'instant  qu'il  passe  la  limite  ir  >  le  mouvement  cov 
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!  et  s'accélère.  I)  augmeuteroit  de  plus  en  pins ,  si 
l'homme  pouvoit  s'éloigner  de  plus  ea  plus  de  la  verticale 
proposée ,  ou  même  resttîr  constamment  en  delà  du  point 
d'équilibre;  maïs  pour  cela  il  faudroit  qu'il  pur  accélérer  sa 
propre  marche,  à  raison  de  l'accélération  du  plancher  mo- 
bile qui  le  soutient.  Or  il  n'a  pas  une  teHc  faculté;  car,  s'il 
prenoit  trop  de  vitesse,  il  seroit  bientôt  épuise  de  fatigue 
et  absolument  hors  d'état  de  continuer  sa  marciie.  S'il  s'est 
donc  porté  d'abord  en  avant  du  point  d'équilibre  ,  il  y  re- 
vient j  lorsque  la  roue  a  une  vitesse  compatible  avec  celle 
qui  lui  permet  de  soutenir  te  travail  qu'on  exige  de  lui , 
travail  qui  dépend  de  la  force  naturelle  de  l'homme  et  du 
temps  qu'il  doit  durer.  Alors  l'homme  étant  ainsi  parvenu  à 
se  placer  dans  la  roue  au  point  d'équilibre ,  ce  qui  s'exécute 
toujours  dans  un  temps  assez  court,  il  ne  fait  plus  qu'en- 
tretenir le  mouvement  qu'il  a  produit  d'abord  par  son  action 
en  avant  du  point  d'équilibre.  Le  mouvement  se  perpétue 
donc  uniformément ,  puisque  l'homme  est  maintenant  en 
équilibre  avec  l'effort  de  la  résistance  ,  qui  se  répète  sans 
cesse  comme  l'action  de  la  pesanteur.  Du  restej  je  n'entends 
pas  ici  une  u/ii/brmùé  rigoureuse  et  absolue  ;  car  on  sent 
que,  dans  l'état  physique  des  choses ,  il  n'est  pas  possible 
que  l'homme  se  place  sans  cesse  exactement  dans  le  point 
d'équilibre  :  il  pourra  s'en  éloigner  alternativement  de  part 
et  d'autre ,  ce  qui  accélérera  ou  retardera  le  mouvement  ; 
mais  ces  variations  seront  légères ,  et  n'empêcheront  pas 
que  le  mouvement  ne  puisse  être  regardé  sensiblement 
comme  uniforme. 

Si  on  veut  avoir  égard  au  frottement  et  à  la  roideur  de  la 
corde,  il  faudra  diminuer  l'effort  de  l'homme,  de  la  quan- 
tité équivalente  à  ces  deuï  résistances. 

Supposons ,  pour  rendre  sensibles  ces  observations  géné- 
rales ,  que,  par  une  évaluation  exacte  ou  du  moins  appro- 
chée des  quantités  Oji,H^P,S,on  trouve  que  l'expres- 

Haa  —  Pai  .  ,  .  i 

«ton  ij^— -pr^-— ,    qui  représente  toujours   un  nombr» 
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absolu ,  se  réduise  à  la  fraction  ^.  De  plus ,  supposons  qa'il 
se  soit  écoule  une  minute ,  depuis  l'instant  que  la  machine 
a  commencé  a  se  mouvoir  jusqu'à  celui  on  elle  est  parvenue 
à  la  vitesse  qu'elle  conserve  uniformément.  Puisque,  suivant 
la  table  II  de  l'article  ^2g,  un  corps ,  qui  tombe  librement 
par  sa  pesanteur  pendant  une  minute ,  acquiert  une  vitesse 
capable  de  lui  faire  parcourir  uniformément  1810  pieds  en 
une  seconde,  il  est  clair  que,  dans  le  cas  présent  y  Thoomie 
qui  a  acquis  une  vitesse  quatre  cents  fois  moindre,  sera  ca- 
pable de  parcourir  uniformément  et  suivant  la  verticale 
environ  4  j  pieds  en  une  seconde.  Telle  sera  donc  également 
la  vitesse  constante  avec  laquelle  tourne  un  point  de  la 
roue  y  situé  à  la  distance  donnée  a  du  centre.  Gonnoissant 
cette  vitesse.  9  on  connoitra  la  vitesse  de  la  circonférence 
de  la  roue;  et  celle  avec  laquelle  monte  le  poids  P,  puisque 
toutes  ces  vitesses  sont  proportionnelles  aux  rayons  des  arcs 
décrits  par  les  points  auxquels  elles  répondent,  et  qu'on  est 
censé  connoltre  toutes  les  dimensions  de  la  machine. 

437.  Il  en  est  à- peu-près  de  même  dans  les  machines  où, 
la  force  motrice  étant  constante ,  la  résistance  augmente 
à  mesure  que  le  mouvement  s'accélère.  L'accélération  ne 
dure  qu  un  certain  temps  ;  et  le  mouvement  devient  bien- 
tôt uniforme ,  au  moins  sensiblement.  Ainsi ,  par  exemple , 
dans  un  tournebroche  mu  par  un  poids  ,  l'action  de  ce 
poids  est  constamment  la  même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  ;  d'où  il  paroît  s'ensuivre  que  ce  mou- 
vement devroit  s'accélérer  sans  cesse;  mais  la  résistance 
que  le  poids  moteur  est  obligé  de  combattre,  augmente 
dans  les  premiers  instants  :  un  régulateur ,  garni  de  palettes 
qui  frappent  l'air ,  et  qui  éprouvent  de  sa  part  d'autant  plus 
de  résistance  qu'elles  le  frappent  avec  plus  de  vitesse, 
réduit  en  peu  de  temps  le  mouvement  à  l'uniformité.  Le 
poids  fait  alors  équilibre  à  chaque  instant  à  l'action  com- 
binée de  toutes  les  résistances  qui  s'opposent  à  sa  descente. 
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438.  On  emploie,  pour  mouvoir  les  machines,  toutes 
sortes  d'agents ,  la  force  de  Teaû ,  celle  du  vent ,  des  res- 
sorts ,  des  hommes,  des  chevaux,-  des  bœufs.;  etc.  Les 
machines  en  petit,  telles  que  les  montres  et  les  pendules, 
sont  mues  ordinairement  par  des  ressorts  ou  par  des  poids; 
les  machines  en  grand ,  comme  les  moulins ,  sont  mues  par 
laction  de  Teau  ou  du  vent.  Mais,  quelque  agent  qu'on 
mette  en  œuvre,  on  doit  s'attacher  à  connoître  très  exacte* 
ment  la  force  dont  il  est  capable ,  relativement  aux  résis- 
tances qu'il  est  obligé  de  combattre ,  pour  ne  pas  s'exposer 
quelquefois  au  danger  de  construire  à  grands  ffais  une 
machine  qui  ne  marchera  point ,  ou  qui  produira  un  effet 
fort  inférieur  %,  celui  qu'on  en  attendoit. 

439.  Parmi  les  agents  animaux ,  on  estime  que  le  travail 
d'un  homme  est  environ  la  moitié  de  celui  d'un  âne,  la 
septième  partie  de  celiUd'un  cheval ,  etc.  Ainsi ,  toutes  les 
fois  que  les  circonstances  le  permettront,  on  doit  em- 
ployer ,  pour  mouvoir  une  machine ,  l'âne ,  le  cheval ,  pré- 
férablement  à  l'homme  ;  mais  il  7  a  beaucoup  de  cas  où 
Ton  choisit  l'homme,  tant  à  cause  de  son  intelligence,  que 
pour  se  procurer  des  machines  plus  simples ,  et  conséquem^ 
ment  moins  sujettes  au  frottement  ou  aux  autres  résistances 
qui  absorbent  en  pure  perte  une  partie  de  la  force  mou- 
vante. Examinons  donc  ici  en  peu  de  mots  l'action  dont  un 
homme  est  capable.  On  appliquera  facilement  les  mêmes 
principes  aux  autres  animaux. 

44^*  Oe  quelque  manière  qu'un  homme  agisse  pour  mou- 
voir une  machine ,  nous  pouvons  concevoir  qu'il  élevé  un 
certain  poids  avec  une  certaine  vitesse  que  nous  supposons 
uniforme  y  car  il  ne  s'agit  pas  ici  de  considérer  l'accélération 
qui  a  lieu  dans  les  premiers  instants  du  mouvement.  Ainsi 
l'action  qu'il  exerce  à  chaque  instant ,  est  le  produit  du 
poids  élevé  par  sa  vitesse.  D'où  il  résulte  que  le  travail 
total  et  absolu  ;  pour  un  temps  dcM^mé ,  est  en  raison  com- 


^834  M  ic  Âw  tqv  ^ 

ponée  du  poids  éleré  »  de  sa  ?ltesse^  'et  du  temps  :  il  peut 
donc  être  représenté  par  un  certain  nombre  de  livres  de 
matière ,  élevées  k  nne  hanteur  donnée  pendant  un  temps 
donné.  Reste  à  déterminer  cet  effet  par  la  voie  de  Texpé- 
rience.  Or ,  suivant  le  célèbre D*  BemouUi  (i) ,  un  homme 
appliqué  tous  les  fours  à  un  certain  travail^  et  chaque  jour 
pendant  huit  heures  de  temps  ^  pourra  élever  vingt  livres  à 
la  hauteur  de  trois  pieds  à  chaque  seconde ,  ou  bien  soixante 
livres  à  la  hauteur  d'un  pied  ;  ee  qui  fait  1728000  livres  à 
la  hauteur  d'un  pied  pendant  huit  heures*  «  J'ai  adopté  ee 
ce  résultat ,  poursuit  Bemoulli ,  sur  un  grtnd  nombre  d'ob- 
«  servations,  et  avec  toute  la  circonspection  requise  :  fm 
ce  vu  des  cas  ou  Thomme  faisoit  trois  fois  plus  d'effet  peu- 
•c  dant  chaque  seconde  ;  mais  il  n*auroit  pu  soutenir  co 
#c  travail  que  pendant  quelques  minutes  de  suite.  Si  on 'ne 
«  vouloit  imposer  aux  hommes  que  quatre  heures  de  travail 
«  par  jour ,  je  crois  qu'on  pourroit  leur  donner  la  tâche 
«  d*élever  chacun  ifio  livres  i  un  pied  de  hauteur  à  chaque 
«  seconde  de  travail.  Cependant  le  partage  le  plus  coii->- 
«c  forme  à  la  constitution  de  Fhomme  est ,  à  mon  avis , 
ce  celui  de  huit  heures  de  travail  par  jowc;  etc.  m 

441.  Oh  trouve  dans  le  Cours  de  physique  expérimentale 
du  docteur  Désaguliers  quelques  expériences  sur  la  force  de 
Thomme  y  mais  elles  ne  sont  pas  toutes  également  précises. 
En  voici  une  qui  peut  jeter  du  jour  sur  cette  matière. 

Soit  un  tour  dont  la  manivelle  ait  14  pouces  (2)  de  lon- 


(1)  Dans  sa  pièce  sur  le  moyen  de  suppléer  en  mer  à  V action  du  vent,  qui 
remporta  le  prix  de  racadémie  en  ijSZ. 

(2)  Tom.  II,  pag.  694.  Comme  je  n*ai  pas  roriginal  sous  la  main,  et  que 
je  me  sers  de  la  traduction  du  P.  Pezenas,  j'ignore  si  on  emploie  ici  dims^es 
mesures  le  pied  anglais,  ou  le  pied  français  ;  si  c'est  le  pied  anglais,  il  faudra , 
pour  ramener  les  résultats  à  notre  manière  de  compter,  les  diminyier,  à  raison 
de  ce  que  le  pied  anglais  ne  contient  qu'enyiron  11  f  pouces  dn  lAvn. 
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gneur ,  et  dont  le  cylindre  de'  bois  soit  grossi  en  dessus  par 
des  pièces  ajoutées^  de  manière  qu*elles  lui  donnent  une  cir- 
conférence égale  à  celle  que  décrit  l'extrémité  de  la  mani- 
velle^ ou  la  main  de  l'homme  qui  y  est  appliquée ,  et  que 
par  conséquent  le  poids  qu*on  élevé  au  mojen  d'une  corde 
qui  s'enveloppe  sur  le  rouleau^  monte. avec  la  même  vitesse 
que  tourne  la  main  de  Thofame.  L'expérience  apprend 
qu'un  homme  ne  peut  pas  travailler  long-temps  s*il  lui  faut 
élever  trente  livres ,  mais  qu*il  peut  fort  bien  élever  vingt- 
cinq  livres  pendant  six  ou  huit  heures. 

En  £aisant  faire  4  la  manivelle  trente  tours  en  une  minute , 
et  considérant  que  le  cerc^  du  diamètre  décrit  par  FhcMnme 
est  de  28  pouces ,  que  par  conséquent  sa  circonférence  est 
d'environ  88  pouces  ;  on  verra  que  l'homme  décrit  dans 
une  minute  3o  X  88  pouces  j  c'est-à-dire  2,^0  pieds.  Par 
conséquent^  si  le  poids  élevé  est  de  trente  livres ,  le  travail 
de  l'homme  sera  trente  livres  de  matière  élevées  à  220  pieds 
de  hauteur  en  une  minute  ^  ou  3o  X  220  livres ,  c'est-à-dire 
6600  livres  élevées  à  un  pied  de  hauteur  en  une  minute ,  et 
par  conséqueat  3i68ooo  livres  élevées  à  un  pied  de  hauteur 
en  huit  heures;  résultat  qui  surpasse  beaucoup  celui  de 
Bernoulli. 

Si ,  tout  restant  d'ailleurs  le  méme>  le  poids  élevé  est  de 
25  livres  y  le  travail  de  l'homme  sera  55oo  livres  élevées  à 
un  pied  de  hauteur  en  une  minute  ,  et  par  conséquent 
a64oooo  livres  élevées  à  lui  pied  de  hauteur  en  huit  heures» 
Si  le  poids  élevé  est  de  2.0  livres ,  le  travail  de  l'homme 
sera  ^00  livres  élevées  à  un  pied  de  hauteur  en  une  minute , 
et  par  conséquent  2112000  livres  élevées  à  un  pied  de  hau- 
teur en  huit  heures. 

Ce  dernier  résultat  ,  qui  se  rapproche  de  celui  de  Ber- 
noulli^ est  le  plus  naturel  pour  un  homme  d'une  force  ordi- 
naire. Si  le  travail  devoit  être  continué  pendant  plusieurs 
jours  9  il  ne  faudroit  guère  compter  sur  un  effet  plus  grand 
t|iie  celui  qui  a  été  déterminé  par  Bernoulli. 
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44a •  Le  travail  de  Thomme ,  tel  que  noué  venons  de 
l'évaluer ,  est  celui  dont  il  est  capable ,  en  supposant  qu'il 
exerce  sa  force  de  la  manière  la  plus  avantageuse  ; .  car  on 
doit  bien  remarquer  que^  dans  les  mouvements  que  l'homme 
donne  à  son  corps  pour  la  production  d'un  effet  extérieur^ 
il  ne  peut  pas  passer  une  certaine  vitesse^  sans  que  son 
action  diminue^  et  que  même  cette  vitesse  a  des  L'mites 
assez. étroites.  Ainsi  y  par  exemple ,  un  homme  pourra  bien 
élever  un  poids  de  vingt  livres  avec  une  vitesse  de  trois 
pieds  par  seconde ,  et  continuer  ce  travail  pendant  plusieurs 
heures  ;  mais  il  ne  pourroit  pas  élever  un  poids  de  quatre 
livres  avec  une  vitesse  de  quinze  pieds  par  seconde ,  quoique 
l'effet  soit  le  même  dans  les  deux  cas;  car  on  sent  que  la 
seconde  vitesse  est  beaucoup  trop  grande ,  relativement  à 
la  constitution  physique  de  la  machine  humaine.  Un  homme 
pourra  élever  dix  livres  avec  une  vitesse  de  six  pieds  par 
seconde  ;  mais  il  sera  plus  fatigué  que  s'il  élevoit  un  poids 
double  avec  une  vitesse  deux  fois  moindre.  On  doit  donc 
s'attacher  y  dans  les  machines  qui  doivent  être  mues  par 
l'action  des  hommes^  à  proportionner  tellement  les  bras 
de  levier ,  que  les  hommes  ne  prennent  pas  une  trop  grande 
vitesse ,  si  l'on  veut  tirer  tout  le  parti  possible  de  leurs 
forces. 

443.  Bernoulli  croit  que,  malgré  Tinégalité  qui  peut  se 
trouver  dans  les  vitesses  de  l'homme,  pourvu  néanmoins 
que  cette  inégalité  demeure  dans  de  certaines  limites  ,  le 
travail  total  et  absolu  sera  toujours  le  même.  Ainsi '^  selon 
lui ,  si  un  homme  peut  élever  un  poids  de  vingt  livres  avec 
trois  pieds  de  vitesse ,  il  pourra  élever  un  poids  de  soixante 
livres  avec  un  pied  de  vitesse ,  ou  trente  livres  avec  deux 
pieds  de  vitesse ,  ou  quinze  livres  avec  quatre  pieds  de 
Vitesse ,  ou  même  douze  livres  avec  cinq  pieds  de  vitesse  ; 
et  tout  cela ,  sans  se  fatiguer  ni  plus  ni  moins.  D'où  il 
conclut  que  tous  les  hommes  d'une  constitution  égale  seront 
également  fatigués  après  ayoir  produit  des  effets  égaux  ^  de 
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quelque  manière  que  ces  difîërents  hommes  aient  été  em- 
ployés. Il  présume  même  que  k  là  constitution  des  hommes 
«  peut  être  extrêmement  différente ,  sans  que  les  travaux 
(c  journaliers  dont  ils  sont  capables  pendant  un  grand 
tç  nombre  de  jours  de  suite  soient  considérablement  diffé* 
w  rents.  Tel  homme  charnu  et  vigoureux  pourra  peut-être 
tç  faire  trois  ou  quatre  fois  plus  de  travail^  qu'un  autre 
«  décharné  et  d'une  constitution  beaucoup  plus  foible  ne 
ce  pourra  faire  dans  un  temps  égal;  mais,  si  chacun  de 
ce  ces  deux  hommes  si  différents  çn  vigueur  étoit  appliqué 
M  pendant  un  grand  nombre  de  jours  de  suite  à  une  même 
ce  sorte  de  travail  jusqu'à  se  fatiguer  également ,  je  doute 
ce  si  leurs  effets  seroient  fort  inégaux  ».  Mais  ces  idées  de 
Bernoulli  n'ont  pas  été  adoptées  généralement  parmi  les 
mécaniciens ,  ou  du  moins  ne  le  sont  aujourd'hui  qu'avec 
certaines  modifications  qu'il  seroit  trop  long  d'indiquer  ici. 

444*  Si  on  connoissoit  exactement  la  loi  suivant  laquelle 
la  force  de  l'homme  varie  lorsque  sa  vitesse  varie ,  on  pour- 
roit  déterminer  dans  chaque  machine  particulière  la  vitesse 
ou  le  bras  de  levier  qu'il  faut  donner  à  l'homme,  pour  que 
l'effet  résultant  de  son  travail  soit  un  maximum. 

Supposons ,  par  exemple,  que  la  force  de  Thomme  di- 
minue en  même  raison  que  sa  vitesse  augmente.  Soit  F  la 
force  absolue  que  l'homme  en  repos  est  capable  d'exercer 
contre  un  poids,  pendant  un  temps  donné,  tel  que  huit 
heures;  et  supposons  que,  lorsqu'il  se  meut  avec  la  vi- 
tesse V ,  il  perde  tout  l'exercice  de  cette  force.  Il  est  clair 
que ,  lorsqu'il  se  mouvra  avec  une  vitesse  u  moindre  que  V, 

il  perdra  une  partie  de  sa  force  absolue  F ,  exprimée  par  ~. 
Par  conséquent  il  n'exercera  plus  contre  la  machine  qu'une 
force  exprimée  par  F  —  ^^ ,  ou  par  F  (  1  —  -^  J.  Nom- 
mons a  le  bras  de  levier  de  cette  force ,  P  le  poids  élevé , 
b  son  bras  de  levier ,  U  sa  vitesse.  Le  mouvement  etanB 

23 
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parvenu  à  runiforinîté ,  on  aura ^  F  T  ^  —  -=^ )  û  =  Pi,  ou 

bien  (  en  observant  qu'on  a  la  proportion,  û  :  i  :  :  m  :  U ,  et 

mettant  u  pour  a ,  U  pour  *  ) ,  F  ^i  —  ^^  u  =PU.  Or  PU 

représente  Teffet  de  T  homme  pour  un  temps  domié.  Donc , 

si  Ton  veut  que  cet  effet  soit  un  maximum  ^  F  C\  -^  -^  j  2^ 

en  sera  aussi  un  ;  et ,  comme  F  et  Y  sont  des  quantités 
constantes  et  supposées  données,  la  question  se  réduit  à 
faire  en  sorte  que  la  quantité  Yu  *—  uu  soit  un  maximum,. 
Or,  si  Ton  suppose  que  V  représente  le  diamètre  d'un 
cercle,  u  une  abscisse  prise  sur  ce  diamètre,  on  verra  que 
y/  [ Yu  —  uu]  représentera  l'ordonnée  correspondante ,  et 
que  cette  ordonnée  ou  son  quarré  deviendra  un  maximum^, 

lorsqu'on  aura ,  u:=z  — .  La  vitesse  qu  il  faut  donner  à 

Thomme  doit  donc  être  la  moitié  de  celle  qui  lui  enlevé 
tout  l'exercice  de  sa 'force.  Ainsi,  si  V  est  une  vitesse  de 
dix  pieds  par  seconde ,  u  sera  une  vitesse  de  cinq  pieds  par 
seconde  ;  si  Y  est  une  vitesse  de  huit  pieds  par  seconde , 
u  sera  une  vitesse  de  quatre  pieds  par  seconde ,  etc. 

Substituant  pour  u  sa  valeur  —  dans  Féquation  générale 

PUznFfi STJ^f  on  aura,  PU=:  — ,  qui  est  l'expres- 
sion du  plus  grand  effet  de  la  machine. 

Je  ne  donne  ces  calculs  que  pour  des  exemples  purement 
hypothétiques  ;  car  il  faut  avouer  que  cette  matière  a  besoin 
encore  de  quelques  nouvelles  expériences,  pour  être  pleine- 
ment éclaircie. 

FIN. 
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NOTES 


SUR  PLUSIEURS   ENDROITS. 


L  E  traité  précédent  est  à  la  portée  de  tous  les  lecteurs  in- 
struits dans  larithmétique  ,  Talgebre ,  et  la  géométrie  élé- 
mentaire, Les  notes  suivantes  sont  destinées  à  étendre 
certaines  théories ,  au  moyen  des  calculs  différentiel  et  in- 
tégral ^  ou  à  faire  quelques  applications  de  la  mécanique  à 
la  pratique  ;  recherches  qui  auroient  trop  interrompu  la 
chaîne  des  propositions  dont  le  corps  de  l'ouvrage  est  com- 
posé, si  on  les  avoit  insérées  dans  les  endroits  auxquels 
elles  se  rapportent. 


NOTE    I.    STATIQUE.    ÇHAP.    IL    PAGE   74. 

Manière  générale  de  trouver  les  centres  de  gravité  des 
lignes ,  des  superficies ,  et  des  solides ,  dont  la  nature 
est  exprimée  par  une  équation. 


L  J'ai  donné  dans  le  chapitre  cité  les  principes  généraux 
pour  trouver  des  centres  de  gravité  ;  et  j'ai  appliqué ,  dans 
les  articles  101,  102,  io3,  etc. ,  ces  principes  à  quelques 
figures  ou  corps  géométriques.  Ici  je  me  propose  de  déter- 
miner ,  au  moyen  du  calcul  intégral ,  les  centres  de  gravité 
de  toutes  sortes  de  figures  ou  de  corps ,  lorsque  la  loi  de 
leur  génération  est  donnée  par  une  équation. 
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IL  On  trouve ,  en  général ,  le  centre  de  gravité  d'une 
ligne ^  d'une  superficie,  ou  d'un  solide  ,  en  cherchant,  au 
moyen  de  l'équation  qui  en  exprime  la  nature  ^  la  distance 
de  ce  point  à  des  lignes  ou  axes  donnés  de  position  dans 
l'espace  ;  axes  qu'il  est  à  propos  de  supposer  perpendicu- 
laires entre  eux ,  pour  la  plus  grande  simplicité  des  résul- 
tats. Soit  donc  une  courbe  quelconcjue  AM(Fig.  190), 
rapportée  aux  coordonnées  perpendiculaires  A  P ,  P  M. 
Qu'on  mené  l'ordonnée  pm  infiniment  voisine  de  PM.  Nous 
prendrons  pour  axes  de  moments  les  droites  AZ,  AH, 
dont  la  première  tombe  sur  l'abscisse  AP  ;  la  seconde  lui 
est  perpendiculaire ,  ou  parallèle  à  l'ordonnée  PM  ;  et  nous 
supposfsrons  toujours  AP  -=  x y  PM=j^,  Vp  =  dx , 
Rm  :=  df  y  'M.m  =  ds ,  le  rapport  de  la  circonférence  au 
rayon  =  A. 

III.  Problême  I.  Trouver  le  centre  de grai^ité  de  Taire 
APM,  comprise  entre  l'abscisse  ^  F  ordonnée,  et  F  arc  AM. 

Soit  G  le  point  cherché  ;  et  menons  les  perpendiculaires 
GO,  GQ,  a  nos  deux  axes.  II  est  clair  que  l'aire  du  trapèze 
élémentaire  PMmp  est  exprimée  iparydx  ;  que  son  moment, 

par  rapport  à  AZ,  est  -^  X  ydx  ou  ^2Z —  5  et  que  son  mo- 
ment, par  rapport  à  AH ,  est  xydx.  Ainsi  (96)  nous  aurons, 
GO  X  APM,  ou  GO  y.fydx=:f'^2±L.  QQ  X  APM,  ou 

GQ  x^rfx=/rjJ:r.DoncGO  =  ^,  etGQ=^. 

X)'oii  l'on  voit  qu'en  exprimant  en  fonctions  d'une  même 
variable,  à  l'aide  de  l'équation  de  la  courbe  ,  les  quantités 
qui  sont  sous  les  signes  d'intégration ,  effectuant  les  inté- 
grations ,  soit  exactement ,  soit  au  moins  par  approxima- 
tion ,  on  connoîtra  les  droites  GO,  GQ  ,  et  par  conséquent 
la  position  du  centre  de  gravité  G. 

Par  exemple,  soit  la  courbe  proposée  une  parabole  ,  dont 
l'équation  e^t yy  =:/?a?,  p  étant  le  paramètre.  On  aura. 
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IV.  Problème  IL  Trouver  le  centre  de  grai^Ué  dé  V  arc 
quelconque  AM. 

L'arc  élémentaire  Mm  est  exprimé  par  rfj  ou  par  {/{dx*-^ 
dy^)  :  son  moment^  par  rapport  à  AZ^  est  'Mm  x  MP,  ou 
y\/  {dx^-^dy^)'^  et  son  moment ,  par  rapport  à  AH,  est 
M/71  X  PA,  ou  X  \/{dx^  H-  rfy*.)  Donc,  en  supposant  que 
le  point  G  soit  le  centre  de  gravité  de  Tare  fini  AM,  et 
menant  60 ,  GQ ,  perpendiculaires  aux  axes  de  moments , 
nous  aurons  (96) ,  GO  X  AM,  ou  GO  x  /\/  (  dx^  4-  dy^ )  = 
fX\/(dx^'^dy');Gq  X  AM,  ouGQ  X/v/(rf^^ +rfr*)= 

/a;w/(e£^'  +  ^j.^).Doùrontire,  G0=:^^ 

GO  —  :^i^iifl±izll 

Soit  toujours  la  courbe  une  parabole ,  dont  l'équation 
^s*  >  J^J^  =  P^'  En  mettant  pour  x  sa  valeur*^ ,  pour  dx^  sa 
valeur 222121    les  valeurs  de  GO  et  de  GO  deviendront, 

GO  =  r^^P£±^;  ç,ç^^JMp^iPL±^.  Reste  à 
effectuer  les  intégrations  .indiquées  par  les  signesy.  Or, 

s 

1^  L'intégrale  àeydy)/  {pp -i-Ayy  )  est ,  ^^^''*^^'^^^'  +■  A. 
La  constante  A  doit  être  telle  que  l'intégrale  s'évanouisse  , 


lorsque^  =  o.  Ainsi  l'intégrale  complète  est,  ^^i-^- 


^-P' 


2P.  Pour  intégrer  rf)V'(/7/H-4/j),  on  fera ,  pp'\-Ayy=zz; 
ce  qui  donne, ^=i^^^îîp^,  dyzzi     ."Jl,,,>  dyy/ipp--^ 


is/iiz-^pp) 
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7(î.-i:^  =  V(17=7^-7(7.-ZI7;)5   «*  P"  conséquent 

^zdz        d[z\/{zz^pp)^         >      ppdz        d\z\/{zz^pp)^ 

:k\(zz-^pp)  4  4v/(«^— F/')  4 

/  j       . zdz         \ 

££.( iiLfiz:££}).Donc  f îî^f ,oxxfdy\/{pp 

4    ^    z-h  y/{zz  —  pp)  ^  Jlk^izz-^pp) 

^V^(;>;>+4^j-)  ^  ££  L.  /  VWt42Zl±AL\  en  déter- 

a  4  \  P  J  ^ 

minant  la  constante  A  par  la  condition  que  Tintëgrale  s'éva- 
nouisse ,  lorsque  ^  =  o. 

3*^.  Pour  intégrer  yydy  i/'{pp+'  4xy)  >  o^  observera  que 

3  3 

àixipp  +  4yf)']  =  djr(pp  4-4r^)'-f-  i2jrydf(pp  + 

1 

4yy  f  z=pp.  dyy{pp-+-4xy)'h  ifyydj\/  {pp-\-Ayy)'> 

3 

par  conséquent^/rf/V^  {pp  +  4yy  )  =  ,J^ — ^  Tb.  ^ 

\  P  J  32  64 

L,  (  '^^pp'^^yy'^-^^y\ 

Il  résulte  de  tous  ces  calculs  qu'on  aura  : 

3 

:,^py^ir')^ipp^^yy)-p*L.()LlPE:h!lJ2±±^\ 

GO  r= ^^ 1 ^. 

3»/y^/■(/y-^4;y)-t-I6/>'LYv/(/>/>  +  4J7)  +  ;^^ 

.     î  X  P  / 
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V.  Pkoblbmb  III.  Trouçer  le  centre  de  gravité  de  la 
superficie  produite  par  la  réi^olution  de  la  courbe  quel" 
conque  AM  autour  de  AP. 

Il  est  clair  que  le  centre  de  gravité  cherché  est  placé  dans 
l'axe  AP.  La  zone  élémentaire  décrite  par  Mm,  dont  la 
valeur  est  kyds ,  peut  être  censée  avoir  son  centre  de  gra- 
vité placé  au  point  P  de  l'axe  AP;  son  moment,  par  rapport 
au  point  A,  est  donc  kxyds.  Ainsi,  en  nommant  D  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  la  superficie  décrite  par  AM 

au  point  A ,  on  aura ,  D  X  piyds  =zjkxjrds,  et  D = '^^^* 
Par  exemple ,  soit  AM  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  ..=  a. 

adx 
\/{iax — X' 


0néJiTSi,y=\/{2,ax—xx)^  às^——^~T),fyds—àx y 


ax*   -rx  -rx  a? 


fxyds  =  — .  Donc  D  =  — 

Le  centre  dcjgravité  d'une  zone  sphérique  quelconque  est 
donc  au  milieu  de  la  flèche. 

VI.  Problème  IV.  Supposons  que  Varc hM.{Vï^.  191), 
au  lieu  défaire  une  réifolution  entière ,  comme  dans  V article 

précédent ,  ne  fasse  que  la  -^  partie  d'une  ré{folution  :  troU" 

çer  le  centre  de  gratuité  de  la  superficie  AMM'  qu'il  engen" 
drera. 

Qu'on  mené,  suivant  l'axe  AP,  le  plan  APSN,  qui  divise 
la  surface  AMM'  en  deux  parties  égales  et  semblables  ;  ce 
plan  contiendra  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  zones 
élémentaires  MSWmsm^ ,  dont  la  surface  AMM'  est  com- 
posée ,  et  par  conséquent  aussLle  centre  de  gravité  de  cette 
surface  elle-même.  Soient  dans  ce  plan ,  V  le  centre  de  gra- 
vité de  l'arc  MSM',  G  celui  de  la  surface  AMM';  et  menons 
à  l'axe  AP  les  perpendiculaires  VP,  GK.  On  aura  (96) 
AMM'  X  GK=/MSM'  x  Mm  x  VP.  Or,  si  Ton  tire  la 

corde  MM^,  et  qu'on  nomme  -^  le  rapport  couqu  de  cette 

corde  au  rayon  PS  ou  PM  ;  on  aura  (109),  MSM'/X 
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MM'  X  PM=m  X  CPM)'.  DoncAMM'  X  GK  =  m/M»i's 
(PM).  =  »./^:r<'<;«GK  =  ^^^. 
On  connoitra  donc  ia  distance  du  centre  de  gravité  G  à 
l'axe  AP.  Reste  à  trouver  la  posiiion  du  point  K.  Or  il  est 
aisé  de  voir  que  ce  point  est  le  centre  de  gravité  de  la 
superficie ,  qui  seroit  produite  par  une  révolution  entière  de 
l'arc  AM  autour  de  Ai'  ;  car  ai  on  imagine  que  cette  super- 
ficie est  partagée  eu  une  infinité  Je  pans  par  des  plans 
men^s  suivant  l'axe  AP,  et  faisant  entre  eux  des  angles 
ëgaux ,  tous  ces  pans  égaux  auront  leurs  centres  de  gravité 
placés  sur  la  circonférence  d'un  cercle  perpendiculaire  à 
l'axe  AP.  Donc  le  centre  de  grjivité  de  leur  système  sera 
placé  dans  cet  axe:  donc,  réciproquement  j  si,  par  le 
point  K  supposé  le  centre  de  gravité  de  la  superficie  pro- 

»duite  par  une  révolution  entière  de  l'arc  AM ,  on  mené  un 
plan  circulaire  perpendiculaire  à  AP ,  il  contiendra  le  centre 
de  gravité  d'une  partie  quelconque  AMM'  de  cette  mêoie 
superficie.  Connoissant  donc  la  position  du  point  K  par 
l'article  précédent ,  on  a  tont  ce  qu'il  faut  pour  trouver  le 
centre  de  gravité  G  de  la  superficie  AMM'. 

Par  exemple ,  soit  AM  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  ^  a. 
On  aura,  AMM'=  — '—,  fyyàs  -^  fadx\/  i^zax —  xx^^ 

iqui  est  l'expression  de  l'aire  du  segment  APM  multiplié  par  ^ 
le  rayon  (i.  Donc  GK:=  — "^~ — ;  d'un  autre  côté,  on  a^fl 
par  l'article  précédent  j  AK=:— ,  *fl 

Que  APM  soit  un  quart-de-cercle  qui  fasse  un  quart  d«^| 
révoktion.Onaura,m^W^2,n=4,a:  =  fl,  APM  =  ^.'  ■ 
DoocGK:=-^,  etAK=— . 

VII.  PjioelÈmeV.  Trouver  le  centre  de  gravité  au  so- 
lide ,  produit  par  la  révolution  de  l'aire  APM  (  Fig.  igo  J 
autour  de  AP. 
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Le  centre  de  gravité  cherché  est  placé  dans  Taxe  AP.  De 
plus  le  cylindre  élémentaire ,  produit  par  la  révolution  du 
petit  trapèze  VMmp ,  peut  être  censé  avoir  son  centre  da 

gravité  placé  en  P.  Or  ce  cylindre  a  pour  valeur,  ;  son 

moment ,  par  rapport  au  point  A,  est  donc  -^ — .  Soit  D  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  solide  fini,  produit  par 
APM,  au  point  A;  on  aura,  D  x  J^   ^=^  /  ^'^  ^^  ^^ 

par  conséquent  D  =   /^  ^  ^« 

Par  exemple ,  soit  APM  un  segment  de  cercle ,  dont  le 
rayon  ==a.  On  avLra,/y^dx=J'dx{2ax — xx)=zax^  —  -2-  > 


2««*  X^ 


fxy^dx  zzz/xdx  (  ^ax  —  aî:c  )  =  — ^ —-.  Donc  D  = 

Sax  —  Sx' 
4(3«  —  ce)' 

VII I.  Pr  o  B  L  i  M  E  VL  Supposons  que  le  segment  APM 

(  Fig.  191  )  ne  fasse  que  la  — partie  d'une  réi^olution  autour 

de  AP  ;   trousser  le  centre  de  gravité  de  ï espèce  d* onglet 
APMSM'A  quil  engendrera. 

Ayant  mené ,  suivant  Taxe  AP,  le  plan  APSN ,  qui  par- 
tage l'onglet  en  deux  parties  égales  et  semblables ,  et  qui 
contient  par  conséquent  son  centre  de  gravité  et  celui  de  ses 
éléments  VMSMJmfsmp ;  nous  supposerons  que  G  soit  le 
centre  de  l'onglet,  V  celui  du  petit  prisme  ¥MSM! mUmp; 
et  nous  mènerons  à  Taxe  AP  les  perpendiculaires  VP,  GKi 
Déplus,  npus  tirerons  la  corde  MM';  et  nous  nommerons, 
comme  ci-dessus,  m  le  rapport  de  cette  corde  au  rayon  PM. 
Cela  posé,  on  aura  (  en  nommant  O  l'onglet),  O  X  GK  = 

/(pipHL  ,  p,  ,  VP).  Or(...„  VP  =  î^^|^; 
donc  o  X  GK=m /<™4iii£,  oubieoGK  X /to^ 
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Quant  à  la  position  du  point  K,  elle  se  détermine  par 
l'article  précédent ,  en  considérant  que  ce  point  est  néces- 
sairement le  centre  de  gravité  du  soUde  produit  par  une 
révolution  entière  de  Taire  APM  autour  de  AP. 

Par  exemple ,  soit  APM  un  segment  de  cercle  ,  dont  le 
rayoa=/x.  On  àura,yfkjrydxz:=:/k  {t^oxt^xx)  dx-=zkax'^^^ 

-^'yfy  dx-=ijdx{Mx — xxY^=, — -i^ '-^ -i- 

-^  y.  fdx^{2ax  —  ara;).  Ainsi  GK  =  -^^^  X   .    .  .   . 

s 

4(5*ox'  — Ax')  '        *^ 

précédent ,  AK  =  ^^^^_^y 

Que  APM  soit  un  quart-de-cercle  qui  fasse  un  quart  de  révo- 
lution. On  aura^  7»=y/'a ,  /i  =  4;  a;=fl  ^fdxÇ/{2tax — xx) 

=  APM  =  -^  'y  et  par  conséquent  GK= - —  ,  AK  ==  |  a. 

IX.  Les  mêmes  principes  servent  à  déterminer  les  centres 
de  gravité  des  superficies  ou  des  solides  ,  qu'on  ne  peut  pas 
regarder  comme  engendrés  par  la  révolution  d'une  courbe. 
Mais  alors  il  faut  considérer  les  moments  par  rapport  à  trois 
plans  donnés  de  position  dans  l'espace,  et  chercher  les  dis- 
tances du  centre  de  gravité  à  chacun  de  ces  plans ,  qu'il 
convient  de  supposer  perpendiculaires  entre  eux ,  pour  par- 
venir à  des  résultats  plus  simples.  La  méthode  est  à  cet 
égard  la  même  que  celle  qui  a  été  employée  (69)  pour 
trouver  la  position  du  centre  de  plusieurs  forces  parallèles. 
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Manière  de  troui^er  la  courbure  d*une  chaînette  attachée 
par  ses  extrémités  à  des  points  mobiles. 


I.  JL)  ANS  le  courant  de  l'article  i58,  j'ai  regardé  les  chaînes 
d'un  pont-leyis  comme  des  lignes  droites  ;  mais^  à  la  rigueur, 
elles  s'écartent  de  la  direction  rectiligne,  et  on  peut  être 
curieux  de  connoître  la  nature  de  la  courbe  qu'elles  forment 
réellement.  Les  différentes  solutions  qu'on  a  données  jus- 
qu'ici du  problème  des  chatnettes  supposent  que  les  extré- 
mités de  la  corde  soient  attachées  à  des  points  fixes.  Ici^  les 
points  d'attache  sont  mobiles  ,  et  prennent  la  position  que 
demande  l'équilibre  des  forces  qui  agissent  sur  la  corde. 

IL  Problème  I.  Déterminer  la  nature  de  la  courbe  GVE 
(  ^%*  ^92)  ffùe forme  une  corde  parfaitement  flexible ,  atta- 
chée par  ses  extrémités  aux  deux  points  G  et  T^  de  deUx 
leçiers  GM,   EA,  qui  sont  mobiles  autour  des  points 
fixes  K,  A,  et  qui  sont  chargés  des  poids  F  ,  B  ,  T. 

Supposons  que  tout  le  système  soit  parvenu  à  l'état  d'é- 
quilibre :  il  est  clair  qu'alors  les  deux  points  G  et  E  peuvent 
être  regardés  comme  fixes.  Qu'on  mené  l'axe  horizontal  KX> 
et  les  deux  ordonnées  infiniment  voisines  VS,  «^,  à  cet 
axe.  Par  les  points  extrêmes  G,  E  de  la  courbe ,  et  le 
point  V,  soient  menées  les  tangentes  GN,  EN,  VQ, 
dont  les  deux  premières  se  rencontrent  en  N ,  la  pre- 
mière et  la  troisième  en  Q;  et  soient  élevées  les  verti- 
cales GO,  EX,  NP,  QR, 
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Tabscisse  KS .     ,    x 

sa  différentielle  S  J  ou  VA    .     .     .     .  dx , 

lordonnéeSV y , 

sa  différentielle  uh     .     .     .  v  .     .     .  dr  9 

Tare  funiculairç  GV s  y 

Nommons   /   ga  différentielle  Yu     ......  ds  , 

le  poids  du  même  arc  GV     ....  Q  , 

la  tension  de  la  corde  suivant  GQ    .     •  f  , 
Fangle  GQR  que  fait  la  direction  de 

cette  force  avec  la  verticale    ...       ^  , 
le  sinus  total 1. 

Cela  posé ,  il  est  clair  (  1 33)  qu'on  aura  la  proportion  , 
Q  :/:  :  sin.  GQV  :  sin.  RQV.  Or,  l^  Tangle  GQV  = 
ang.  GQR  +  ang.  RQV=  ang.  GQR  4-  180^  — ang.  Yuh, 
et  par  conséquent  sin.  GQV  =  sin.  GQR.  cos.  (iSo""  —  Nuh  ) 

-h  cos.GQR  X  sin.(i8o^— Vi/A)=sin.  d  x  — ^-+-cos.ô  X 

^    _   dx  COS.  g  ~  dy  sîn.  tf        ^  ^ 

^ S •  ^  •   L'angle   RQV  =  180''  — 

ang.  VwA,  et  sin.  RQV=  ^.    Nous  aurons  donc, 

Ç  .^. .  dx  C08.  e  ^  ^j^  «in.  g  .  ^.  et  par  conséquent  Qrfa:  = 

fdx  fcos.  6  — yî/y  sin.  6 ,  équation  fondamentale  de  la  courbe 
cherchée. 

11 1,  Corollaire  I.  Le  poids  Q  est  une  quantité  va- 
riable et  dépendante  de  la  position  du  point  V.  Mais  les 
deux  quantités/*  et  ^  n  en  dépendent  point,  et  doivent  être 
regardées  comme  constantes  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  :  elles  sont  seulement  indéterminées  pour  le  présent , 
et  nous  verrons  ci-dessous  la  manière  de  les  déterminer. 
Considérons  auparavant  tout  ce  qui  constitue  la  nature  de 
notre  courbe.  11  peut  arriver  que  Q  soit  une  fonction,  ou 
de  a; ,  ou  Ae  y  ^  ou  de  s.  Ces  trois  suppositions  donnent 
pour  GVE  une  courbe  différente. 
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1^.  Soit  Q  une  fonction  de  x.  L'équation  i^ondamentale 
donnera^  dy  =  /in. â- "^  équation  séparée^  et  im- 

médiatement intëgrable  ou  constructible. 

2^«  De  même  ^  si  Q  est  une  fonction  de  y  ^^  on  aura  / 

i/a?='C  ^  ■    ''^  .  équation  encore  séparée. 

3^.  Soit  Q  une  fonction  de  s.  Mettons  pour  dx  sa  valeur 
\/  [  rf  j*  —  rf^*  ]  dans  Téquation  fondamentale  ;  e|le  de- 
viendra ,  fdy  sin.  ô  =  (/cos.  ^ . —  Q  )  X  y/'  [  rf^^  -—  £/^*  ]  ; 
d'où  Ton  tire , 


dy  = 


V  [/•  sin.  ^«  4- (/co«.  ë  —  Q  )»  ]  ' 


^_^  -/-(/sin.O 


\/  [/'  «n.  6*  +  (  /cos.  0  —  Q  )»  ]• 

Ainsi  on  pourra  construire  la  courbe^  puisqu^on  aura 
X  et  y  en  fonctions  de  la  même  variable  s. 

IV.  CloKOLLAiRE  IL  Le  cas  le  plus  ordinaire  dans  la 
nature  se  rapporte  à  cette  troisième  hypothèse  ;  c'est  celui 
où  la  corde  est  uniforme  dans  sa  grosseur.  Alors  on  peut 
supposer  Q  =  j  ,  et  la  naturs  de  la  courbe  peut  s'exprimer 
par  une  équadon  séparée  entre  dx  et  dy.  Car  nos  deux  der- 

.  .  j  ^  ds  (y COS.  è  —  J  ) 

nieres  équations  donnent ,  en  ce  cas  ,  2 = 

*  K^'"'      ;  ou  bien  ,  dx  (/cos.  d  —  s)z=zdj  (/sin.  6). 

Différencions  chaque  membre  de  cette  équation  ,  en  pre- 
nant dx  pour  constante;  nous  aurons,  — dxds=ddy(f sin*  6), 

ou  bien  -dx=  J^^^y^";^^a\  ,    ou   bien  —  dydx  = 

tT^^Tdy]  >  d<^^^  l'intégrale  est,  Adx  -ydx  =/sin.  ^  X  ; 
y/  [  dx^  -h  dy""  ]  ;  équation  d'où  l'on  tiré  aisément , 


dx  = 


4^(/sin.  ô) 


La  constante  A  doit  être  telle,  qu'au  point  G  où  l'or- 
donnée GO  est  censée  donnée ,  le  sinus  de  Tangle  Nuh ,  qui 
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est  toujours  ^  I  devienne  =  sin.  é.  Or,  à  cause  de  ds  =: 

Donc  y  en  faisant^  =:  GO  =  9  ^  quantité  supposée  donnée , 
et  -^  =  sin.  ^ ,  oû  aura ,  sin.  ^  ='V'^  ,  et  par  conséquent 
A  =  ^  "^y*  Ainsi  Téqtiation  différentielle  de  la  courbe  est 

^^  =  ^[c/4^A'^r"/l^        ^^"^  Fintégraleest  a:=C- 
/sin.  ô.L.(/-Hy— jr  +  v/[(/+7-rr— /'sin.é'].) 

La  constante  C  doit  être  telle,  que^  =  GO  donne ^ 
oc  z=z  KO  =  «•,  quantité  supposée  donnée  ;  de  sorte  que 
oî  =  îT  +/sin.  d  L.  Cy+ycos.  d  )  — /"sin.  ô  X  L,  (/-h  ?  — 
y  +  \/[  (/+  ^  — J^  )"*  — /*  siu.  ^'  ]  )  ,  équation  finie  de  la 
courbe. 

V.  Problème  IL  Déterminer  la  relation  de  toutes  les 
quantités  qui  constituent  l'équilibre ,  en  continuant  de  r^- 
garder  la  corde  comme  uniformément  pesante. 

On  raisonnera  semblablement  dans  les  autres  suppositions. 

Nous  avons  déjà  mené  par  le  point  K,  donné  de  position, 
Thorizontale  KX;  menons  de  même  par  le  point  A,  aussi 
donné  de  position  ,  Thorizontale  GAZ  ;  abaissons  la  verti- 
cale KG,  et  prolongeons  la  verticale  XE  jusqu'en  Z,  Des 
points  K  et  A  tirons  les  perpendiculaires  Krf,  Ab  sur  les 
tangentes  extrêmes  N G,  NE  de  la  courbe.  Gonservons 
toutes  les  dénominations  précédentes ,  et  de  plus , 

KG û , 

AE b  , 

Soient  «^   Kl    . c  , 

KL  .....     ,' g  , 

AH      ....  /; h , 
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KG m 

AC »  •  n 

Soient'^  la  longueur  entière  de  la  corde  GVE    .     .  p 

rangle  GKO z 

l'angle  ZAE u. 

H  est  clair  que  consëquemment  à  ces  suppositions^  on  aura 
GO  ou  ^ '    •    =  a  sin  2 

KO  ou  sr      •.••••••...=:  a  COS.  z 

'EéTi ==:  &  sin.  u 

AZ z=z  b  COS.  u 

CZ  OU  KX =»-f-J  COS.  u 

EX =/»  —  b  sîn.  u 

Kg =  c  COS.  z 

Kç =  g  COS.  z 

At :=£:  h  COS.  u 

Kd •     •     .     •     =  a  COS.  (  z  ^  é). 

Cela  posé,  i^.  les  forces  appliquées  au  levier  G  KM 
étant  en  équilibre,  on  aura,  comme  dans  Tarticle  i58, 
B  X  Keizz/  X  KJh-F  X  Kg,  c'est-à-dire  (A),  Bg  cos.  z 
=ya  COS.  (z  +  6)-hFc  COS.  z ,  première  équation. 

a^.  Représentons  par  <p  la  tension  de  la  corde  suivant  FN. 
L'équilibre  du  levier  AE  donnera,  TxA^=^xA^, 
ou  bien  TA  cos.  i/=<p  X  AE  x  sin.  AEè.  Or(i33),  ^=-= 

yX  sin.  GNP  /"«in.  0  ^      .  r         1       a  t»  t 

•i — '. — .,-,_     =  r   ---^-^  ;  et,  à  cause  que  lanffle  AEi  = 

flin.  IlNP  sm.  NliX  '         '  no 

180^  —  ang.  NEX  —  ang.  AEZ,  on  aura,  sin.  AEJ  = 
sin.  NEX.  COS.  AEZ-Hcos.  NEX.  sin.  AEZ.  Donxî  (?  x  AE 

X  slh.  AE6  =  i/sin.  ^  f  cos.  AEZ  -h  sin.  AEZ.  ''^'^fv  \ 
Or  l'équation  fondamentale  (  art.  II  )  donne  ici  en  général , 

dy /"co».  ^  —  s       ^  .|      ^  r   .1      ^  dy        co»,  NF.X     , 

ZT"  =^—7-^ ;  et  il  est  évident  que  -^  =  -: — rr^rrr ,  lorsque 

s=ip.  On  aura  donc ,  ç  X  AE  x  sin.  AEi  =  b/sin.  6  x 
Tsin.  1/  +  C0S.  M  X  w<^Q^'    — -^     \«_-j^g£^^  ^  Sjn.  wH-  b/x, 

COS.  ^  COS.  w  —  bp  COS.  w  :=  b/co$.  (6  —  u)  —  bp  cos.  z/. 
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Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  TA  cos.  u  =s  ^  x  A£ 
X  sin.  AE6,  elle  deviendra  (B),  TA  cos,  u=:.ù/cos.  (« — u) 
—  bp  COS.  u  y  seconde  équation. 
5^  L'équation  fondamentale  donne  encore  ,«=... 

J— ir^  =/cos.«-^/sin.  #.  ^,  ou  bien 

(  en  mettant  pour  -^^  sa  valeur 

V.r(/-4..»m.^.-/)'-^»in.^-J(IV)^  ,    .   =   COS.  .    - 

V/[  (/+  a  sin.  z — J")'— /^  »in.  t*  ].  Donc,  en  faisant  j=:;7  , 
y  =  EX  =  m  —  h  sin.  u ,  on  aura  (C) ,  ;?  ^y cos.  ^  — 
1/  [  (/+•  tf  sin.  z  —  1»  -f-  A  sin.  u  )*  — f^  sin.  6*  J  ,  troi- 
sième équation. 

4°.  Enfin  reprenons  l'équation  a?  =  «■  +-/sin.  t  L.  (/"-f- 
/cos.  O  — /sin- «  L.  (/+ y  — jr  +  y/ [  (/+ ijr —j  y  _ 
y^sin.  é*)  ] ,  ou  bien  j?=  a  cos.  z  -f-ysin.  fl  L.  (/-f-ycos.  •) 
—/sin.  #.  L.  (/4-  û  sin.  z  —y  -f- 1/  [  (/+  a  sin.  z  — j^  )» 
—  /  sin.  fc"*  ]  ) ,  trouvée  (  Art.  I V  )  ;  et  considérons  qu'à 
l'abscisse  KX  =:CZ  =  »-*-  b  cos.  u ,  répond  l'ordonnée 
EX  z^m-^b  sin.  z/.  Par-là  nous  formerons  cette  quatrième 
équation ,  (  D  )  ,  /i  H-  i  cos.  u  z=z  a  cos.  z  -i-/  sin;  tf. 
L.  (/+/cos.  ô  ) — /sin.  ^  L.  (/-h  a  sin.  z  —  m  +  b  sin.  u 
+  y/  [  (/+  û  sin.  .2  —  771  H-  ï  sin.  i/  )  '  — f^  sin.  ^  ].  ) 

Les  quatre  équations  (A),  (B),  (C),  (D),  renferment  toutes 
les  quantités  qui  concernent  l'équilibre  de  la  corde  avec  les 
leviers  mobiles  aux  extrémités  desquels  elle  est  attachée. 

On  doit  remarquer  que,  dans  ces  équations,  les  poids 
B ,  F ,  T ,  sont  censés  exprimés  par  des  lignes  qui  leur 
sont  proportionnelles  ;  de  même  que  le  poids  de  la  corde  j 
est  exprimé  par  la  ligue  p  ,  égale  à  la  longueur  entière  de 
cette  corde. 

VI.  Des  différentes  quantités  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions proposées  ,  celles  qui  sont  relatives  aux  positions  don- 
nées des  points  K,  A,  et  aux  longueurs  aussi  données  des 
lignes  KG,  Kl ,  KL,  A£,  AH ,  sont  données.  II  y  en  a 
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seulement  huit,  savoir,  /,  é,  z ,  u,  B,  F,  T,  p,  qui 
peuvent  être  indéterminées  ;  et  si  on  )en  connoît  quatre ,  on 
parviendra  à  connoître  les  quatre  autres  ,  par  la  résolution 
des  équations  précédentes  :  ce  qui  donne  lieu  à  différents 
problèmes.  Si  Ton  regarde  z ,  w  ,  /*,  ô ,  comme  les  quatre 
inconnues ,  c'est-à-dire  si ,  tout  le  reste  étant  donné,  il  s'agît 
de  déterminer  les  positions  des  deux  leviers ,  la  quantité  et 
la  direction  de  la  tension  de  la  cordie  au  point  G  :  les  calculs , 
quoique  dépendants  de  l'analyse  ordinaire ,  seront  intrai- 
tables. Il  en  est  de  même  dans  d'autres  cas.  Il  y  a  des  ques- 
tions qui  donnent  des  résultats  a^sez  simples.  Je  ne  m'étends 
pas  davantage  sur  ce  sujet,  qui  n'appartient  plus  qu'à  l'a- 
nalyse. 

Le  cas  particulier  où  la  corde  seroit  attachée  à  des  point» 
fixes  ,  est  un  corollaire  de  cette  théorie. 
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Calcul  numérique  d'un  Pont-leçis. 


I.  JLiE  calcul  suivant  est  de  feu  C.  Filley,  lieutenant-général 
des  armées  de  France ,  directeur  des  fortifications  à  Thion- 
ville  f  qui  joignoit  à  toutes  les  connoissance^  qui  forment  un 
ingénieur  du  preniier  ordre  la  pratique  la  plus  consommée. 
Ce  calcul  est  une  application  de  la  formule  T  x  AH  -h- 
C  X  AE4-FxK1=B  xKL(  Fig.  80  ),  qui  a  été  dé- 
montrée (1.61).  Voici  donc  l'usage  dé  cette  formule  dans  la 
pratique.    ■ 

IL  Les  points  H,  I,  L,  étant  pris  dans  la  dîreetion  du 
centre  de  gravité  du  système  des  parties  qui  composent  le 
tablier,  iea  flèches ,  et  la  bascule,  on  peut  regarder  le  pro- 
duit T  X  AH  comme  le  moment  du  système  de  toutes  les 

a3 


354  MÉCAV2QUB. 

parties  qui  composent  le  tablier ,  relatircmeiit  &  Taxe  de  lei 
tonrillons  ;  le  produit  F  X  K.I ,  comme  le  moment  du  sys- 
tème de  toutes  les  parties  qui  appartiemien^  aux  flèches  j 
par  rapport  à  Taxe  des  tourillons  de  la  bascale  ;  et  le  pn>- 
duit  B  X  K  L  ^  comme  le  moment  des  parties  de  la  faascnle  j 
relativement  au  même  axe.  On  pourra  donc  ,  à  la  place  de 
ces  moments  i  substituer  les  sommes  des  moments  paitîcu? 
liers  qui  leur  sont  égales.  Pour  faire  cette  substitutîoii  ^  noas 
supposerons ,  dans  îexemple  qui  suit ,  que  toutes  les  parties 
du  tablier  ont  été  déterminées  9  en  conséquence  de  soa  esi- 
placement  et  de  la  solidité  qu'on  a  cru  devoir  lui  donner.  Il 
en  est  de  même  des  flèches  et  des  branches  de  la  bascnlej 
ainsi  que  de  toutes  les  ferrures.  Il  n'y  aura  donc  de  variable 
que  les  pièces  d'assemblage  de  la  bascule  ;  on  leur  donnera 
des  dimensions  qui  puissent  satisfaire  à  Téquilit^re^  fX  94 
seront  déterminas  comme  on  va  le  voir. 

Nous  ne  nous  attacherons  pas  dans  les  calculs  suivants  i 
une  exactitude  scrupuleuse ,  les  petites  parties  qui  seront 
négligées  ne  pouvant  être  d'aucune  conséquence. 

PARTIES  QUI  COMPOSENT  LE  TABLI£R< 

Première  partiem 


Le  talon , 
longueur  ...!'•     é^9^ 
grosseur    .  .  .  gP®-  et  9 

aïoi.  Qpi.  3po.  pèsent,  à  raison  de  a  1  o^*  par  solive ,  ci  .  .         439  '^** 
Deux  frettes  dont  le  talon  est  garni  pesant  ensemb.  24 


J.    2»ol.    Qpi.   5po, 

QPO.     J 


M        ■  — 


Total  du  poids  de  cette  première  partie  ....         453'"'' 

Les  tourillons  étant  placés  à  3  pouces  de  la  face 
intérieure  du  talon  ^  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  cette  partie ,  ou  son  bras  de  levier  j  sera 
i^'  \,  et  son  moment  453^*  x  ip*^  5  =  •  .  .  .        679 
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Les  tourillons  du  tablier  pèsent  ensemble  •       70^* 
4  boulons  pour  les  retenir     •     ....       16 

Les  tourillons  de  la  bascule  .....       g4 

Deux  platines   appliquées    aux   faces  des 
branches  de  la  bascule  pour  recevoir 
lesdits  tourillons      .......       4^ 

4  boulons  servant  à  les  fixer     ....       23 

4  boulons  pour  les  tourillons     ....       20 

Ces  parties  ayant  leurs  centres  de  gravité  dans  l'axe  des 
tourillons ,  n  ont  point  de  moment  relativement  à  cet  axe. 
On  ne  donne  ici  leur  poids  que  pour  servir ,  si  Ton  Vouloit , 
à  calculer  le  frottement. 

Seconde  partie. 

Sept  gîtes  chacune  de  iop^^-  61^^*  sans  les  tenons^ 

Longueur  eus.  .12^1      6?°*  1  _^i    _^       -« 
Grosseur      .      .     6     et    7      j    ' 

Le  plancher  entre  la  tête  et  le  talon , 

Longueur     .     .      i^-  4'^  ^'  ^ 

Largeur  ...     1     4     4      V     6"»-   op^  a?»- 

Épaisseur     ..602      3 

Le  plancher  de  recouvrement , 
Longueur     .     .     a*-  o^  d^   )  "" 

Largeur  ...     o     a     9       S     i*^*'  5p»-  op»- 
Epaisseur      .     .     o     o     a        )  * 

Total     .     •     .     .     i5      00 

pesant  ensemble .     5i5o"^' 

14  goujons  d'assemblage ao'- 

i5o  clous  de  5  pouces  pour  les  madriers ,  ci     18 

70  petites  barres  de  rouage 49^     l    ^« 

4  barres  de  recouvrement .19a 

32  chevilles  ou  boulons  à  clavettes  pour  re- 
tenir lesdites  barres 4^ 

Total  du  poids  de  cette  partie Sgia»^^» 

23. 
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Il  est  clair  que  le  centre  de  gravité  «le  cette  partie 
est  au  centre  de  figure  du  tablier  ;  ainsi  son  bras 
de  levier  sera  la  moitié  de  la  longueur  des  gites, 
plus  6^^  I  ci 69^*^ 

£t  son  moment 269928^^- 

Troisieme  partie. 

La  tête , 

Longueur    .     .     .     .     ^"^  ^  ^^   \  i^  S^  ^^ 
Grosseur     •     ...     9    et   9      \ 

Pesant éfi^' 

Deux  frettes  dont  la  tête  est  armée     ....  24 

Total  du  poids  de  cette  partie     .     •     •     .  43i^^- 

■       ■  ■     É   1 1 
Le  centre  de  gravité  de  cette  partie  est  éloigné 

de  Taxe  des  tourillons  de  i36  \  pouces;  ainsi 

son  moment  sera 5883i 

Quatrième  partie* 

Les  gâches  à  charnière  pour  recevoir  les 

chaines a4'*   \ 

4  boulons  à  vis  et^écroux  pour  lesdites  >  4^ 

gâches 16     j 

Le  centre  de  gravité  de  celte  partie  étant  d'un 
pouce  environ  en  dehors  du  tablier;  son  bras 
de  levier  sera  de  142  pouces^  et  son  moment  568o 

PARTIES   QUI    COMPOSENT    LES   FLECHES. 

Quoique  la  diminution  des  flèches  ne  commence  qu'à 
6  pouces  en  avant  des  tourillons  pour  des  raisons  de  solidité  ; 
nous  les  supposerons  diminuées  dans  toute  leur  longueur ,  et 
nous  les  considérerons  comme  composées  chacune  d'un 
])araiiélépipede  a ,  de  dieux  prismes  6,  de  deux  prismes  c,  et 
de  quatre  pyramides  £/( PI.  XI ,  Fig.  A.) 
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Premiers  partie,^ 

Les  parallélépipèdes  a , 
Longueur  ensemb.  3\  5?^-     6p-   )    ,,^  ^p.,  ^p,.  5,.^, 

Grosseur  .     ,     .     g?**-    et      gP®-  \  r     •  y 

Leur  centre  de  gravité  est  au  milieu  de  leur  lon- 
gueur ;  ainsi  leur  distance  à  faxe  des  touril- 
lons de  la  bascule  est  70?°-  î ,  et  leur  moment 
relativement  à  cet  axe     .......        652  ri 

Seconde  partie. 

Les  prismes  b , 
Longueur    .     .      .  i'\  5p»*  gP®-   ^ 
Largeur  ensemble  .   o     o     3t      V  o***^*  4?'-  5?®- 
Hauteur  ....0093 

Les  prismes,  c , 
Longueur     ...   1     5     9      ^ 
Largeur  ensemble  .004       r^      5io 
Hauteur  ....009) 

Total T      4      3^ 


Pesant  ensemble 35g 

La  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  partie 

étant  le  tiers  de  la  longueur  des  flèches^  sera. 

de  47  pouces ,  et  son  momient  ci  .     .     .     f:         1,6873 

Troisième  partie. 

Les  pyramides  d, 
Longueur     .     .     .     o'*    o?''   aP®-  1 
Largeur  ensemble  .0      10      >  o»«^-  ip»-  4p«- 
Hauteur .     .     .     .     o      3    1 1      ) 

Pesant 47 

La  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  partie 

à  Taxe  des  tourillons  est  le  qn^rt  de  la  hauteur 

des  pyramides  ou  de  la  longueur  des  fléchés  ; 

eHe  sera  donc  de  35?**^  \ ,  et  son  moment  .     .  ^^Sy 


Ir3t  X  1  :   A  V  ::  9 


«jUJUli*^  ■    V^hiOC «  2o3^' 

'  u*«3u  tj*  •*'vi«r  ut  'j^sn*  pan»  «s:^t£2L.aÎK.iuZf- 

^If-'U;   :«^f  6«CXI«»       .^*^-   :   aiBfli  SUE 
'yrf'i        .  .        .  


J-**rc  L»"îiiâ'  Ji»ft  ô*  ^  :i(£9::ui^ 


â':  -^  lviiÇU4rur  <i*-*  braiicîjefc  î>c  de  "6  j^doces  ; 

Stur^'éjit  partie. 
lJ*'ij\  iet'^^cSjf-j^ur.  placfs  in  b'ji:!  d*»  branches  \ 

iJtr'jz  iyj'jlonh  yjUï  le*  reîjerâr  ....  6  ^ 
ï-^'r'j/.  //i^it'tt  j>our  1*:  bout  dei  Liénche»  .  .  54  T 
iyrt  iit:ut  ;>^i<rî  ctunifit^  de  9  pieG>  de  Ion-  1 

^»i#rfj/  rii^cufJ*: 35      ^ 

J*':  hiiiii<i':hvï*is  d<ï  ceit^  partie  est  de  1 55  pouces, 
«  i  »o/j  f/j ornent iSiiS 

TroUieme  partie, 

Ih'iix  vrroijji 16^   ^ 

/|  Mil mpom  pour  lef>dit>  verroux     .     .     .     la     >         36 

i>t•^^x    iii'tl'Uir.h  Si  bo4Ses 8      3 

ii'uta  »>iippoM?rori%  le  lirai  de  levier  de  cette  partie 
'1<'  i  :<o  jxiu^x'»  ;  ioû  oiomeut  sera  ci .     .      .      .       43^0 
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Quatrième  partie. 

Cîtte  partie  doit  comprendre  les  pièces  d'assem- 
blage de  la  bascule  ;  mais  leurs  dimensions 
étant  encore  inconnues  ^  nous  appellerons 
leurs  poids  Z.  Quoique  Fou  ne  place  pas  tou- 
jours ces  pièces  symmétriquement  autour  du 
centre  de  figure  y  relativement  à  la  longueur  ' 

de  la  machine ,  on  le  supposera  ici  pour  pou- 
voir connoître  sans  peine  le  centre  de  gravité  ; 
et  Ton^aura  le  bras  de  levier  de  cette  partie 
«n  retranchant  6  pouces  de  la  longueur  des 
branches^  et  prenant  la  moitié  du  rester  on 
trouvera  pour  cette  distance  76  pouces  ;  ainsi 
le  moment  sera Z^  X  yS 


LES      CHAÎNES. 


Le  terme  C  X  AE  de  l'équation  n'a  pas  besoin  d'être 
décomposé^  puisque  l'on  connoît  ses  facteurs.  Les  chaînes 
ont  chacune  3i  mailles  de 
6  pouces  environ  de  longueur^  pesaiit  1^»; 

ainsi  le  poids  total  sera  .  , 1 08^*' 

Â£  est   ici  de   142  pouces;   on   aura  donc 

pour  CxAE i5336 

Si  Ton  substitue  maintenant  aux  termes  de  l'équation  les 
quantités  qui  leur  sont  égales ,  telles  qu'on  vient  de  les  trou- 
ver ;  on  aura,  T  X  AH  =  679  +•  269928  H-  5883 1  H-  568o 
=  335i  18  ;  C  X  AE  =  ï5336;  F  x  Kl  =  16873  4-  65aia 
+  1657  -H  14805  =  98547  ;  B  X  KL  =  i538i6  4-  i34i6 
+  4^20  +  Z  X  76  =  17155a  H-  Z  X  75. 
Formant  ensuite  l'équation  en  employant  ces 
nouveaux  termes ,  on  trouvera  pour  la  valeur 

de  Z :     .     .     .     .  3700"^ 

C'est  le  poids  des  pièces  d'assemblage  de  la  bascule;  on 
ne  peut  en  faire  la  distribution  qu'en  tâtonnant. 
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Les  trois  entre-toises , 

Longueur  ensemble  .     4**  ^*'  ^'  r    «  i    y  .    ««- 
CrFosseiir     ...."'**"'  ^      ^  -        ^ 

Les  deux  potilies  ^ 

Longueur  ensemble   • 
Grosseur    .     .     .     . 

Les  quatre  guettes. 

Longueur  ensemble  .     3     a     o     /  ^  ^ 

Grosseur    .     .     ..         "      --  -- 


4'- 

2P»- 

6i~ 

11 

et 

i3 

1 

3 

6 

11 

et 

i  ■ 

12 

• 

3 

a 

o 

11 

et 

12. 

5     5 


Total 17     4      9 

Pesant  ensembl.^ 3736^^ 

Ce  poids  total  des  pièces  d'assemblage  de  la  bascnle  ne 
diffère  de  celui  qu'exige  l'équilibre  que  de  361.  ^  et  ces  361. 
se  réduisent  à  18  environ  ,'  en  les  supposant  appliqués  au 
bout  de  la  bascule.  On  a  fait  en  sorte  que  le  poids  des  pièces 
de  la  bascule  fïît  ainsi  un  peu  plus  grand  qu'il  ne  faut  pour 
l'équilibre  ,  afin  qu'en  ajoutant  à  cet  excès  une  petite  puis- 
sance^ on  surmonte  le  frottement,  et  que  la  machine  prenne 
du  mouvement. 

Malgré  tout  le  soin  possible  dans  la  construction  d'un 
pont-levis,  il  arrive,  au  bout  d'un  certain  temps,  qu'il 
n'existe  plus  d'équilibre  entre  ses  parties.  La  bascule  isolée 
en  l'air,  exposée  de  tous  côtés  à  la  pluie ,  à  la  neige,  au 
soleil,  se  dessèche,  s'altère,  et  perd  de  sa  pesanteur.  Il  peut 
arriver  à-peu-près  la  même  chose  au  tablier,  mais  il  a  des 
barres  de  fer  qui  ne  diminuent  point  de  poids  ;  la  pluie  ,  la 
boue  qu'y  amènent  les  voitures,  l'appesantissent,  et  alors 
réquilibre  se  détruit.  On  y  remédie  ordinairement  par  une 
pièce  de  bois  mise  en  surcharge  sur  la  dernière  entre-toise 
de  la  bascule.  Cette  pratique  a  deux  inconvénients  considé- 
rables ;  le  premier  ,  de  faire  frapper  rudement  le  tablier 
contre  le  tableau  de  la  porte;  et  l'autre,  de  donner  beaucoup 
«le  peine  pour  faire  sortir  la  machine  de  sa  position  verticale. 
On  en  verra  facilement  la  cause  en  faisant  attention  qu'à 
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proportion  que  le  tablier  s'approche  du  tableau,  il' perd  da 
son  bras  de  îevicîr.  La  bascule  en  perd  aussi ,  mais  non  pas 
É^utant ,  puisque  la  surcharge  Talonge  sensiblement  :  voilà 
pourquoi  la  bascule  gagne  de  la  supériorité  sur  le  tablier  ; 
et  c'est  cette  supériorité  qu'il  faut  détruire  avant  que  le 
poids  du  tablier  n'aide  à  lever  la  bascule. 

Le  meilleur  moyen  de  rendre  l'équilibre  à  la  machine  est 
d'employer  des  madriers  E  de  deux  pouces  d'épaisseur ,  disr 
posés  comme  on  le  voit  dans  la  Planche  X ,  où  ils  sont 
placés  au  nombre  de  quatre  ;  on  en  met  plus  ou  moins  selon 
les  cas.  Ces  madriers  sont  amovibles ,  et  on  s'en  sert  dans  le 
besoin  :  alors  on  les  accroche  par  le  bout  d'en  haut  à  la 
première  entre-toise,  c'est-à-dire  auprès  du  point  d'appui 
de  la  machine  ou  des  tourillons  qui  la  portent,  libres  et 
détachés  d'ailleurs  sur  toute  leur  longueur,  qui  est  celle  de 
la  bascule  ;  de  sorte  qu'à  mesure  que  le  pont-levis  s'élève , 
et  qu*il  tire  moins  sur  les  flèches,  l'effet  de 'ces  surcharges 
diminue  aussi  en  proportion  ;  et ,  lorsque  le  pont-levis  est 
vertical  et  ne  tire  plus  ,  les  surcharges  cessent  aussi  entière- 
ment de  peser  sur  la  bascule  :  elles  recommencent  à  peser 
lorsque  le  pont-levis  recommence  à  faire  sentir  son  poids,  etc. 

On  plaçoit  autrefois  aux  deux  côtés  de  la  porte  deux  cor- 
beaux en  demi-cercle  ,  dans  lesquels  tournoient  les  touril- 
lons du  tablier.  Il  arrivoit  de  là  que  le  tablier  étant  parvenu 
à  la  situation  verticale ,  l'efTort  de  sa  pesanteur  étoit  dirigé 
sur  ces  appuis  et  détruit  par  eux  ;  le  poids  de  la  bascule  étoit 
également  détruit  par  les  appuis  de  ses  tourillons  ;  les  chaînes 
n  avoient  dès-lors  d'action  sur  les  crochets  des  flèches  qu'en 
vertu  de  leur  poids  ;  et  il  pouvoit  arriver  qu'elles  fussent 
détachées  par  quelques  secousses,  d'où  s'ensuivoit  de  très 
fâcheuses  conséquences.  Il  résultoit  au  moins  de  cette  con- 
struction un  grand  inconvénient,  dans  la  difficulté  que 
Ton  de  voit  trouver  nécessairement  pour  faire  sortir  le  tablier 
et  la  basoule  de  leur  repos. 

On  place  aujourd'hui  les  tourillons  du  tablier  sur  la  face 
supérieure  de  son  talon ,  à  trois  pouces  du  bord  intérieur. 
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Il  est  aisé  de  ydr  que  ^  dans  cette  position ,  lorscjae  le  tatiKer 
devient  vertical^  la  direction  de  sa  pesanteur  reste  en-dehors 
d'environ  quatre  pouces  ;  en  sorte  qu'elle  conserre  toujours^ 
de  Faction  sur  la  bascule ,  et  que  la  maclisine  est  toujours 
prête  à  prendre  du  mouvemenl^  lorsque  l'on  détache  les 
yerroux  de  la  bascule. 

Si  les  genouillères  des  chaînes  étoient  attachées  de  même 
sur  la  tête  du  pont-leyis  pour  Tui^formité ,  elles  ne  pour- 
voient ,  en,  le  levant ,  Tobliger  d^entrer  dans  son  enclave 
contre  les  tableaux ,  sur-tout  aux  portes  voûtées  où  cet  en- 
foncement est  couvert  d'une  plate^bande^  d'une  plinthe^  etc. 
Il  faut  donc  que  les  chaînes  le  prennent  par-dessous. 

Les  crochets  des  cols  de  cicognes  qui  portent  les  chahies. 
.  se  trouvent  en-dessous  du  bout  des  flèches  ^  et  ne  peuvent 
être  autrement. 

On  voit  la  vérité  de  ces  deux  dernières  observations  sur  la 
Figure  (  PI.  XI }  ;  car  il  faudroit  que  les  chaînes  prissent  la 
position  courbe  mon  j  au  lieu  de  la  position  rs  j  ce  qui  ne 
peut  pas  arriver. 

£n£n^  Ton  a  supposé  que  le  quadrilatère  (  i ,  z,  3,4) 
étoit  un  parallélogramme  ,  ce  qui  n'est  pas  beaucoup  con- 
traire à  la  vérité ,  puisque^  par  sa  position  ,  la  ligne (  i,  a) 
se  trouvant  penchée  au  point  a  d'environ  trois  pouces^ 
la  ligne  (  4  >  3  )  penche  du  même  côté  d'environ  cinq  pouces, 
et  que  ces  lignes ,  à-peu-près  parallèles ,  sont  égales. 
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formules  générales  du  Mouvement  varié ,   çm^o 

quelques  applications. 


I.  JN  o  xr  s  aronft  obseiré  (3o4)  qœ  la  force  acçëlëratrice  ou 
retardatrice  pouvant  varier  suivant  une  infinité  d'espèces  de 
difFérentes  lois^  il  y  a  conséquemment  une  infinité  d'especest 
de  mouvements  variés  :  mais  notis  n'avons  pas  pd  alors 
traiter  cette  théorie  dans  toute  sa  généralité  ^  et  nous  nous 
sommes  bornés  à  Texameh  des  propriétés  du  mouvement 
uniformément  accéléré  pu  retardé.  Voici  maintenant  les 
formules  générales  du  mouvement  varié  ;  celles  du  mouve- 
ment uniformément  accéléré  ou  retardé  n  en  sont  que  des 
cas  particuliers. 

II.  Rien  ne  se  fait  par  saut  dans  la  nature.  Une  quantité 
qui  varie  ne  passe  d'un  état  à  Tautre  que  par  tous  les  degrés 
possibles  d'augmentation  on  de  diminution.  Tel  est  Tordre 
des  variations  des  quantités  géométriques  ou  algébriques. 
Les  forces  accélératrices  ou  retardatrices j  les  temps,  les 
espaces  y  les  vitesses  y  et  en  général  toutes  les  quantités  que 
la  mécanique  considère^  sont  assujetties  au  même  ordre. 
Ainsi  les  relations  qui  existent  entre  ces  mêmes  quantités 
peuvent  être  soumises  à  la  géométrie  et  au  calcul. 

III.  Quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  varie  continuel- 
lement une  force  accélératrice  ou  retardatrice^  nous  pou- 
vons concevoir  que,  pour  un  instant  quelconque,  sa  varia-i 
tion  se  fait  au  commencement  ou  à  la  fin  de  cet  instant,  et 
que  par  conséquent  la  force  dont  il  s'agit  demeure  constante 


pendant  la  durée  du  même  instant  ;  de  sorte  que  si  Yon 
imagine  que  cet  instant  soit  divisé  en  une  infinité  d'éléments 
égaux  ^  à  la  suite  de  ces  éléments  égaux  répond  une  suit;e  de 
petits  coups  égaux  donnés  par  la  force  accélératrice  ou 
retardatrice.  D^où  Ton  voit  que  tout  mouvement  varié  peut 
être  regardé  comme  uniformément  accéléré  ou  retardé  , 
pendant  un  instant.  Les  formules  du  mpuvement  unifor- 
mément accéléré  ou  retardé  auront  donc  lieu  pour  le  mou- 
vement varié  en  général ,  si  Ton  considère  l'espace  par- 
couru ,  et  le  temps  employé  à  le  parcourir ,,  comme  des 
quantités  infiniment  petites.  Ainsi  nous  pourrions  établir 
tout  de  suite  les  formules  du  mouvement  varié ,  d'après  les 
principes  du  chapitre  III (II* part.  liv.  I)  ;  rnai^  je  crois  devoir 
présenter  ici  directement  ces  formules. 

r 

IV .  Soient  F  la  force  accélératrice  ou»  retardatrice  ab- 
solue qui  apime  un  corps  ;  m  la  masse  de  ce  corps  ;  s  Tes- 
pace  quHl  parcourt  pendant  le  temps  t  ;  z/  sa  vitesse  à  la  fin 
de  ce  temps.  On  aura  d'abord  Téquation  Vdtzszzhmdu  y 
le  signe  +  étant  pour  le  cas  où  la  force  F  est  accélératrice  , 
et  le  signe  — ,  pour  le  cas  où  elle  est  retardatrice.  En  effet , 
puisque  la  force  F  est  toujours  agissante,  et  quelle  donne 
une  infinité  de  petits  coups  au  mobile  durant  chaque  instant^ 
il  est  clair  que  cette  force ,  multipliée  par  la  durée  de  son 
application ,  doit  être  proportionnelle  à  la  petite  quantité  de 
mouvement  qu'elle  produit  ou  qu'elle  détruit,  c'est-à-dire 
au  produit  de  la  masse  par  l'incrément  ou  le  décrément  de 
la  vitesse. 


F 
V.  L'équation  ¥dt  =  ±  mdu  donne ,  —  dt=i±du.  Soit 


m 

m 

771 


=  <f  ;  on  aura ,  (pdc  =  dr.  du.  Dans  cette  formule ,  4>  est 

la  force  accélératrice  ou  retardatrice  i simple  ,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  la  force  qui  presse  la  masse  regardée 
comme  l'unité. 


Nt>TE  IV.   DYN.  LIV.   I.  cbAP*   III.    PAG.   221.       365 

YI.  La  vitesse  u  ne  varie  d\ià  instant  à  Taûtte  que  d'une 
quantité  infiniment  petite.  Ainsi ,  pour  un  espace  infiniment 
petit  ds ,  supposé  parcouru  pendant  le  temps  infiniment 
petit  ^^,  la  vitesse  peut  être  ce;isée  uniforme.  Donc^  par  la 

nature  du  mouvement  uaiforme^  on  a^  i/  =  -t-. 

VIL  De  cette  équation  1/  =  j^,  on  tire  dt  m  — .  Mettons 
cette  valeur  Ae  dt  dans  l'équation  (pdtzzzàiàu}  et  nous 
aurons îr-^  =  ifc: ^fw 5  QVL^ds=zdLudùk 


dd 


dt 


ds 

VIIL  La  même  équation  u^zz-j- ,  donne  encore  du=zziz 
',  en  regardant  eZ^  comme  constant.  Substituons  cette 


valeur  de  du  dans  l'équation  ^d£:=:  dbdu,  et  nous  aurons^ 

dt 


<pdt=±àz—r-,  ou  dds  =  zt:  ^dt^l 


\ 

ds 

IX.  Si ,  en  différenciant  l'équation  u^zj-,  nous  prenons 

ds  pour  coiistatit ,  nous  aurons^  du  = j-^—  ;  donc  f  dt 

=  qp-^7->  et£w=if:-Tj-j  ou  dsddtzzz-zp^dt^i     x 

X.  Si  on  vouloit  qu'aucune.différetitielle  ne  fût  constante^ 
on  auroit ,  du  = "T^ — >  ^J"  ^^^'  z^zLÇdtdds — dsddi)* 

Telles  sont  les  formules  générales  du  mouvement  varié* 
On  en  va  montrer  l'usage. 

XI.  Toutes  les  questions  que  Ton  peut  proposer  sur  le 
mouvement  varié  sont  réductibles  à  deux  classes.  Ou  la 
nature  de  la  ligne  que  le  mobile  décrit  est  donnée  ;  et  alors 
il  s'agit  simplement  de  trouver  les  expressions  de  la  vitesse  > 
du  temps ,  etc.  ;  ou  bien  il  faut  trouver ,  d'après  ijuélquf 


r 


I 
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coadition  donoëe ,  la  nature  de  la  courbe  que  te  i 
décrit,  et  tout  ce  qui  e^t  relatif  à  son  inouvemeuL  Coto^ 
iDcnçou»  par  <lea  probEèmes  du  premier  genre. 

XII.  Problème  I.  Un  corps  A  fFig.  igS)  descendant 
verticalement  par  sa  pesanteur  vei's  le  centre  C  de  la  terre  ^ 
trouver  la  vùesse  qu'il  aura  en  un  endroit  quelconque  P ,  et 
le  temps  qu'il  aura  employé  à  parcourir  l'espace  AP. 

Ici  la  Lgne  di'crite  par  le  mobile  est  droite  ;  et ,  en  nont- 
mant  g  la  gravité  ;  u  la  vitesse  en  P  ;  j  l'espace  parcouru  AP  ; 
/  le  temps  employé  à  le  parcourir,  on  aura  d'abord  {Art.  VII)  , 
ijdu=gds,  dont  l'intégrale  est —  ^^i;  donc  it^  1/2 gs. 
Je  n'ajoute  point  de  constante ,  parceque  je  suppose  qu'en  A 
où  s  est  zëro ,  u  soit  aussi  zéro. 

Pour  avoir  l'expression  du  temps ,  mettons  pour  u  sa  va- 


I       leur  dans  l'équation  rff=  —  ,   et  nous  aurons  dt^— l^M 
""■'■M 
dont  l'intégrale  est  t^\/  —  ^M 

Suivant  l'espérience,  un  corps  grave  tombe  ,  pendant  't'^l 
I    première  féconde,  de  i5  pieds  1  pouce  de  hauteur,  ou  plui^H 


exactement  de  i5,i  pieds.  D'où  il  résulte  (5i7)  qu'il  acquiert 
une  vitesse  capable  de  lui  taire  parcourir  uniformément 
3o,2  pieds  en  une  seconde.  Faisant  donc  g  ^^  So^a  pieds  ,  les 
valeurs  de  u  et  de  (  deviendront ,  u  =  3.\/ {s.  1 5  pieds,  i), 
*=  1'  X  1/  (   -r— — -  )■  D'où  l'on  voit  que  la  valeur  de  u 

exprime  un  certain  nombre  de  pieds  parcourus  uniformé- 
ment en  une  seconde ,  et  que  celle  de  t  exprime  un  certaitt. 
nombre  de  secondes. 


XIIÏ.  Pbobi.ème  II.  Le  corps  A  étant  attiré  vers 
ventre  C  par  une  force  qui  soit  à  chaque  instant  comme  u 
puissance  quelconque  n  de  la  distance  de  ce  corps  au  centreCy 
on  demande  io  vùesse  qu'il  aura  en  un  endroit  quelconque  Pj 
Et  le  temps  em.plojé  à  parcourir  Al'. 


J 


La  lignQ  décrite  par  le  mobile  e$t  encore  droite*  Soient  f 
rattractlon  sous  Funité  de  masse ,  ou  le  rapport  de  l'attrac- 
tion absolue  exercée  sur  toute  là  masse  du  corps  à  cette 
même  masse  ;  xt ,  la  droite  entière  AG  ;  s  ^  Tespace  par- 
couru AP;  u,  la  vitesse  en  V;  i^  le.  temps  employé  à 
parcourir  AP.  De  plus  ,  supposons  qu'à  une  distance  don- 
née b  du  centre,  l'attraction  soit  égale  à  la  gravité  ordi- 
naire g,  afin  de  rapporter  le  mouvement  que  nous  cherclKms 
à  celui  des  corps  qui  tombent  librement  par  la  pesanteur. 

On  aura ,  par  hypçthese ,  4>  ==    .^"^'^    ;    donc  Udu  =z 

?ilIlfïL.  ds,  dont  rintégrale  est  îîiî  =  A  -^^^T^-  ^ 
constante  A  doit  être  telle  que  i  ±±o  donne  ,  u  =  o,  Dond 

On  voit  par-là  que  la  vttessé  z/  est  à  là  vitesse  qdî  àuroit 
été  acquise  en  vertu  de  la  gravité  g^  par  le  même  espace  s^ 
et  qui  auroit  j/C^É^"^  )  pour  expression  ,    comme     .     * 

r}-an^.^^a^sy^.\  est  à  ^ s. 

V     L  (;ï-Hi)d«  J  '^ 

L' expression  générale  quo  nous  avons  trouvée  pour  u  est 
susceptible  d'une  infinité  d'applications  particulières ,  selon 
les  différentes  valeurs  qu'on  donnera  jl  lexposant/t.  Il  n'y  a 
qu'un  seul  cas  qui  puisse  faire  quelque  difficulté  ;.  cest  celui 
où  Ton  auroît  »  =2  —  i  ;  car  alors  la  valeur  trouvée  pour  n 
n'apprend  rien.  Mais ,  en  remontant  à  l'équation  différent 

tielleiirf£/r=i^''iL£i,  on  a,  iirfi/=:£^, dont l'in^ 

tégrale  est  ^=3  A  — g^A.  L.  (  û  --  5  )  scg- 1.  L-  a  —  ^é  X 
L.  (  a  —*  ^  )  j'en  déterminant  la  constante  A  de  manière  que 
j  =  o  donne ,  m  =  o.  Donc  u  ==  v/  fagft/L.  -^1  • 

L'équation  différentielle  du  tçmps  tf^=  —  ^  devieijt^  en 
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mettant  pour  u  sa  valeur  générale     •.;..;• 

dl= ^Sy/l(n^i)6n}      .  j,^^  j,^^  ^.^^  j^  ^^j^^^ 

de  /^  en  iiltégrant^  s^oit  exactement,  soit  au  moins  par  ap-^ 
proiimation.  Si  n  étoit  ±=— ^  i  ,  on  mettroit  dans  l'équation 

ili  =  -^,  pour  u  sa  valent  relative  à  ce  cas. 

Supposons  j  pour  faire  quelque  application  de  ces  for- 
mules ,  que  l'attraction  soit  réciproquement  proportionnelle 
aux  quarrés  des  distances  au  centre  C,  ce  qui  est  Thypothese 
newtonienne.  Alors  on  aura ,  »  =  —  a  ;  et  l'équation  diffé- 
reiitielle  du  temps  deviendra  (  en  faisant  a  —  s  =  ^  )  , 

r\aày^ydy  ^^ady       \  l'intégrale    est 

/=A+^"^/j{7^-^^-^X   /_Lf£2^.  Or  dins 

cette  expression  la  partie   f —  '^  '^^ — r-,  est  un  arc  dé 

cercle  dont  a  est  le  diamètre^  y  le  sinus  verse  ;  et>  comme 
l'intégrale  doit  s'évanouir,  lorsque  j'  =  a^  il  s'ensuit  que  si 

C  .     . 

For  nomme  —  la  demi-circonférence,  toujours  pour  le  dia- 

mètre  û,  on  aura  ,  A  zz:      >     — ^  Donc  le  temps  par  AP  = 

tire ,  en  faisant  j=i:o,  le  temps  total  par  AC=  -^^  X  — i 

Qu'on  demande,  par  exemple,  dans  la  même  hypothèse, 
le  temps  qu*ùn  boulet  de  canon  mettroit  à  tomber  de  la 
lune  jusqu'au  centre  de  la  terre ,  en  le  supposant  Soumis 
uniquement  à  l'attraction  dç  la  terre  ,  réunie  à  son  centre. 
Nous  considérerons  que ,  suivant  les  observations  astrono- 
miques, la  distance  moyenne  de  la  lutie  à  la  terre  est  de 
60  demi-diametres  de  la  terre ,  dont  chacun  est  à-peu-près 
de  3266859  toises.  Ainsi  AG  ou  a  =  60  x  3a65859  toises  = 
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igSgS  1 540  toises  ;  et  la  demi-circonférence-  ==  i  gSgS  1 54©  X) 

=  307923848  toises,  en  nombre  rond.  De  plus, 

puisque  &  est  la  distance  à  laquelle  l'attraction  est  égale  à  la 
gravité  ordinaire  g,  on  aura  ,  i  =  au  rayon  de  la  terre  =: 
326585g  toises.  Maintenant ,  pour  trouver  le  temps  cher- 
ché ^ ,  U  faudra  le  comparer  au  temps  que  mettroit  le  boulet 
de  canon  à  tomber  de  la  lune  au  centre  de  la  terre ,  s'il  étoit 
animé  continuellement  d'une  pesanteur  constante  et  égale  à 
la  gravité  g:  Or,  si  l'on  nomme  T  ce  dernier  temps,  on  a , 

Tz^\/ .  Donc^:T::r^  X  —:)/ ::— :2i;  et  par 

conséquent  t=T  X  §=T  X  ^^,^.  Or T=  irf  x  v/^Ss 
=  1"  X  v/7838o6i6  =  8853",  28278,  à-peu-près.  Donc 

enHn  t  =  8853" ,  28278  X  '-s^Virrr  =  4^*^*  2o»^*«"  12'  36  ", 
environ. 

XIV.  Problème  III.  Supposons  que  les  temps  de  la 
descente  d'un  corps  A  T^ers  le  centre  C  soient  comme  une 
puissance  quelconque,  de  la  distance  du  corps  au  centre  :  on 
demande  la  loi  de  la  pesanteur^ 

La  ligne  décrite  par  le  mobile  est  toujours  droite»  NomPi 
mons  AC ,  a  ;  AP,  s  ;  la  pesanteur  cherchée ,  ^  ;  le  temps 
par  AP ,  t;  l'exposant  de  la  distance  du  corps  au  centre ,  /z. 

On  aura(  Hyp.  ) ,  tzn  ^  ■ — i^,  é  étant  un  temps  donné, 
k  une  ligne  donnée.  Donc ,  en  regardant  ds  comme  constant, 
on  aura  (  Art.  IX) ,  ^  dt^ ^T^ ,  ou  f  iz= jp-  ^ 

J[^n,n[n — i).(a  — j)  n-'^ds^ ^««.(/i  —  i).  (a— j)t— îk» 

Éa.  723(^— .  j)3i»— .3^j3        "^  ta./»*  ^* 

D'où  Ton  voit  que  la  pesanteur  sera  comme  une  puissance 
dont  l'exposant  est  1  —  2/1. 

Pour  avoir  l'expression  de  la  vitesse  du  corps  arrivé  en  P  , 

a4 
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on  mettra  dans  l'équation  udu=:  çds,  à  la  place  de  ^  sa 
valeur  ;  et  on  trouvera  la  valeur  de  u ,  par  Tintëgration. 

XV.  Remarque.  Nous  n'avons  considéré  dans  les  trois 
articles  précédents  que  des  mouvements  rectiHgnes.  Suppo- 
sons maintenant  qu'un  corps  M  (Fig.  ig4}>  soumis  à  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  ordinaire ,  descende  le  long  d*une 
eourbe  BMD ,  qn  il  faut  regarder  comme  un  petit  canal  que 
le  corps  est  obligé  de  suivre.  Qu'on  mena  à  volonté  la  ver- 
ticale DA  y  qu'on  prendra  pour  Taxe  des  abscisses.  Soit  Mm 
vn  élément  de  la  courbe  ;  et  soient  menées  h  Taxe  DA  les 
ordonnées  perpendiculaires  PM,  pm.  Prenons,  snivant  la 
direction  verticale  de  la  pesanteur  du  corps  ^  la  droite  MQ 
pour  représenter  cette  force  ;  et  décomposons-la  en  deux 
autres  MZ,  MV,  Tune  perpendiculaire ,  Tautre  tangente  à 
la  courbe  :  il  est  clair  que  la  force  MZ  est  détruite  par  la 
résistance  du  canal^  et  que  le  corps  est  accéléré  le  long 
de  Mm ,  seulement  en  vertu  de  la  force  MV.  Soit  le  point 
fixe  A,  pris  à  volonté  sur  AD ,  l'origine  des  abscisses;  nom- 
mons AP,  »;  P/?  ou  Rm ,  dx;  MP,^;  MR,  d^;  Mm^ds; 
la  gravité 9  g;  la  vitesse  suivant  Mm,  u.  On  aura^  Force 

*^==^  ^  m^  —  ^  ^  i;n;:—dr'  ^^°^'  en  mettant  pour 
ç  cette  valeur  dans  Tëquation  formulaire  udu  =  çds  de- 
l'art.  VII ,  on  aura,  udu=:^^  X  ds=zgdx.  D'où  Ton  voit 
que  la  vitesse  s'accélérera  le  long  de  l'élémentM/w,  de  la  même 

nianiere  que  si  le  corps  tomboit  par  la  petite  verticale  cor- 
respondante Pp.  Par  conséquent  si  les  deux  points  B  et  A 
sont  placés  à  même  hauteur ,  c'est  à-dire  aux  extrémités 
d'une  même  ligne  horizontale  BA ,  le  corps ,  après  avoir 
parcouru  l.'espace  quelconque  BM  ,  aura ,  suivant  la  direc- 
tion de  Télëment  Mm,  une  vitesse  exprimée  par  y/  (  igx)^ 
qui  est  la  même  qu'il  auroit  en  P,  suivant  la  direction  AP, 
s'il  étoit  tombé  librement  de  la  hauteur  AP;  et  cela,  quelle 
que  puisse  être  la  nature  de  la  courbe  BMD. 
Appliquons  ce  principe  général  à  un  exem|)le. 
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XVI.  Problème  IV.  Soit  la  courbe  BMD  un  arùde 
cercle  y  qiCori  peut  regarder  comme  décrit  par  un  pendule 
qui  oscille  autour  du  centre  C  de  ce  cercle;  et  supposons  qu'il 
faille  trouver  le  temps  t  employé  à  parcourir  Varc  BMD, 

Nommons  a  le  rayon  CD  ;  h  la  hauteur  donnée  AD  J 
X  l'abscisse  DP^  qui  répond  à  Tare  DM  ;  u  la  ritesse  da 
corps  en  M.  On  aura ,  u  =  \/^(^g.AP)=z\/ [^g^h — x)]i 

Mmouds=z-r-, : r;  et  J^= — ==      .     .      .     •     .^ 

—  adx  — a  dx 

*y  (  2flx  —  xx),  >/[2^.  (A  —  ^)  j*"""  Va^       V^(/iaï  — xa:).v/(3Ui-^a?)^ 

différentielle  négative  ^  parceque  t  augmentant ,  x  diminue* 
Je  réduis  le  facteur  — ; r  en  série  :    ce  qui  donne . 

3 


#7/-—  — adx  \/  f  f         >""*»   -1»^^^)         * 

\/  ^Q'\/  {,hx  —  xx)        \^         ^  a 


•   • 


5  7 

3(2a)       *  X*        5(2û)       'os 


)        X*        5(2û)        as'    ,      ^      \  1. 

4 \-  -i — i- 1-  etc.   I ,   ou  bien     .... 

8  16  /  ' 

^y/a  dx  '    ^      ^    X    .    Zx*    ^     5x^  \ 

H  ne  s^agit  plus,  pour  avoir  /,  que  d'intégrer  les  différentielles 

dx  xdx  X*  dx  aî'  dx 

V^(Âx  — xx)  '  ^^/u; — xx) '    v^(Ax —  arx)'   y(Ajf  —  ««) '  *  ' 

1^.  L'intégrale  de -r-r •  exprime  le  rapport  d'un 

arc  de  cercle  qui  a  A  pour  diamètre ,  x  pour  sinus  verse ,  au 
rayon  — .  Nous  désignerons  cette  intégrale  à  l' ordinaire  pa^ 

f~^ — . 

*/    V'  (  hx  —  XX  ) 

2^.  On  a,  d^{hx — xx)=i^i-—^ — ^;e€par conséquent 

/   ;^   ,^\h  r—± \/{hx-xx). 

J    Vi^tX—Xx)  J     y/{hx  —  XX) 

3^  On  a,  d\^x\/ {1ix  —  xx)]z=idx\/  {hx  —  xx) ,4^ 

\hxdx  —  xxdx  ^  hxdx  ax*  dx  ^ ^^^^A 

i cz:  — : — •-- ;  et  par  conse- 

V  {hx  —  xx)  V(A*  — *«)        ^{kx'^»») 

a4- 
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/xxdx  s  »     /*         ±dx  x\/{hx — »x) 

4*^.  On  a,  d[x^\/{hxr-xx)]=:2xdx\/{hx — xx)  -f- 

i  hx^  dx  ^x^  dx  \h  x'  dx  3x^  dx        '     ^ 

^    ,    ,  -— =:--rrr r 77-7 rj  etpar  con- 

y/  {hx  -^  XX)  y/  {hx—  XX)        y/  {^hx  —  xx)'    ^ 

.  r       x^dx  ^___  5  •      r        xxdx  x^y{hx — xx) 

séquenty  ^^hx^xx)—^'^J  ^{hx^xx) 3 

=r-A^  f-yrr^ — r  — 1  A'w/(Aaî  — xx)—     .     .     .     . 

—  *•        J    \/{hx — xx)        •        ^     \  / 

5  hxy{  hx  —  xx)       x*y{hx  —  xx) 

Ainsi  de  suite ,  si  on  Youloît  pousser  plus  loin  la  série  qui 
doit  exprimer  la  valeur  de  t. 

Maintenant^  comme  on  demande  le  temps  employé  à  par- 
courir Tare  entier  BMD^  nous  observerons  que  l'expression 
de  t  doit  être  telle  qu'elle  s'évanouisse^  lorsque  x:=h,  et 
qu'elle  reçoive  sa  valeur  complète,  lorsque  x=o,  Or^  quand 

port  de  la  circonférence  au  diamètre;  et  quand  a;=o^  on  a  ^ 

/dx 
-—j = o .  D'où  il  résulte  qu'  ojn 
^^  l  ItX  ""^  XjC  j 

aura ,  T.BMD = —V-  (   ^  ^  «-  "♦-  "77-7  H ;ïr^+etc.  ) , 

Telle  est  la  durée  d'une  demi-oscillation ,  ou  du  temps  em- 
ployé à  parcourir  Tare  BMD;  par  conséquent  la  durée  d'une 
oscillation  entière ,  ou  du  temps  employé  à  parcourir  l'arc 

'  \/g     \  oa       a  56a'        2048a  y* 

Lorsque  les  oscillations  sont  fort  petites,  et  que  par  con- 
séquent il  est  permis  de  négliger  tous  les  termes  qui  con- 
tiennent h  y   elles  sont  isochrones  entre  elles ,  puisque  la 

durée  de  chacune  d'elles  est  alors  exprimée  par  ^j-^,  quan- 
tité qui ,  ne  contenant  plus  A,  sera  toujours  la  même ,  quelle 
que  soit  Tamplitude  de  l'oscillation ,  pourvu  néanmoins  que 
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cette  amplitude  soit  toujours  fort  petite.  Ce  résultat  s'ae- 
corde  avec  Farticle  402. 

La  même  expression  ^7^  peut  servir  à  déterminer  la 

longueur  d*un  pendule  qui  fait  de  petites  oscillations  ,  lors- 
qu  on  connoit  la  durée  de  chacune  d'elles.  Car  que  cette 
durée   soit^   par   exemple ,    d'une    seconde  :  on    aura^ 

1''=  ^— ^  et  par  conséquent  a  =  -^.  Mettant  pour  g  sa 

valeur  3oP'-  ,  2 ,  qui  est  l'espace  qu'un  corps  grave  parcour- 
roit  uniformément  en  une  seconde ,  en  vertu  dq  la  vitesse 
qu'il  auroit  acquise  s'il  étoit  tombé  librement  pendant  une 
seconde  ;  mettant  aussi  pour  ■■  sa  valeur  If}:  on  trouvera  ^i 
a=:5  pieds  8  lignes,  625.  Le  pendule  qui  bat  les  secondés 
doit  donc  avoir  3  pieds  8  \  lignes  environ  de  longueur, 
comme  on  l'a  dit  (4o4)* 

Si  la  longueur  a  du  pendule  étoit  donnée,  que  la  durée  de 
chaque  oscillation  fût  d'une  seconde ,  et  qu'il  fallût  déter- 
miner g;  on  auroit,  g  =  ûsr*,  expression  du  double  de 
l'espace  qu'un  corps  grave  parcourt  librement  en  tombant 
pendant  une  seconde.  Cette  manière  de  déterminer  g  est  la 
plus  simple  et  la  plus  exacte  qu^on  puisse  employer  dans 
la  pratique. 

Je  passe  à  des  problêmes  de  la  seconde  classe  dont  il  a  été 
parlé  (  art.  XI). 

XVII.  PaoBLÊMEV.  Que  la  courbe  AMB  {Fig,  1^5) 
soit  décrite  par  un  mobile  M  lancé  tT abord  suii^ant  une 
direction  donnée ,  et  attiré  continuellement  vers  un  point 
fixe  C  par  unefiyrce  proportionnelle  à  une  fi)nction  donnée 
de  la  droite  Variable  CM,  qu'on  appelle  rayon  vecteur  :  // 
s'agit  de  trouver  la  nature  de  cette  courbe ,  et  tout  ce  qui  est 
relatif  au  mouvement  du  corps  M. 

Soit  M  wi  un  élément  de  la  courbe ,  et  dans  son  prolonge- 
ment la  petite  droite  égale  mn ,  que  le  mobile  décriroit  dans 
un  instant  égal  à  celui  qu'il  a  employé  à  parcourir  M/w,  sîj 


^taiit  arrive  en  m,  il  étoit  abanrloimé  à  lui-même  ;  mais  sup- 
posons qu*à  cause  de  la  force  centrale,  qui  le  pousse  sans 
cesse  vers  le  point  C,  il  soit  ramené  de  n  en  z  suivant  la 
direction  aC^  de  sorte  que  mz  soit  l'élément  consécutif 
à  Mm.  Ayant  mené  les  droites  CM,  Cm,  soient  abaissées 
les  petites  perpendiculaires  M/,  mk  sur  Cm  et  Gn.  Du 
point  C  soit  décrit,  avec  le  rayon  constant  et  donné  CQ, 
lare  Q^r;  et  soit  abaissée  la  perpendiculaire  CP  sur  la  tan- 
gente m  M  P.  Enfin ,  par  les  points  m  et  n  soient  menées  , 
parallèlement  à  M/,  etkmC,  les  droites  mUj  nu;  ce  qui 
donne  le  triangle  mnu  parfaitement  égal  au  triangle  mM.fi 
Cela  posé,  nommons  CQ,  i;  le  petit  ArcQç^.dx}CfAf  r; 
Mm,  ds  ;  CP,  p;  la  vitesse  suivant  Mm,  u;  l'élément  du 
temps,  dt  i  la  force  centrale,  <p  ,  qui  est  une  fonction  donnée 

de  r.  On  aura  ,  qrzzzdx  -h  ddx  ;  Mfz=z  —  ou  rdx  \fm:=i 

dr  ;  Cm  =  CM-t-rf(CM)  =  r  +  ^//;  C2;  =  C/» -+-rf(Gm) 

=  (r  4-  ^r)  -f-  d(r'+dr)z=zr  +  zdr'+'ddr;  -^ — ^ =: 

^ ,  ou  pds  =  rrdjs  ;  m  =  -^  ;  et  par  l'article  VIII,  le 

petit  espace  nz  =  çdt^,  dt  étant  constant. 

Les  triangles  CM/,  nhu^  qu'on  peut  regarder  comme 
semblables  ,  donnent,  Gf  {r)  :  Mf[rdx)  :  :  nu{dr)  :  hu 
=  drdx ;  et  par  conséquent  m.h  =  m.u — JuL=zrdx  — drdx. 

^^         mk  ar         ,  i    j  •        ^^^  —  drdx        dx  -+-  ddx    ' 

Or,  -^  =  -^ ,  c  est-à-du-e —j —  =  — :  on  aura 

donc ,  stdrdx  ■+-  rddx  =  o ,  ou  bien  —  =  • 7—  ,  dont  l'in- 

'  r  dx   ^ 

Cdt 

tégrale,  est L.  r^  1=  L.  Cdt  —  L.  J.r  =  L.  -j-  ,  C  étant  une 
constante  que  nous  déterminerons  tout-à-rheure.  En  pas- 

F**  iJ  f 

sant aux  nombres ,  on  aura,  dt=z  -jj-;  équation  qui  fait 

voir  en  général  que  le  temps  est  toujours  proportionnel  & 
Taire  du  secteur  compris  entre  deux  rayons  vecteurs  et 
Tare  de  la  courbe ,  quelle  que  puisse  être  U  nature  de  cette 
CQurbe. 
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Si  nous  mettons  pour  dt  sa  valeur  dans  lequation  u  ==  ^^ 

nous  aurons^  u  =  -7-j-  =  — -r-=i —  ;  d  ou  i  on  voit  que  (a 

Vitesse  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe ,  est  toujourfi 
réciproquement  proportionnelle  à  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  des  forces  sur  la  tangente  MP. 

Pour  déterminer  la  constante  C ,  supposons  qn  an  point  A, 
pris  pour  origine  de  la  courbe,  le  rayon  vecteur  CA=±/^  l6 
sinus  de  Tangle  que  fait  l'élément  de  la  courbe  avec  CA= A, 
la  vitesse  initiale  ou  de  projeetion:^  ra  :  ilest  clair  qu*on  aura 

au  point  A,ds  :== Ap  >  ^  "^^ITT  ^^^  i  ^  P*^  cons^tien^ 
^  =  ^.  Mais ,  d'un  autre  côté ,  Tëquatiôn  ât  ±±  -^;  ddtiûô 
alors  -£  =  -7^.  Ainsi  on  aura,  -jrtzi^  ^  et  f>âr  côhsëqiient 

C  ^=zfhm.  Donc  en  général  de  =5  77-^^  Mi=:'^— ^. 

"Les  petites  droites  nu^  nhy  peuvent  être  regardées  comme 
égales,  et  les  triangles  rectangles  àembbbles  CwiA,  mkk 

donnent  ~  C^  :  mk  :  hh  =  ^^      =  rdx^,  en  négligeant  les 

infiniment  petits  des  ordres  suivants.  Done  on  aura,  On  bz 
Ot^kh-^hnmzr  M**  drr^rdx'^^drx3^r^2^dr^rda^^ 
et  par  conséquent  72£  =  Oi— ^C2  =  (r4*  ndr*^ rdotî^ )  *^ 
(  r  -+*  :idr  +  ddr)  =  rdxi^  —  ddr.  Mettant  cette  valeur  do  hz 
dans  l'équation  nz  =  ^dt^  ,  on  aura  y  rdx^  —  ddr  z=!t  ^di^  ,  ou 

bien  f  en  mettant  pour  dx  sa  valeur  ^ — ^-^  j    ^ -5 .— ' 

ddr  =  <frf^*,  ou  (  €J!LJiL^ip\  de  =t  ddr ^  oU  bien ,  ffti 

multipliant  tout  par //r,  (  •^— -r — -"--çdrj  rf^'rr:  drddr^ 
dont  l'intégrale  est  T  A  —  - — ^ — -  j^  dr  j  dt""  =  -^  |  ce 
qui  donne ,  dt  =  -r — -- — jr^j^, ,  ^   ,■   .  Mettant  pour  dl 
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1         r^dm  ^      ^  fhmdr 

sa  valeur  -77—,  on  aura ,  fla?=: — ...  ^ — ^hm — : ,  pj  ■.  l 

équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  AMB  ^  entre 
Tangle  et  le  rayon  vecteur.  Cette  équation  étant  séparée , 
elle  s'intégrera^  ou  algébriquement,  ou  par  les  quadratures  ^ 
lorsque  la  fonction  f  sera  donnée. 

La  constante  A  se  détermine,  en  observant  qu'on  a  tou- 
jours  ^  =  ^^,Ar'-/A'^',^-/.^0-  ^^'  "" P°^* ^ **" 

fdx  h 

T'=:f^  il  est  clair  que'^^=-7r — ^^  .  ;  donC;  si  Ton  sup- 
pose en  ce  même  point  A,fydrz=:N ,  quantité  donnée ,  on 

aura  l'équatio» ,  ^^^^^'r=  v^( ,  a> -/t"!,.- ^  ,/•  W  >  '  ^ 
laquelle  on  tire^  A  = h  N. 

XVIIL  Problême  VI.  Trouver  la  nature  de  la  courbe  AMB 
(Fig.  196),  qui  est  parcourue  dans  le  moindre  temps  possible 
par  un  corps  soumis  à  V action  de  la  pesanteur  ordinaire. 

Soit  la  verticale  AP  Taxe  des  abscisses,  auquel  on  mènera 
les  ordonnées  perpendiculaires  PM,  pm,  Qn,  Que  Mm ,  mn 
soient  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe  cherchée.  La 
propriété  de  cette  courbe  doit  être  telle  que  la  somme  des 
temps  employés  à  parcourir  les  éléments  M.m ,  mn ,  soit  un 
Tninimum;  car  si  cette  somme  n'étoit  pas  un  minimum  ^  et 
qu'elle  fût  plus  grande  que  la  somme  des  temps  employés  à 
parcourir  les  petites  droites  Mr,  rn,  qui  se  terminent  aux 
points  M  et  72,  la  courbe  de  la  plus  vite  descente  seroit 
AMr«B,  et  nonpaç  AM/w/iB,  ce  qui  est  contraire  à  Thy- 
pothese.  De  plus ,  nous  pouvons  supposer  que  les  points 
m  et  r  sont  placés  sur  la  même  droite  pm;  et  il  faudra 
toujours  qu'on  ait ,  T-  Mm  -f-  T.  mn  <  T.  Mr  -H  T.  rn. 

INommons^Ia  gravité;  AP,  x;  A/?,  xf;  Aq ^  a"  ;  PM,j^; 
P^i  y^  \  ^^>  y^*  Ij*  vitesse  du  mobile  suivant  Mm  sera 
=  \/2.gx  y  et  sa  vitesse  suivant  mn  sera  •=.)/9.gT)  (Art.  XII). 
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DoncT.M,n.=  ^=v^^^'^-»j'  +  (>-'-rVl,  «t 
T.  mn  =  >/a^'^-^^)^-^(>r"  -y  y  3;  ^j^^j  ^^^  omettant 
dans  les  dënominateurs  le  facteur  constant  et  commun  \/^, 

on  aura ,  — ^ ^^  » ^' ~^ 

=  minimum.  ''^^W' 

Cette  quantité  doit  être  dîffërencîée ,  et  sa  difFërentielle 
égalée  à  zéro,  en  faisant  varier^'  seulement,  parcequen 
comparant  la  somme  des  temps  employés  à  parcourir  Mm, 
mn ,  avec  la  somme  des  temps  employés  à  parcourir mr^rn , 
on  regarde  les  points  M  et  «  comme  fixes,  et  qu'on  suppose 
de  plus  les  points  //^  et  r  placés  sur  la  droite  pm.  On  aura  donc, 

y  — j' y — y    ' 

>/x.v'[(^'-:p)»H-(y-.y)>]""v/a;'.v[(x"— x'r-+-cr"-yr) 

=  o,  ou  bien  (  en  supposant  Mm  =  ds^  mn  =  ds' ,  et  ob- 
servant  quej'-^==  ^/j^, y' _j.'=rfj.'),^_^^ 

=  o ,  c'est-ârdire  d  f  ^r^  J  =  P ,  dont  l'intégrale  est  jj^ 

=  -T^f  ^  étant  une  constante  ;  ce  qui  donne  dy = ^/"iz — ^  j 

équation  différentielle  d'une  cycloïde.  L'intégrale  de  cette 
équation  contiendra  une  seconde  constante  b  ;  et  il  faudra 
déterminer  les  deux  constantes  a  et  &  par  la  condition  que  la 
cycloïde  passe  par  deux  points  donnés* 

Si  on  veut  avoir  l'expression  du  temps  employé  à  parcourir 

AM ,  on  observera  que  di  =z  -—^  =  -r^  X   -r: r  . 

*  y2gx        v^g  V  (  «a;  —  xx  j  9 

etparconséquent,T.AM=A+^^  y-__^__,  inté- 

grale  qui  dépend  de  la  quadrature  du  cercle. 

Je  finis  par  un  problème  sur  le  mouvement  de  corps  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres. 

XIX.  PnoELEME  VII.  Soient  deux  corps  "N  etM  (Fig.  197) 
attachés  aux  extrémités  d*unfil  NM,  et  mobiles  dans  tes 
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deux  rainures  DR,  KE,  qui  se  croisent  perpendiculaire' 
ment,  et  qui  s^mt  posées  fixement  sur  un  plan  horizontal  : 
ïon  suppose  qu'on  donne  au  corps  N  une  impulsion  quel^ 
conque  y  et  l'on  demande  les  vitesses  des  deux  corps  à  chaque 
instant. 

Je  suppose  qu'en  un  in|||u|É  les  deux  corps  N  et  M  eussent 
parcouru  les  deux  droitesiPpiii^i^nt  pelites  N T^  MV^  mais 
qu*à  cause  de  I  action  et  de  la  réaction  qu  ils  exercent  l'un 
sur  Tautre ,  le  corps  N  parcourt  NH ,  infiniment  peu  diffé- 
rente de  NT ,  et  le  corps  M  parcourt  MP ,  infiniment  peu 
différente  de  M  V.  Il  est  clair  que  HT  sera  la  vitesse  perdue 
par  N ,  et  VP  la  vitesse  gagnée  par  M.  Comme  les  rainures 
détruisent  une  partie  du  mouvement,  celui  qui  est  perdu 
par  N  ne  se  transmet  pas  tout  entier  à  M.  Pour  déterminer 
la  quantité  infiniment  petite  de  mouvement  que  ce  dernier 
reçoit,  je  décompose  la  vitesse  HT  en  deux  autres  HY^  HS^ 
dont  Tune  est  dirigée  suivant  le  fil,  et  l'autre  est  perpendi- 
culaire à  la  rainure  DR.  Cette  dernière  vitesse  étant  détruite, 
il  faut  que  l'autre  seule  agisse  sur  le  corps  M.  Je  prends 
PZ  =  HY,  et  je  construis  sur  PZ,  comme  diagonale,  un 
parallélogramme  PXZO ,  dont  le  côté  PX  soit  perpendicu- 
laire a  la  rainure  KE,  et  dont  le  côté  PO  soit  dirigé  suivant 
cette  même  rainure  ;  alors  il  est  visible  que  PO  est  la  vitesse 
par  laquelle  le  corps  N  agit  sur  le  corps  M  ,  et  que  par  con- 
séquent on  a  l'équation,  N  X  PO=i:M  X  VP.  Mais  les  trian- 
gles semblables  POZ ,  MAN  donnent ,  AN  :  AM  :  :  OZ  ou 

HT:P0  =  2ï><_^.  donc^^-|^><^  =  M  X  VP. 

AJ>I        '  AN 

Nommons  AM,  a:;  AN,^;  la  verge  MN,  az=z\/{xx^ 
yy  )  ;  1  élément  du  temps,  dt.  L'équation  précédente  se  tra- 
duira ainsi ,  -^  =  Mddx ,  ou  bien  (en  mettant  pour  — 

sa  valeur  ^^^^  j ,  —  ^âyddy  =  Mdxddx  ,   ou  Ndyddy  -î- 

Mdxddx=.  o  ,  dont  l'intégrale  est  Ndy^  -h  Mdx*  =  Adt*^ 
équation  de  la  conservation  des  forces  vives.  Qu'on  mette 
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dans  cette  équation  pour  du^  sA  valetir  '^-r~^,  et  pour  dj^  sa 
valeur  ^■-     ^;  an  trouvera  ce«  deux  autres  équations^ 


i//V/A=3  V^(««-"^)  ' 

Ainsi  la  relation  de  ^  à^  et  à  x.sera  connue  par  le  moyen 
des  quadratures.  Soient  Y  et  i/  les  vitesses  des  deux  corps 

NetM:onaura,V=-$lz=  , //' ^^,7"-^^^  ,,«= 

dx y/ A.  y/  {aa  —  xx) 

dt  — v'CMtfa4-(JN  — M)arJî* 

Supposons  qu'au  commencement  du  mouvemept  le  corps  N 
soit  placé  en  A  et  le  corps  M  en  K  ;  et  nommons  h  la  vitesse 

initiale  et  donnée  de  N.  U  est  clair  qu'on  aura^  h  ===  ^^  ^ 

et  par  conséquent  la  constaotcA  =  NA*.  # 

En  examinant  les  expressions  des  vitesses  des  deux  mo^ 
biles ,  on  verra  que  ces  deux  .corps  parcourront  sans  fin  lés 
diamètres  DR,  EK ,  abstraction  faite  de  tout  frottement. 

■ 

NOTE  V.  DYN.  LIV.  IL  CHAP.  III.  PAGE  298. 

Détermination  du  centre  de  percussion,  ou  d'oscillation 

d'une  sphère. 


\,  jLak  formule  générale  qu'on  a  donnée  (4o5  et  4^7)  potir 
trouver  le  centre  d'oscillation , ou  de  percussion  d'un  système 
de  corps,  qui  tournent  autour  d'un  point  ou  axe  fixe,  s'ap-» 
plique  à  un  corps  de  grandeur  finie ,  quelle  que  soit  Tespec^ 
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d^éléments  dont  on  imagine  que  ce  corps  est  composé*  Dans 
les  corps  dont  la  nature  est  exprimée  par  une  équation ,  le 
choix  des  éléments  doit  être  fait  arec  discernement ,  et  de 
manière  que  le  calcul  nécessaire  pour  parvenir  au  résultat 
indiqué  par  la  formule  citée ,  soit  le  plus  simple  qu'il  est 
possible  ;  c'est  sur  quoi  on  ne  peut  pas  donner  de  règles  gé- 
nérales. Le  théorème  de  l'article  4^9  ^^t  d'un  grand  usage 
pour  abréger  le  calcul.  Nos  lecteurs  pourront  s'exercer  à 
trouver  le  centre  d'oscillation  ou  de  percussion  d'un  triangle , 
'd'un  parallélogramme ,  d'un  cercle  ,  d'un  cône,  etc.  Voici 
la  solution  du  problème  pour  la  sphère. 

II.  Soit  AMBN  (  Fig.  198)  une  sphère  homogène  attachée 
fixement  par  son  centre  O  à  une  verge  GON  inflexible  et  sans 
pesanteur,  qui  oscille  autour  d'un  axe  horizontal  et  fixe  YCY. 
Que  X  soit  le  centre  d'oscillation  ou  de  percussion  de  cette 
sphère  :  on  aura  (en  nommant  M  la  masse  de  la  sphère  ,  Z  la 
somme  des  produits  des  molécules  de  M  par  les  quarrés  de 

leurs  dislances  à  l'axe  VCY) ,  CX  =  ig— Qg'  ^^^^  nommée  S 

la  somme  des  produits  des  molécules  de  M  par  les  quarrés  de 
leurs  distances  au  diamètre  AB,  qui  est  parallèle  à  l'axe  VC Y; 
on  aura  (  4^9  ) ,  Z  =  S  H-  M  x  (  CO  y  ;  et  par  conséquent 
CX  =  S4-Mx(CO)'^  j^^g^g  ^  substituer  les  valeurs  de  M 

M  X  eu 
et  de  S. 

Coupons  la  sphère  par  un  plan  RQST  perpendiculaire  au 
diamètre  AB ,  et  soit  dans  ce  plan  la  couronne  infiniment 
étroite  adlfbgey  comprise  entre  les  deux  circonférences  adlf, 
hge ,  qui  ont  pour  centre  commun  le  point  P.  Nommons  1  la 
densité  de  la  sphère  ;  ^,  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  ;  a  le  rayon  AO  ;  x^  l'abscisse  AP;^,  l'ordonnée 
correspondante  PR;  z,  le  rayon  du  cercle  adlf;  b,    la 

droite  CO.  On  aura  d'abord ,  M  =  ^a*  x  ^  «  =    ^^  .  De 

plus  il  est  clair  que  la  somme  des  produits  des  particules  de 
la  couronne  adlfhgc ,  par  les  quarrés  de  leurs  distances  au 
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point  P,  est  asr^'  dz,  dont  Tintëgrale  est  — .  Faisant  z  =zy , 
on  aura ,  ^^  pour  la  somme  des  produits  des  particules  du 


cercle  RQST ,  par  les  quarrés  de  leurs  distances  au  point  P 
ou  au  diamètre  AB.  Donc  la  quantité  élémentaire  dS  =: 

^^ — ;  et  par  conséquent  S  =  ^/jr^dx,  en  faisant  après 
l'intégration  x  2=  2a.  Ov^  yy:=z  lax  —  xxj  donc Jj^dx  = 
/(  4a*^  —  4^^  -h  x^)  dx:=  —^ aa^  +  ^  ;  ce  qui  de- 
vient — T-  y  en  faisant  â?=  2a.  On  aura  donc  S  =  — r-.  Sub- 
stituant  pour  M,  S,  CO,  leurs?  valeurs ,  dans  l'équation 
CX=   "^MycÔ^  et  réduisant,  on  trouvera,  CX=t4-; 

•^  =  CO  -h  7    Qc?  *  Ainsi  on  aura  le  centre  d'oscillation 

ou  de  percussion  X  de  la  sphère ,  en  prenant  sur  le  prolon- 
gement de  CO  une  partie  OX,  qui  soit  les  deux  cinquièmes 
de  la  troisième  proportionnelle  à  la  distance  GO  du  centre 
de  la  sphère  à  Taxe  de  rotation ,  et  au  rayon  de  la  sphère. 


Fin  de  la  seconde  et  dernière  partie  delà  mécanique. 
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RECHERCHES 


SUR 


L'ÉQUILIBRE  DES  VOUTES. 


INTRODUCTION. 

1.  o  u  T  le  monde  sait  que  les  pierres  ou  les  voussoirs,  dont 
une  voûte  est  composée ,  forment  des  espèces  de  pyramides 
tronquées ,  qui ,  en  s'appuyant  les  unes  contre  les  autres 
par  leurs  faces  latérales  et  inclinées^  se  contrebalancent 
mutuellement ,  et  demeurent  suspendues  en  l'air  sans  le  se- 
cours d'aucun  soutien  inférieur,  tout  leur  effort  se  dirigeant 
vers  les  massifs,  ou  pieds  droits,  qui  portent  la  yoôte> 
comme  si  elle  n'étoit  qu'un  seul  et  même  corps  continu. 
Les  voussoirs  éprouvent  l'action  de  différentes  force» ,  cjuî 
proviennent ,  ou  de  leurs  propres  poids ,  ou  de  pression^ 
extérieures  ,  ou  du  frottement ,  ou  de  la  cohésion  des  ma- 
tières ,  etc.  Toutes  ces  forces  et  les  résistancces  des  pieds 
droits  composent  un  système  qui  doit  être  en  équilibre  ;  et 
de  plus  cet  état  d'équilibre  doit  avoir  une  consistance  ferme 
et  durable. 

Les  forces  particulières  qui  agissent  de  proche  ten  proche 
sur  chaque  voussoir  peuvent  être  fort  différentes.  Par 
exemple ,  dans  une  voûte  demi-circulaire ,  le  voussoir  du 
milieu ,  ou  la  clef,  agit  comme  un  coin  contre  le  second 
voussoir  à  droite  ou  à  gauche ,  et  tend  à  le  faire  remonter; 
le  second  voussoir  agit  de  même  contre  le  troisième  ;  celui-ci 
contre  lé  quatrième;  ainsi  de  suite.  0^ ,  à  mesure  quon 
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8  éloigne  de  la  clef,  les  angles  que  forment  les  faces  latëratea 
des  voussoirs  avec  Thorizon  vont  en  diminuant  ;  d'où  il 
résulte  que  les  pressions  absolues  des  vbussoirs  doivent  aller 
en  augmentant  y  afin  que  les  efforts  résultants  de  ces  pres- 
sions, perpc^ndiculairement  aux  faces  contiguës  des  vous- 
soirs ,  soient  égaux  de  proche  en  proche ,  et  se  fassent 
mutuellement  équilibre. 

En  général  ,  quelles  que  puissent  être  la  figure  d*nne 
voûte  ^  et  la  nature  des  forces  qui  agissent  sur  les  vous- 
soirs, il  doit  exister  entre  toutes  ces  forces  une  relation 
telle  que  tous  les  voussoirs ,  qui  forment  réellement  des  corps 
séparés,  soient  maintenus  en  équilibre  dans  toute  Tétendue 
de  la  voûte ,  sans  quoi  elle  se  déformeroit  et  tomberoit  par 
pièces  :  ensuite ,  lorsque  cet  équilibre  partiel  sera  établi  ^ 
on  pourra  considérer  la  voûte  comme  un  corps  continu ,  et 
il  ne  s*agira  plus  que  de  déterminer  les  dimensions  que  les 
pieds  droits  doivent  avoir  pour  en  soutenir  la  poussée ,  ou 
pour  la  porter  sans  s'écraser. 

Il  ne  parott  pas  que  les  anciens  architectes  fussent  con- 
duits par  des  principes  certains  et  géométriques  dans  la 
recherche  des  moyens  qu'ils  employoient  pour  assurer  la 
solidité  de  leurs  édifices.  L'expérience,  Timitation,  et  une 
mécanique  naturelle,  leur  servoient  de  guides.  Vitruve,  qui 
florissoit  sous  Auguste ,  et  qui  a  rassemblé  dans  son  archi- 
tecture toutes  les  connoissances  qu  il  regarde  comme  néces- 
saires à  ceux  qui  exercent  cet  art ,  ne  parle  aucunement  des 
secours  qu'ils  doivent  emprunter  de  la  mécanique  pour  con- 
noître  et  décomposer  les  forces,  et  pour  renvoyer  leurs 
efforts  vers  des  appuis  capables  de  les  soutenir.  Il  ne  dit  rien 
non  plus  de  Xart  du  trait  y  ou  de  la  coupe  des  pierres  et  des 
bois.  Vraisemblablement  les  anciens  architectes,  occupés 
d'une  manière  exclusive  de  tout  ce  qui  regardoit  la  décora- 
tion externe  et  la  distribution  interne  de  leurs  édifices , 
abandonnoient  entièrement  aux  appareilleurs  la  partie  de 
Tart,  qui  a  pour  objet  la  solidité  et  le  détail  des  moyens  de 


SUR  l'Équilibre  des  voûtes.  385 

construction  :  en  quoi  ils  ont  eu  malheureusement   trop 
d'imitateurs  parmi  les  modernes. 

On  n*a  commencé  que  très  tard  à  sentir  la  nécessité  de 
soumettre  le  problème  de  l'équilibre  des  voûtes  aux  lois 
de  la  mécanique.  En  1696,  la  Hire,  dans  son  traué  de 
Mécanique ,  établit  par  la  théorie  du  coin  la  proportion 
suivant  laquelle  on  doit  faire  augmenter  les  poids  absolus 
des  voussoirs,  depuis  la  clef  jusqu'aux  impostes,  dans  une 
voûte  demi-circulaire.  L'historien  de  l'académie  des  sciences 
rapporte,  sous  l'année  1704^  que  Parent  détermina,  suivant 
les  mêmes  principes ,  mais  seulement  par  points ,  la  figure 
que  doit  avoir  l'extrados  d'une  voûte  dont  lintrados  est  un 
demi-cercle,  et  qu'il  donna  de  plus  la  mesure  de  la  poussée 
d'une  telle  voûte  contre  les  pieds  droits.  J'ignore  si  cette 
solution  a  été  imprimée. 

Les  deux  illustres  frères ,  Jacques  Bernoulli  et  Jean  Ber- 
nouUi,  Hiiguens  et  Léibnitz ,  ayant  résolu,  en  i6gi ,  le 
problème  de  la  chaînette ,  les  géomètres  ne  tardèrent  pas 
à  s'appercevoir  que  la  figure  de  cette  courbe,  retournée  de 
bas  en  haut,  est  celle  qu'on  doit  donner  à  une  voûte  compo- 
sée de  voussoirs  infiniment  petits  et  également  pesants ,  pour 
que  toutes  ses  parties  soient  en  équilibre.  David  Gregori  fit 
remarquer  le  premier  cette  identité  dans  les  Transactions 
philosophiques  pour  l'année  1707;  mais  son  raisonnement^ 
quoiqu' exact ,  navoit  pas  toute  la  clarté  qu'on  pouvoit 
désirer. 

On  trouve  dans  l'un  des  mémoires  posthumes  de  Jacques 
Bernoulli  deux  solutions  directes  du  problème  ,  fondées  sur 
deux  différentes  manières  d^envisager  l'action  des  voussoirs. 
La  première  est  claire ,  simple ,  exacte ,  et  conduit  facile* 
ment  à  la  véritable  équation  de  la  courbe ,  qui  est  la  chaî- 
nette retournée  ;  la  seconde  a  besoin  d'une  petHe  coi^rection, 
que  l'auteur  auroit  sans  doute  fa* te  lui-même ,  s'il  eût  pu 
revoir  son  mémoire ,  et  que  Cramer ,  éditeur  de  ses  œuvres, 
a  indiquée  :  au  moyen  de  cette  correction ,  on  retrouve  éga- 
lement 1  équation  de  la  chaînette* 

a5 
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Dans  les  mémoires  de  lacadëmie  des  sciencei  pour 
Tannée  1712^  la  Hire,  considérant  le  problème  de  la  pouà<* 
sée  des  voûtes ,  sou&  un  point  de  vue  indiqué  par  quelques 
expériences ,  en  donna  une  solution ,  qui ,  par  la  simplicité 
du  calcul  et  des  résultats ,  fut  saisie  et  adoptée  avidement 
par  la  plupart  des  praticiens^  sans  s'embarrasser  si  elle  ëtoit 
applicable  à  tous  les  ca&  qui  peuvent  arriver.  Il  suppose  que 
les  voûtes  dont  les  pieds  droits  n'ont  pas  une  épaisseur  suf- 
fisante pour  en  soutenir  la  poussée  ,  se  fendent  vers  les  rems 
à  la  hauteur  d'environ  4^  degrés  au-dessus  des  impostes  : 
en  conséquence  il  regarde  la  partie  supérieure  de  la  voûte 
comme  un  coin  qui  tend  à  écarter  ou  à  renverser  les  pieds 
droits ,  et  il  détermine ,  par  la  théorie  du  coin  ^t  du  levier  ^ 
les  dimensions  qu'ils  doivent  avoir  pour  résister  à  un  seul 
effort.  On  s'en  est  tenu  pendant  loxfg-temps  uniquement  à 
cette  méthode ,  pour  les  voûtes  en  berceau  ;  on  l'a  même 
appliquée  aux  voûtes  en  dôme ,  quoique  les  deux  cas  ne  se 
ressemblent  point ,  et  qu'ils  conduisent  à  des  équations  de 
de^^rés  différents,  comme  on  le  verra  dans  la  suite. 

Couplet  a  donné  en  deux  parties  un  mémoire  sur  la  pous* 
sée  des  voûtes  en  berceau.  La  première^  imprimée  dans  le 
volume  de  l'académie  pour  Tannée  1729,  traite  de  la  poussée 
des  voûtes  et  de  l'épaisseur  de  leurs  pieds  droits^  en  consi- 
dérant les  \oiissoirs  comme  iiiliniment  polis,  ou  comme 
pouvant  glisser  les  uns  sur  les  autres,  sans  éprouver  aucune 
résistance  de  la  part  du  frottement.  Mais  comme  cette  hypo- 
thèse n'est  pas  exactement  conforme  à  l'expérience ,  la  se- 
conde partie  du  mémoire ,  imprimée  dans  le  volume  de 
Tacadémie  pour  Tannée  1700  ,  a  pour  objet  les  mêmes 
questions ,  en  supposant  que  les  voussoirs  n'ont  pas  la  faculté 
de  glisser,  mais  qu'ils  peuvent  se  soulever  et  s'écarter  les 
uns  des  autres  par  de  petits  mouvements  de  rotation.  Toute 
cette  théorie  est  appliquée  principalement  aux  voûtes  circu- 
laires. Couplet  détermine  la  proportion  des  poids  des  vous- 
soirs ,  et  la  figure  qu'il  faut  donner  à  l'extrados,  relativement 
à  l'intrados  ;  il  n  a  d'ailleurs  ajouté  que  très  peu  de  chose  aux 
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théories  de  la  Hire  et  de  Parent;  et  aucun  d'eux  n'a  traité  le 
sujet  avec  la  généralité  et  la  précision  nécessaires ,  soit  dans 
la  théorie,  soit  dans  la  pratique^ 

Le  volume  de  Facadémie  pour  Tannée  1 784  contient  un 
mémoire  de  Bouguer  sur  les  lignes  courbes  propres  à  former 
les  voûtes  en  dame.  L'auteur  fait  voir  qu'on  peut  employer 
potir  cela  une  infinité  de  lignes  courbes ,  et  en  même  temps 
il  indique  la  manière  de  choisir  les;  plus  avantageuses.  Il  sup* 
pose  toujours  que  les  voussoirs  ont  leurs  stn-face»  iixfimment 
poKes  ;  il  établit ,  d'après  cette  hypothèse  ,  les  conditions- 
de  l'équilibre  dans  chaque  assise  horizontale  d'ttne  voiàte  en. 
dôme.  On  voit  que  ce  problème  a  de  l'analogie  avec  celui 
de  la  chainette  retournée  pour  les  voûtes  en  berceau.  Bouguer 
n'a  d'ailleurs  donné  aucune  méthode  pour  déterminer  la 
poussée  des  voûtes  en  dôme  ;  il  n'a  point  examiné  ta  loi  des 
forces  qui  doivent  agir  sur  les  voussoirs  ,  lorsque  la  courbe 
génératrice  est  assujettie  à  des  c<»iditions  données  ;  matière 
féconde  en  problèmes  curieux  et  utiles. 

Tels  étoient  tes  ouvrages  ,■  ail  moins  ceux  qui  m'étoient 
connus ,  sur  l'équilibre  des  voùtes^  ^  lorsqif'en  Ï770 ,  comm^ 
les  datesr  en  font  fot^  je  traitai  la  question  dans  toute  sa 
généralité,  tant  pour  les  voûtes  en  berceau  que  pour  les 
voûtes  en  dôme.  J'examinai  tout  ce  qui  regarde  là  figure  et 
la  poussée  de  ces  deux  espèces  de  voûter,  dans  deux  mé- 
moires imprimés  parmi  ceux  de  l'académie  des  sciences  de 
Paris ,  pour  les  années  1774  et  1776.  Ce  travail  fut  entrepris 
à  l'occasion  du  dôme  de  Téglisc  de  Sainte-Geneviève  (au- 
jourd'hui le  Panthéon  français) ,  commencée  par  le  célèbre 
architecte  Souflot,  et  achevée  sur  ses  dessins.  Les  piliers  et 
les  colonnes  qui  portent  ce  dôme  ayant  été  regardés  par 
quelques  critiques ,  peu  versés  dans  la  mécanique ,  comme 
insuffisants  pour  eh  soirtenir  la  poussée ,  je  fus  engagé  à 
chercher  la  vraie  formule  générale ,  alors  inconnue ,  poup 
déterminer  la  poussée-  des  voûter  en  dôme ,  comme  la  Hire  a- 
déterminé  celle  des  Voûtes  en  berceau  r  l'application  que  je^fis^^ 
de  ma  formule  au  sujet  en  question  prouve  que  les  pilier* 
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avoient  une  épaisseur  suffisante  pour  résister  au  renverse^ 
ment;  aussi  l'édifice  n'a-t-il  éprouvé  à  cet  égard  aucun  mouve- 
ment. Mais,  par  Tusage  vicieux  où  Ton  étoit  alors  de  creuser 
le  lit  des  pierres  vers  l'intérieur ,  il  est  arrivé  que  le  tasse- 
ment ,  occasionné  par  la  charge  supérieure  du  dôme^  a  fait 
éclater  les  pierres  vers  les  parements ,  et  que  presque  toutes 
les  colones  ont  éprouvé  les  funestes  effets  de  ce  tassement. 
Souflot  lui-même^  qui  en  eut  une  crainte  anticipée ^  entre- 
prit de  faire  des  expériences  pour  déterminer  la  résistance 
dont  les  pierres  sont  capables  sans  s'écraser ,  sous  des  pres- 
sions données.  Il  mourut  en  1780  y  avec^  la  malheureuse 
certitude  oculaire  que  les  piliers  de  son  dôme  commençoient 
à  se  briser  vers  les  bords.  Sa  machine  à  écraser  les  pierres 
a  été  dans  la  suite  fort  perfectionnée  par  le  cit.  Rondelet , 
qui  a  fait  un  grand  nombre  d'expériences  sur  la  résistance 
des  pierres  de  différentes  espèces  et  de  différentes  dimen- 
sions :  il  a  déjà  publié  une  partie  de  ce  travail  dans  son 
Mémoire  historique  mr  le  Panthéon  français  (  1 797  )  ;  il  le 
continue  avec  succès ,  et  on  en  doit  attendre  les  plus  grands 
avantages  pour  la  connoissance  de  cette  branche  importante 
de  l'architecture.  J'ajouterai  ici  qu'on  a  pris  en  dernier  lieu 
des  précautions  efficaces  contre  les  progrès  de  l'affaissement 
du  dôme  du  Panthéon  français.  ., 

Le  tome  VII  des  ouvrages  présentés  à  l'académie  des 
sciences  contient,  sous  la  date  de  Tannée  1773,  un  beau 
mémoire  du  cit.  Coulomb ,  aujourd'hui  membre  de  l'institut 
national ,  sur  quelques  problèmes  relatifs  à  l'architecture. 
Parmi  ces  problèmes  se  trouve  celui  de  l'équihbre  des 
voûtes  en  berceau ,  que  fauteur  a  traité  par  une  méthode 
dirigée  vers  l'utilité  pratique. 

En  1785,  le  cit.  Mascheroni  fit  imprimer  à  Bergame  un  ou- 
vrage intitulé:  Nuove  Ricerche  sulV  equilihrio  délie  volte^ 
dans  lequel  il  y  a  des  propositions  curieuses  sur  l'équilibre 
des  voûtes,  principalement  sur  Téquilibre  des  voûtes  en 
dôme,  à  bases  circulaires,  elliptiques  et  polygonales.  L'au- 
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teur  reconnolt  lui-même  que  mes  deux  mémoires  ne  lui  ont 
pas  été  inutiles. 

Un  grand  nombre  de  nouvelles  réflexions  théoriques  et 
expérimentales  que  j'ai  faites ,  depuis  mes  premiers  essais  , 
sur  toute  cette  matière  ,  m'ont  déterminé  à  la  reprendre  et 
à  la  traiter  avec  toute  letendue  nécessaire  pour  rendre  mes 
recherches  utiles  aux  mécaniciens  géomètres.  J'ai  d'ailleurs 
toiijours  suivi  mes  anciens  principes  :  j'aurois  donc  pu  donner 
mes  additions  en  forme  de  supplément  à  mes  deux  mé- 
moires ;  mais  cela  auroit  demandé  une  foule  de  citatiohs  et 
de  renvois  incompatibles  avec  la  méthode  et  la  clarté^  qui 
ne  peuvent  avoir  lieu ,  lorsque  chaque  chose  n'est  pas  à  sa 
véritable  place.  J'ai  préféré  de  refondre  entièrement  mes 
deux  mémoires,  et  d'y  incorporer  les  additions,  de  telle 
manière  que  le  tout  forme  maintenant  un  ouvrage  comnie 
nouveau. 

Je  considérerai  séparément  l'équilibre  des  voûtes  en  ber- 
ceau^ et  celui  des  voûtes  en  dôme. 
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SECTION    PREMIERE. 

I 

De  t  équilibre  des  voûtes  en  berceau, 

CHAPITRE    PREMIER. 

Déterminaiion  de  ï épaisseur  des  pieds  droits  ,  lorsque  la 
vçâte  tend  à  se  rompre  vers  des  points  donnés  des  reins. 


1 .  Xj  E  problème  dont  il  s* agit  ici  est  celui  de  la  Hire  y  de 
1712.  Quoiqu'il  nait  aucune  difficulté,  je  crois  devoir  en 
donner  ici  une  solution  fort  ûmple,  pour  épargner  à  quelques 
lecteurs  la-  peine  de  recourir  aux  mémoires  de  Facadémie  , 
ou  à  d'autres  ouvrages  où  il  se  trouve  également. 

Problème. 

2.,\xk  partie  supérieure  cXZCZ'X'  (  Fig.  1  )  d*une  voûte 
en  berceau  ,  dont  les  deux  impostes  sont  à  même  hauteur  ^ 
étant  considérée  comme  un  coin  qui  tend  à  ren\?erser  les 
deux  pieds  sur  les  points  de  rotation  fixes  F  ^/  F';  on  de- 
mande les  épaisseurs  D]^  j  D'F',  qu  il  faut  donner  aux  pieds 
droits  y  pour  quily  ait  équilibre. 

Je  suppose  que  la  v^oûte  est  divisée  en  deux  parties  égales 
et  semblables  par  l'axe  verticale  OCQ  ;  que  les  joints  XZ , 
X'Z' ,  sont  perpendiculaires  à  la  courbe  d'intrados  ACA'; 
que  les  parties  AZXa ,  A'Z'X'a'  de  la  voûte ,  sont  fortement 
adhérentes  aux  pieds  droits  AF,  A'F' ,  et  ne  forment  qu'un 
même  corps  avec  chacun  d'eux;  et  enfin  que  toute  la  voûte 
est  composée  d'une  même  matière  homogène ,  ou  réduite  à 
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rhomogénéité^  afin  de  n'avoir  à  faire  entrer  que  des  volumes 
dans  le  calcul. 

Le  centre  de  gravité  de  la  partie  supérieure  cXZGZ'X'  de 
la  voûte  étant  placé  sur  la  verticale  OCQ ,  il  est  clair  qu'en 
considérant  les  plans  inclinés  XZ ,  X'Z',  comme  immobiles  , 
il  y  aura  équilibre ,  lorsqu'il  se  trouvera  sur  OQ  un  point 
duquel  on  puisse  mener  deux  perpendiculaires  aux  deux 
plans  inclinés.  Supposons  que  le  point  Q  satisfasse  à  cette 
condition,  et  que  QG,  QG',  soient  leà  deux  perpendicu- 
laires dont  je  viens  de  parler. 

Ayant  pris  QN  pour  représenter  Faire  ou  le  poids 
cXZCZ'X' ,  soit  décomposée  cette  force  en  deux  autres  Ql , 
QS  >  dirigées  suivant  QG,  QG',  Imaginons  que  la  force  QI 
(  on  doit  entendre  les  mêmes  choses  pour  l'autre  partie  de 
la  voûte  )  soit  appliquée  au  point  G  de  sa  direction ,  et 
représentée  par  G/i=QI;  décomposons  la  force  GA  en  deux 
autres  Gq ,  G/^  Tune  horizontale  ,  l'autre  verticale  (i).  La 
force  horizontale  Gq  tend  à  renverser  le  massif  XZADFY 
autour  du  point  fixe  F  ,  tandis  qu'au  contraire  ce  massif  est 
retenu  sur  sa  base  par  son  propre  poids  et  par  la  force  ver- 
ticale G/.  Du  point  H ,  centre  de  gravité  de  l'aire  AZXa ,  et 
du  point  R ,  .centre  de  gravité  du  rectangle  ADFY ,  soient 
abaissées  les  verticales  HK ,  RL  ;  enfin  abaissons  la  verti- 
cale GT,  et  prolongeons  les  droites  G^,  FY,  jusqu'à  ce 
qu'elles  se  rencontrent  en  M. 


(i)  Frisi,  géomètre  italien  ,  attaqua  toute  cette  manière  de  décomposer 
les  forces ,  et  y  en  substitua  une  autre  dans  le  tome  II  de  ses  œiiçres^ 
imprimées  à  Milan  en  1783.  Étant  mort  qâelque  temps  après,  on  lui  fit  à 
Milan  un  éloge  funèbre  «  dans  leqael  on  eut  grand  soin  de  Tanter  sa  cri- 
tique et  sa  méthode  ;  mais  le  célèbre  M.  Tremble^,  membre  de  Tacadémie 
royale  des  sciences  et  belles-lettres  de  Berlin ,  ayant  pris  la  peine  d'exa- 
miner cette  prétendue  médiode  (Journal  de  Physique,  sept.  1788),  6t 
Voir  qu'elle  n'est  qu'un  tissu  de  paralogismes  et  d'absurdités.  Avis  an 
panégyriste. 


3gâ  n  E  c  H  s  A  c  n  E  s 

le  sinus  total .     •  =  i  ^ 

l'angle  NQI  ou /G A =m, 

l'angle  IQS =/;, 

GT =c, 

o    .      ,  y   AD : =h, 

^"^^"^'dt =i] 

DK —k, 

DF =z, 

Taire  cXZCZ'X' =a% 

Taire  AZXa =6*. 

Toutes  ces  quantités  sont  données  par  la  figure  de  la 
voûte  j  à  l'exception  de  z  ,  qui  est  l'inconnue. 

La  force  GA  ayant  évidemment  pour  expression '■ — 

l'expression  de  la  force  G^  sera  ^ K^^^iH —  ^  et  celle  de  la 

/»  r^  /•  ^*  •""•  "*  COS.  m      -«T  p  i.     ^ 

lorceG/sera, : .  J\ous  ferons^  pour  abréger , 

— ^- i-  =  A,  et : =  B. 

siu.p  '  Slll.  p 

On  voit  que  les  quantités  A  et  B  sont  de  deux  dimensions  ; 
on  fait  abstraction  de  l'épaisseur  horizontale  de  la  voûte , 
qui  est  par-tout  la  même  dans  les  voûtes  en  berceau. 

Les  conditions  de  l'équilibre  demandant  que  le  moment 
de  la  force  A ,  par  rapport  au  point  F ,  soit  égal  à  la  somme 
des  moments  des  trois  forces  B,  6^,  hz  ^  par  rapport  au 
même  point ,  on  aura  l'équation  du  second  degré , 

Ac  =  B(z  +  r)-f-Z>=^(z  — A)-f-/22  X  ~: 
de  laquelle  on  tire , 

''^-\-û-)-^\/ \—-ir- —  +  (.——;  J- 

J'emploie  simplement  le  signe  -h  du  radical,  sans  quoi 
la  valeur  de  z  seroit  négative,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 

Les  applications  de  cette  formule  à  des  exemples  particu- 
liers sont  trop  faciles  pour  que  je  m'y  arrête.  La  position  des 
joints  XZ,  X'Z',  doit  être  donnée  par  l'expérience.  Ordi- 
nairement on  suppose  que  ces  joints  forment  des  angles  de 
45  degrés  avec  l'horizon. 
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CHAPITRE     IL 

Relations  qui  doivent  ai^oir  lieu  entre  les  forces  qui  agissent 
sur  les  voussoirs  y  et  la  figure  de  la  voûte  y  pour  que  le 
système  des  voussoirs  soit  en  équilibre  :  détermination 
subséquente  de  T épaisseur  des  pieds  droits. 


3.  On  voit  assez  que  le  problème  précédent  ne  contîei\t 
qu  une  détermination  hypothétique  et  vague  de  l'équilibre, 
des  voûtes ,  et  que  si  cette  détermination  est  suffisante  dans 
les  applications  pratiques ,  qui  ne  demandent  pas  une  grande 
précision,  elle  ne  peut  pas  contenter  les  mécaniciens  géo- 
mètres. Il  s'agit  donc  ici  de  considérer  la  voûte  dans  sa 
contexture  intime ,  et  de  commencer  par  établir  l'équilibre 
entre  tous  les  voussoirs ,  avant  de  s'occuper  des  dimensions 
des  pieds  droits ,  lesquelles  doivent  être  subordonnées, à  cet 
équilibre.  Or^  lorsqu'une  voûte  vient  d'être  achevée ,  et 
qu  elle  est  encore  posée  sur  son  ceintre,  les  voussoirs  n'ayant 
pas  eu  le  temps  de  prendre  corps  ensemble ,  doivent  être 
regardés  comme  indépendants  les  uns  des  autres,  et  comme 
soumis  séparénient  à  l'action  de  leur  propre  pesanteur  et  à 
celle  des  fardeaux  qu'ils  supportent.  Ainsi  il  faut  qu'ils  se 
contrebalancent  mutuellement  dans  cet  état,  puisque  le 
ceintre  de  charpente  n  est  qu'un  simple  moyen  auxiliaire 
pour  poser  successivement  les  voussoirs  à  leurs  places ,  et 
qu'il  est  d'ailleurs  absolument  étranger  à  la  voûte.  Mais  cet 
équilibre  étant  une  fois  établi,  il  subsistera  et  s'affermira 
nécessairement  dans  la  suite  par  les  liaisons  du  mortier  et 
par  la  résistance  du  frottement  :  alors  la  poussée  de  la  voûte 
contre  les  pieds  droits  s'exercera  comme  si  la  voûte  n'étoit 
composée  que  d'une  seule  pièce. 
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Problèmes  I. 

4*  Déterminer  les  conditions  de  V équilibre  entre  tous 
les  voussoirs  d'une  voûte  quelconque  en  berceau. 

L 

Soi  ent  (Fîg.  2)  ACA'  Tintrados  d*uûe  voûte  en  berceau, 
aca*  Textrados.  Supposons  qua  chacun  des  voussoirs  soient 
appliquées  âes  forces  absolues  quelconques  V^  F  ^  F  '  ^  etc. , 
f  j  f^ 9  ®^c.  Soient  X,  X'  deux  voussoirs  consécutifs  ,  sou- 
mis respectivement  à  Inaction  des  deux  forces  P  y  F'.  Les 
joints  mM,  nN,  ^P^  etc. ,  doivent  être  perpendiculaires  à 
l'intrados  AGA',  tant  pour  la  grâce  de  la  voûte  que  pour  la 
solidité  de  la  construction;  ainsi  je  les  supposerai  tels  «1  effet* 

IL 

Ayant  pris  sur  la  direction  de  la  force  F  la  partie  XE 
pour  la  représenter  y  je  la  décompose  en  deux  autres  forces 
ILuy  ILty  perpendiculaires  aux  deux  joints  wM,  /îN  du 
voussoir  X.  Soit  X  '  le  point  où  la  direction  de  la  force  X^ 
rencontre  celle  F'  X'  de  la  force  F'.  Je  prends  sur  F'.X'  la 
partie  X'  E'  pour  représenter  la  force  F',  et  je  la  décom- 
pose en  deux  autres  forces  X'y  ,  X'/^  perpendiculaires  aux 
deux  points  «N,  pP  du  voussoir  X'.  Alors  les  deux  vous- 
soirs X ,  X'  se  feront  équilibre ,  si  les  deux  forces  X^,  X'^ , 
directement  opposées ,  par  lesquelles  ils  agissent  Tun  contre 
l'autre ,  sont  de  plus  égales.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  former 
Téquation,  Porcelet  z=.  Force  X'^,  et  de  substituer  pour 
ces  forces  leurs  valeurs. 

III. 
Le  parallélogramme  X  ^E  w  donne  y  Force  X  ^  =  Force  XE 
^  ïï;i:x7Ë  =  ^  ^  ^^Tï.'  «ï  '«  parallélogramme  X'^E* 
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donne  de  même ,  Farce  X'^r  =  F*  X  -^^r^r  Ainsi  on  aura, 
Xr — sTîr=F'x-: — rp7-t,  ou:  ' 

siu.  X^Ë  8ia.  Js:q)^  ' 

IV. 

Soient  I  le  point  de  concours  des  joints  mM,  nîf  j 
prolongés  ;  T ,  celui  de  concours  des  joints  riN ,  pP  ^  aussi 
prolongés  ;  H  et  L  les  points  de  co^cour8  des  joints  ex* 
trémes  mM ,  pP,  avec  Taxe  vertical  GO  5  Z  et  G,  les  points 
de  concours  des  forces  F^  F' ,  avec  le  même  axe.  Il  est  clair 
que  l'angle  X/E  est  égal  à  Fangle  NIM,  puisque  les  côtés  de 
l'un  sont  perpendiculaires  à  ceux  de  l'autre.  Par  la  même 
raison,  l'angle  X'^E'  est  égal  à  l'angle  PTN.  De  plus,  en 
menant  par  le  point  z  ^  où  la  droite  Xi/  rencontre  le  joint 
mM ,  la  droite  zz'  parallèle  à  la  direction  de  la  force  F ,  on 
verra  que  l'angle  XÊ^,  ou  l'angle  mXE,  ou  l'angle  uzz^  = 
^ng.  uzK  —  y^ng.  Y^zzl  =  90**  —  Ang.  Kzz^  =  90^ 
—  (  Ang.  CZF  —  Ang.  CHM  )  :  par  des  considérations  sem- 
blables, l'angle  X'E'^  =  90^—  (  Ang.  CLP  —  Ang.  CGF'). 
Donc,  en  prenant  toujours  le  sinus  total  pour  l'unité  ,  on 
aura,  par  la  trigonométrie,  sic.  XEt  =±  cos.  CZF  X 
COS.  CHM  4-  sin.  CZF  X  sin.  CHM  ;  et  sin.  X'E'9  =a 
cos.  CGF'  X  COS.  CLP  H- sin.  CGF'  X  &in.  CLP.  Ainsi 
l'équation  (A)  se  changera  en  celle-ci  : 

.g.     JF  8\n.  NIM,  ( COS.  CGF^  cos.  CLP+  sin.  CGF' sin.  CLP ) 

^     ^      F'  ■""  sin.  PTN.  (COS.  CZF.  cos.  CHM-f-sin.  GZF.  sin.  CHM;)* 

On  voit  par  cette  équation  que ,  connoissant  la  figure  de 
l'intrados ,  l'es  arcs  MN ,  NP ,  etc. ,  auxquels  répondent  les 
voussoirs ,  et  les  directions  des  forces  F,  F',  etc. .,  on  con- 
noltra  les  rapports  des  mêmes  forces  et  la  figure  de  l'ex- 
trados. Par  exemple,  si  l'intrados  AGA'  (  Fîg.  3  )  est  un 
demi-cercle,  que  chaque  voussôir  soit  simplement  soumis  à 
l'action  de  sa  propre  pesaijteur ,  et  que  les  arcs  d'extrados 
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mn^  n*p* ,  etc.^  soient  concentriques  et  semblables  à  ceux 
d'extrados^  on  pourra  déterminer ,  par  la  simple  géométrie 
élémentaire^  les  points  m' ,  /i' ,  ^',  etc.  ;  ce  qui  est  le  pro- 
blème particulier  de  Parent.  Je  reviens  au  problème  général. 

V. 

Supposons  que  le  nombre  des  voussoirs  soit  infini^  ou 
que  Tintrados  forme  une  courbe  continue.  Alors  (  Fig.  4  ) 
les  arcs  MN^  NP,  etc.  ,  sont  infiniment  petits  ;  et  les 
angles  NIM,  PTN,  etc.  ,  sont  ceux  que  forment  entre 
eux  y  de  proche  en  proche ,  les  rayons  osculateurs.  Soient 
MN,  NP,  PQ,  trois  éléments  consécutifs  de  la  courbe, 
que  je  suppose  égaux  entre  eux  :  menons  à  l'axe  verti- 
cal CO  les  ordonnées  M R,  NR',  PR",  QR'"  ;  et  des 
points  M  ^  P,  abaissons  les  perpendiculaires  M  r,  P/i,  sur 
N  R  '  ^  Q  R'(/ , .  respectivement. 

CR     . =a:, 

Ctl' =xf, 

CR" =a;", 

MR =r, 

NR' =y, 

PR" =y, 

Soient  >.  chacun  des  trois  éléments  égaux  MN, 

NP,  PQ z=zds, 

le  rayon  osculateur  MI   .     .     .     .     .  =R, 

le  rayon  osculateur  NI =R', 

Tangle  ÇZF  de  la  force  F  avec  l'axe     .  =  u , 

langle  CGF'  de  la  force  F'  avec  Taxe     .  =  u'. 

En  comparant  la  Figure  4  avec  la  Figure  2 ,  on  verra  que 
sin.NIM  =  ^;sin.PTN  =  ^.  De  plus,  fangle  CHM 

étant  égal  à  l'angle  MNr,  on  a^  cos.  CHM  =:  j^  =  ^j 
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sîn.  CHM  =  c5Tr==:  -r  :  semblablèment ,  côs.  CLP  î=  —-: 

MN       as  '  ds  P 

j  n 

sin.  CLP=-^.  Par  conséquent  l'équation  générale  (B)  de- 
viendra : 

F  R'        dy^'  COS.  u'  H-  dx"  sin,  w' 

F'  K  ^/  COS.  u  -^  dx  sio.  m 

Or  F'  =  F  +  rfF;  et  F  étant  la  force  absolue  qui  agît 
sur  l'élément  MN ,  ou  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  chacun  des  points  de  cet  élément ,  et  que  Ton 
peut  regarder  comme  égales  et  parallèles  :  si  l'on  nomme  f 
l'une  quelconque  de  ces  diverses  forcés,  on  aura ,  F:=:^dsj 
et  dF  '=zd<f>ds ,ds  étant  constant.  D'un  autre  coté ,  on  a , 
R'=R-|-^R;  y^^=zy^  -^dy^i==.y  -^^dy-^dy;  df^  ^=. 
dy  +  id^y  -h  d}y  ;  J^"  =  dx  H-  2  d?'X  -h  d^x\  cos.  m'= 
cos.  u-\-d\  COS.  u  )  \  sin.  u  '  =  sin.  m  -f-  J  (  sin..  u  ).  Sub- 
stituant toutes  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  ;  ré- 
duisant, et  négligeant  les  infiniment  pedts  du  troisième 
ordre  ,  on  trouvera  : 

.  C  2Rjp  COS.  ud^y  -H  ^(^dy.  d  (cos.  M)4-fliR<p  sin.  u.d'x 
^  =  <  4-R^^/^.  ^(sin.z/)-4-^cos.  M.fiîR^+^sin.zi.  JRAp 
t  +  R  COS.  z/.  d^dy  -h  R  sin.  u.  d<pdx  , 

équation  que  j'écris  sous  cette  autre  forme  plus  commode  : 

.p.     C  ^  COS.  u  (2R£?y+-^R^)-l-^  sin.  «.(aRrf'x-f  rfRda?) 

"""  "^  +R4;^.  éÎ(^  cos.  w)-H-Rdfx.  k2(^sin.  i/}; 

Corollaire    général. 

6.  Cette  équation  générale  fournit  la  solution  des  deux 
questions  suivantes ,  dont  Tune  est  l'inverse  de  l'autre. 

1**.  Connoissant  la  loi  des  forces  qui  pressenties  vous- 
soirs  j  troui^er  la  figure  de  la  voûte. 

2.^,  Connoissant  la  figure  de  la  voûte ,  trousser  la  loi  des 
forces  qui  pressent  les  voussoirs. 

Je  vais  résoudre  plusieurs  cas  de  ces  deux  questions,  en 
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me  bornant  à  des  hypothèses  qui  peuvent  avoir  rëettement 
lieu  dans  la  nature. 

EXEMPLES  DE  LA  PREMIERE   QUESTION. 

Exemple    I. 

7.  Chaque  point  de  la  courbe  ACA'  est  pressé  verdca^ 
kmeni  avec  une  force  par-tout  constante. 

Dans  cette  hypothèse ,  on  a  ^  ^1=:  constante  ^  et  J^  =  a  ; 
sin.  u=io;  COS.  u=z  i.  Par  conséquent  Féqi^ation  géné- 
rale (C)  descendra  ici  simplement  : 

sthdy  +  dRdf  =  o. 

Multipliant  tout  par  rfy,  et  intégrant,  on  trouvera, 
"Rdjr*  z=  Ads*  ;f  A  étant  une  constante  qu'on  déterminera 

ci  dessous.  Mettons  pour  R  sa  valeur  —  -^p-  dans  f  hypo- 
thèse de  ds  constant ,  qui  est  celle  du  problème  :  nous 
aurons. -j^^zAds,  ou  dxi  =  —  Ads,  -7-^.  dont Tinté- 

grale  fest ,  a;  +  C=  -r- ,  ou  a;  4-  C  =  —        J ^  ;    ce 

qui  donne  dy  =  -^yr — /  c  ^'^  —  A'  i  '  équation  de  la  chaî- 
nette ordinaire.  Nous  déterminerons  bientôt  la  seconde 
constante  C.  , 

Corollaire. 

8.  Kaicb  vertical  CO  étant  supposé  mené  par  le  point  le 
plus  haut  de  la  com'be  ,  la  partage  en  deux  parties  égales  et 
semblables  ;  et  cela  ^  quand  même  les  impostes  ne  seraient 
pas  à  même  hauteur^  pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  on 
prolongeât  les  branches  de  la  courbe  par  la  pensée.  On  doit 

doc 

donc  avoir  ,^  :=  o  ^  lorsque  ot  =  Ov  Ainsi  C^  —  A* = o  ,  ou 
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C = A  ;  et  l'équation  de  la  courbe  devient  dy = _j_j-_^  ^ 
d'où  l'on  tire,  eu  intégrant  de  manière  quea:=o  donne jr=z:o, 

r=A.L.  (^ j^ y 

Maintenant ,  si  Ion  suppose  qu'à  l'abscisse  C O  =  a  ré- 
ponde Fordonnée  OA  =  è,    on  aura  Téquation  .... 

i  ::=  A.  L.  r  A J^    ^  '^^  quan- 

tités constantes  A,  a,  b;  d'où  Ton  voit  que,  connoissant 
ou  prenant  à  volonté  deux  d'entre  elles,  on  connoltra  la 
troisième. 

Remarque. 

9.  Plusieurs  praticiens,  séduits  par  la  propriété  que 
la  chaînette  a  d'être  en  équilibre  dans  toute  son  étendue  , 
lorsque  tous  les  voussoirs  sont  égaux  et  égalemtot  pesants  , 
emploient  souvent  cette  courbe  ,  sans  faire  attention  qno 
cet  équilibre  se  rompt,  lorsque  la  voûte  vient  à  élre  chargée 
de-poids  étrangers  et  inégaux  ;  ce  qui  arrive  souvent ,  et  ce 
qui  l'expose  à  tomber.  D'ailleurs  ces  sortes  de  voûtes  ont 
une  poussée  considérable ,  à  moins  qu  elles  ne  soient  extrê- 
mement surhaussées. 

Exemple     II. 

10.  Toutes  les  forces  ç  sont  supposées  'verticales^  mais 
variables  en  quantités  ,  et  proportionnelles  ^  en  chaque  point 
de  la  courbe ,  à  une  fonction  donnée  de  l'abscisse  corres» 
pondante. 

Ce  cas  a  lieu ,  par  exemple  ,  dans  les  arches  de  pont , 
lorsqu'elles  sont  chargées  de  terre  ou  de  maçonnerie  ^  à  des 
hauteurs  inégales  au-dessus  des  différents  voussoirs.  Alors  les 
pressions  <p  sur  les  points  de  l'intrados  ACA'  varient  d'un 
point  à  l'autre ,  suivant  une  certaine  loi ,  que  je  suppose  telle 
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que  chaque  force  ç  dépende  de  l'abscisse  correspondante  x  ^ 
et  de  quantités  constantes  données.  , 

Dans  cette  hypothèse  ^  on  a ,  sin,  ii  =r  o,  cos.  i^  ===  i  ;  et 
l'équation  (C)  devient  : 

izRpd^'y  4-  pdyd'R,  +  Kdyd^  =  o  ; 

ou  (  en  multipliant  tout  par  djr  ) , 

SiR(pdfdy  +  (pdy^dK-^Kdy''dçz=:o, 

dont  l'intégrale,  est  Rçidjr^  =  A'rfj*;  ou  (  en  (mettant 

pour  R  sa  valeur  — -j^ — ) , 

çdx  =  —  A'éfo.  j4 ,  dont  l'intégrale  est    /  çidx  +  O  = 

—-^.Eliminant  ds  y   et  séparant  les  indéterminées^    on 
trouve,  pour  Téquation  de  la  courbe  : 

L'intégration /(prf a?  s'effectuera  exactement ,  ou  par  ap- 
proximation ,  en  mettant  pour  ^  sa  valeur  donnée  en  œ  et 
constantes  ;  et  les  constantes  introduites  par  les  intégra-f 
lions  se  détermineront  par  les  conditions  que  la  courbe 
passe  par  les  trois  données  A,  C ,  A'. 

Exemple    III. 

11.  Les  forces  ^  sont  supposées  perpendiculaires  à  Vin^ 
trados  ACA',  et  proportionnelles  à  une  fonction  de  Vah-- 
scisse  X  et  de  constantes^ 

Cela  arrive  lorsque  la  voûte  est  destinée  à  porter  de  Veau 
ou  des  terres  liquides  jusqu  à  un  certain  point  :  alors  chaque 
point  de  la  courbe  ACA'  est  poussé  perpendiculairement 
par  une  force  qui  dépend  de  la  profondeur  du  point  pressé. 

Dans  cette  hypothèse  ,  on  a ,  sin.  r/  =  -^ ,  cos.  uz=-^* 

et  par  conséquent  lequation  générale  (C)  devient  : 

o  =  5ï{<Pidjrdy  -^ dxd^x)  -h  {dx\-+-dy){(pdR  -h  Fid<p); 


SUR    L'ÉQiri  LIBRE     DBS    VOtTTXfl,  ^Ûl' 

OU  bien  (à  cause  de  ds  constant  ^  qui  donne ^  Jxd^x  -t-^ 

dfdy  =  o). 

jpdR-^Rd(p=  o , 

dont  l'intégrale  est,  ^R=A^  Ainsi  (pdx=z—^z=: !£Z  - 

en  mettant  pour  R  sa  valeur  -—  ^,  ,*  Donc  /^  rfo?  =  B*  — 

-j-^  ;  d'où  l'on  tire  (  en  mettant  pour  ds  sa  valeur ,  et  sépa- 
rant les  indéterminées  )  ,  ^    . 

équation  différentielle  de  la  courbe. 

Si  la  voûte  AGA'  (Fîg.  5  )  porte  un  vrai  fluide  représenté 
par  ACA'HZKE ,  et  que  Vc  soit  la  hauteur  connue  de  ce 
fluide  au-dessus  de  la  def  :  alors  la  pression  perpendicu- 
laire ^  sur  chaque  point  de  la  couf be  =  c  ■+•  ^ ,  en  faisant 

Vc  =  c  ;  etfpdx  = h  ex.  Par  conséquent  l'équation.de 

-  ■  ,  (2B*  —  x*  --^  icx)  dx 

la  courbe  sera,  djr=    .  .^  .  . — r-^ ^^ 


y  [  4  A*  —  (  2B *  —  x»  —  aca:  )*  ]  * 

Le  second  membre  peut  s'intégrer  par  la  rectification  des 
sections  coniques, 

ExempleIV. 

12.  Chaque  point  de  la  courbe  AC  A'  (  Fig.  6)  est  sup- 
posé pressé  par  deux  forces ,  r  une  verticale ,  V  autre  perpen^ 
diculaire  à  la  courbe;  et  ces  forces  sont  des  fonctions  quel-- 
conques  de  Vabscisse  x. 

Les  forces  de  la.  première  espèce  peuvent  être  censées 
provenir  du  poids  même  des  voussoirs  ou  des  terres^  et  celles 
de  la  seconde  des  pressions  d'un  fluide  qui  couyriroit  an 
moins  en  partie  la  voûte. 

Soient ,  pour  le  point  M,  M Z  la  force  verticale  ^  MAf  Ii^ 
force  perpendiculaire  à  la  courbe  ;  et  soitachei^é  le  parai-  - 
lélogramme  Mlgfi.  La  diagonale  M^  exprim^ï'à  lai  force  que 

26 


^Od  BSCKERCMES 

nous  aroni  appela  ^^  et  l'angle  gMl  sera  celui  que  nous 
avons  appelé  u.  Menons  g/  perpendiculaire  à  Ml  pro- 
longée ;  et  représentons  la  force  verticale  M  /  par  p ,  la 
force  perpendiculaire  à  la  courbe  par  q ,{p  ei  q  étant  des 
fonctions  quelconques  de  a;).  On  9MXdLgf=.  Ig  X  sin.  g^= 

MA>^sîit.MNr=§;  //=  M*  x  co8.MNr  =  ^; 

VL/zz^p  +•  ^.  D*iin  antre  cbté,  gf^=i  tâg  x  sm.  gM/==i 
çsin.u,  M/=zMg  X  cos.^M/'=f  cos.ar. Ainsi, f  sin. u=: 

$;,cos..=;,-f-^;  rf(^sin.«)  =  i^  ^  £^; 

di^  cos.u)=idp  +  ^+.^. 

SabstîtooDs  eea ralenr&de p sia.u,  p co&.  u ,. â{p sin.  u), 
d{9^  €06%  u  y,  dans  l'équation  géftérale  <C);  et  nous  trou- 

IMTODS: 

C  aRpd^^^pdR^y  -♦•  Rdydp  4- 

ou  (à  cause  de  dxâ^x  +-  dydy  =  o,  que  donne  la  suppo- 
sition de  ds  constante ,  et  de  ds^  =  dy^  +  dx^  ) , 

o  =  aiS^pdy  4-  pdKdy  +  R^^^/^  H-  ^^R^^  +  Kdqds. 

Le  terme  2R/?ÉÎy  est  la  même  chose  que  R/?rfy  +  Rpdy-,  " 
ou  que  —  pdsdx  -h  R/?^y ,   en  mettant  dans  la  première 

partie  pour  R  sa  valeur  —  -y^.  Ainsi  notre  équation  de- 
viendra  :  ' 

Q  _  ^  —  pdsdx  +  Tipdy+pdRdy  +  Rdydp  ^ 
^  qdRds  '+'Rdqds , 

dont  l'intégrale  est  A'^  =  —  dsfpdx  +  /?R^  +  Kqds  ;  ou 
/^en  mettant  pour  R  sa  valeur y^  J  # 

-—  A*dy=^dy/pdx  4-  pdxdy  4-  ^lîsr^j  ^ 
^    dont  rintégrale  est,  B*ds -^  A'dfr z=z dy/^  -h  ds/çdx; 
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ce  qui  donne  {  en  éliminant  éb ,  et  séparant  les  imdéter*: 

minées  )  i  ,  "-  - .  '•^ 

Si  la  force  verticale  p  est  constante ,  et  ^e  la  ibrce 
perpendiculaire  q  =x  'h  c,  on  aura, 

EXEMPLES  D£  LA  SECONDE  QUESTION  D£  L'ARTICLE  «« 

Exemple   I. 

i3.  Les  directions  de  toutes  l$s  Jbrçes  ^  ( Fig.  4  )  iMU 
supposées  verticales;  on  demande  l'expression  générale  d^jpg 
quelle  que  soit  la  courbe  ACA'  ,  dont  la  nature  est  mainte^ 
nant  donnée. 

D*abord  Féquation  générale  (C)  de  l'article  5  devient  ici 
(  a  cause  de  sin*  z^  3=  o ,  et  de  cos.  uss:  i^^ 
ç  (  2Rdy  +  dKdy^  )  +  Kdy^d(l  =;:  o  , 
ou  C  ^n  multipliant  tout  par  dy)^ 

2(pRdydy  +  ç  dRdy  +  R^^d^»  =  6 , 

dont  l'intégrale  est,  çKdy^  ;;=:  A*^*,  ponc  ^  zEgyi.;  fpy# 

mule  qui^  déns  chaque  cas  particulier ,  donn«pa  la  valeur 
de  ^  en  quantités  finies  ^  en  mettant  pour  B,,dSf  dy,  lenn 
valeurs  données  par  la  nature  de  la  courbe» 

CoROLLAIRi;. 

i4*  Supposons,  parejcemple^  que  Fintrados  AGA' soit 
une  demi-ellipse ,  surbaissée  ou  surmontée  ,  dont  le  demi- 

axe  CO  =  a ,  le  demi-axe  OA  =:  i  .-  on  trouvera ,  ^3-5  =: 


■*<»^*""»«-i*** . 


(*'  —y  )y/(l>*—  t'y  +  a'y^  ) 
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Pour  dëterminer  la  constante  A  ,  supposons  qu'au  som- 
met C ,  oii^  =  o ,  la  force  9  soit  r^résentée  par  mg ^  g 
étant  la  gravité  ordinaire,  m.  une  ligne  constante  donnée  : 

.1  onaura^  mg^i-rri   et  par  conséquent  A' =; —;  de 

iorte  qiie  p  = 


On  voit  par  celte  expression  que  les  forces  p  augmenfent 
depuis  le  sommet  C  jusqu'aux  naissances  A,  A',  où  ces 
forces  deviennent  inânies.  Ainsi  les  voûtes  elliptiques ,  snr- 
tout  les  voûtes  surbaissées,  doivent  être  fort  chargées  vers 
les  naissances  et  vers  les  reins  ,  pour  être  soIitles> 

Si  on  veut  connoître  le  rapport  des  t'orcis  ?  au  sommet  C 
Me  l'ellipse,  et  au  point  M  ,  en  supposant  que  l'angle  COM 
■dit  Je  45  degrés  :  on  observera  qu'alors  OR  =  RM  ;  ce 
qui  donne ,  y'  =    .   .,,■  Donc ,  pour  le  point  M ,  on  a , 

e  =  ?^v,  i  ,  "n-,  )  tandis  que  ,  pour  le  point  C ,  on  a  , 
if>  =  mg.  Ainsi  la  pression  au  sommet  C  est  à  la  pression 
au  point  M  de  45  degrés  ,  comme  5  y/  (  a<  H-  è*),  est  à 
(à'+b^)  ^  :  rapport  qui  devient  celui  de  i  àa,  lorsque  a^b, 
ou  lorsque  la  courbe  ACA'  est  un  demi-cercle. 

Les  grandes  augmentations  de  pression  se  font  depuis  les 
points  de  4^  degrés  jusqu'aux  naissances  de  la  votite.  Il  est 
donc  essentiel  en  général  de  fortifier  beaucoup  les  voûtes 
circulaires  et  elliptiques  depuis  les  reins  Jusqu'aux  nais- 
sances. C'est  en  effet  par-là  que  ces  sortes  de  voûtes  pé- 
rissent ordinairement. 

Exemple   II. 

l5.  Les  directions  des  forces  ip  étant  supposées  perpen- 
diculaires à  la  courbe  ACA'  (  Fig.  4  J  ;  on  demande  f  ex- 
pression générale  de  <p ,  queUe  que  soit  cette  courbe  dont  la 
nature  est  donnée. 
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r  • 

On  a  icî^  comme  dans  l'art.  1 1^  sin.  m  =  ~ ,  cos.  m  =  g-  J 
et  y  en  procédant  comme  dans  ce  même  article  y  on  trouve, 
(pR  =  A'  ;  ou  p  =  -=r.  Ainsi  on  aura  ^  ^  en  mettant  pour  R 
sa  valeur  donnée  par  la  nature  de  la  courbe. 

Corollaire. 
'  ,  -    .  . . 

16.  Soit  ACA'  une  demi  -  ellipse ,  dont  le  demi-axe 
CO  =:  a,  le  demi-axe  OA  ==  i»  :  on  trouvera^,   R  =3: 

^* "^^  ^  ^  P*^  conséquent 

(p  = ^^. 

La  pression  au  sommet  C  étant  supposée  représentée 

par  771^,  onaura, /7zg=-p-,   ou  A= -. 

De  là  il  suit  que  la  pression  au  sommet  C  ^  ou  jr  =z=  o ,  est 
à  la  pression  aux  naissances  A ,  A',  ou^  =  6/ comme  a^  est 
k  b^  ;  et  que  la  pression  au  sommet  G  est  à  la  pression  au 

a*  b^  ^ 

point  de  45  degrés ,  ouy^zzz  -^ — j-- ,  comme  (  a^  -4-  b^f  est 

à  i^  (  a'  •+•  &"*  )  ^  Ainsi  les  pressions  des  voussoirs  doivent 

augmenter  ou  diminuer  depuis  la  clef  jusqu'aux  impostes  j 
selon  que  la  voûte  est  surbaissée  ou  surmontée.  Je  n  ai  pas 
besoin  d'ajouter  que  les  pressions  doivent  être  par-tout  les 
mêmes  ,  lorsque  la  voûte  est  en  plein  ceintre ,  ou  lorsque 
b=za. 

Problème    II. 

17.  Le  système  de  tous  les  voussoirs  donc  la  voûte  cH 
composée,  étant  supposé  en  équilibre;  on  demande  Vépai^^-- 
seurque  les  pieds  droits  doivent  avoir  pour  en  soutenir  la 
poussée»  ' 


I 


'^)6  KECHEBCIIES 

Puisque  toutes  les  parties  de  la  voûte  sont  en  équilibre  , 
et  qu'on  la  peut  conséquemment  regarder  comme  un  tout 
continu ,  on  voit  que  la  question  se  réduit  à  mettre  en  équi- 
libre, entre  deuxplaas  inclinés  représentés  par  les  deux  joint) 
inférieurs  extrêmes  de  la  voûte ,  cette  même  voûte  dont  la 
Egure  est  donnée ,  et  dont  le  poids  est  aussi  donné  ou  détermi- 
nable  par  la  nature  de  l'intrados  et  des  forces  qiû  le  pressent. 


EXEUPLE     I. 


retour- 
petits. 


i8.  La  courte  ACA'  (  FJg.  7)  est  une  chain, 
née;  tous  les  voussoirs ,  regardés  comme  infii 
sont  égaux  et  également  pesants  (Art.  y)  ;  les  points  A ,  A', 
sont  à  même  hauteur  :  il  s'agit  de  déterminer  l'épaisseur  DF 
qu^il  faut  donner  au  pied  droit  A  F  ,  considéré  comme  un 
rectangle  solide ,  (fui  tend  à  se  renverser  en  tournant  autour 
du  point  fixe  F. 

Ayant  fait  l'abscisse  GR  =  x ,  l'ordonnée  MR  =  y  , 
Varc  élémentaire  i/lnt  z^  ds,  \a  montée  CO ^  a ,  la  demi- 
base  OA  3!=:b:  on  a ,  pour  l'équation  différennelle  de  la 
I  — ; — r—^ — :  ;  et  de  là  on  a  (8) ,  entre  les  trois 


Courbfij  dyz 

quantitésA^  a,  ft, l'équation A=A.L.f 


Ainsi  on  doit  regarder  A  comme  donné. 

Chaque  point  de  l'élément  ds  étant  pressé  verticalement 
par  la  gravité  g ,  la  force  appliquée  à  tous  les  points  de  ds 
est  ads.  Or ,  à  cause  dedy=s  '  ,   on  trouve, 

et  par  conséquent  s^\/' (2Ax-\~xx). 


AJx  +  xdx 


Ainsi ,  en  faisant  x^a ,  on  aura  ,  1/  {  a  Aa  +  aa)  pour 
la  longueur  de  l'arc  CA ,  et  ■2.\/[2,Aa  +  aa  )  pour  celle  de 
l'intrados  entier  ACA'.  Soit  la,  petite  épaisseur  Ce  du  vous- 
soir  du  sommet  ^  c  :  le  poids  total  de  la  voûte  sera ,  agc 
X  l/(aAa  +  dû).  Je  représente  Vavce-ie\/ {^Aa-^-aa'i 
par  la  simple  lettre  M  ,  afin  dabr<*ger. 


8111 
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L'action  du  poids  ^M  s'exerce  suivant  la  verticale  QGD. 
Par  les  points  extrêmes  A ,  A'  de  la  courbe ,  je  zneûe  iea 
deux  tangentes  AQ ,  A^Q,  qui^e  rencontrent  en  Q  sur  la 
verticale  OC  prolongée  indéfiniment;  et ^. ayant  pris  QN 
pour  représenter  le  poids  gM.,  je  décompose  cette  force  en 
deux  autres  QI,  Q^S.  On  aura,  Forte  Qlt^^gM  X 
»in.AQO  ^       ^M       ^    g^{K^a)      ^^  observant  qu^en 

in.  2AQO        acos.  AQO        %\/  {T.Aa-^aa).  ^ 

général  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  réiément  de  avec  la 
verticale ,  a  pour  valeur  -^  ou        ^^    *^^  >  et  puis  faisaoft 

x:=:a.Je  suppose  que  la  force  QI  ftoit  a^liquée  au  point  A 
de  sa  direction^  et  ensuite  décomposée  en  deux  autres^ 
l'une  horizontale ,  l'autre  verticale.  La  valeur  de  la  preimiere 

de  ces  deux  dernières  forces  est  en  général  Fofce  QI  X  -^ 
ou -Force QI  x    -^     ;  et  la  valeur  de  l'autre  est  ^  Force  QI  X 

—  ouForceQl  x  \  j_"^ ^^  ^«  Donc ,  en  faisant  x  =:a, 
et  mettant  pour  Force  QI  sa  valeur ,  l'expression  de  la  force 
horizontale,  au  point  A,  sera     ,  ^    -,  et  celle  de  la 

force  verticale  sera  — .  Or  la  foroe  horizontale  tetid  à  ren- 

verser  le  pied  droit  autour  du  point  F,  et  la  force  Vêrtioalé 
concourt,  avec  le  poids  du  pied  droit  ^  a  maintenir  ce  même 
pied  droit  sur  sa  base.  Ainsi ,  en  nommant  h  la  hauteur 
donnée  AD  du  pied  droit,  z  sa  base  inqMpue  DF,  et  par 
conséquent  ghz  son  poids ,  on  aura  leqJRon ^'équilibre  : 
gM.  A.  h       gM.z        ,ghz\ 

2\/  (  2Atf  +  Afl  )  à  2  ~  ^ 

d'où  Ton  tire  (  en  faisant ,  pour  abréger, ses  »)  f 

—  M       v(M»-h4«M/*') 


2A  2/1 


Je  n  emploie  que  le  signe  supérieur  du  radical ,  pour  que 
la  valeur  de  z  soit  positive. 


positive 


y  arrêter. 


[cations  numériques  sont  trop  faciles  pour  nous 


II. 


-j  donnée  ici  en  ketj-f  par  la  nature 


H^ig.  SbiT  tintrados  AGA'(Fig.  6)  une  parabole   dont 
l'JiiKce  CO  est  vertical  i  et  ifue  toutes  les  Jbrces  p  agissent 
•vertica  lemenC. 

Toutes  les  forces  ^  sont  parallèles,  tuais  ne  sont  pas 
égales  en  quantités  comme  dans  l'exemple  précédent  ,  et  if 
faut  commencer  par  trouver  leur  somme  ou  leur  résultante. 

Supposons  CO  =  a ,  OA  ■:=.b  ,\e.  paramètre  de  la  para- 
bole =;  —  rz=  A  ;  l'abscisse  quelconque  CR  ^  x  ,  l'ordon- 
née RM  =zy  ;  l'élément  Mm  de  la  courbe  =  ds. 

On  a  ici,  sin.  u^o,  cos.  u^i  ;  et  on  trouve  d'abord  eu 
général(art.  i5),(p  =  ^^,.  Mettant  pour  la  fraction  ^-^, 
sa  valeur  -77-r 
de  la  parabole ,  on  aura ,  *  ^^  ■■t-t» r;> 

Supposons  qu'au  sommet  C  la  valeur  de  la  force  ç  soit  cg , 
g  étant  la  gravité  ordinaire ,  c  une  ligne  constante ,  qui 
exprirtie  l'épaisseur  de  la  voûte  au  sommet  :  on  aura  , 
c^=  -r-,  et  par  conséquent  aA'^  Acg.  Ainsi,  en  général, 

Maintenant  ,Tft  pression  verticale  que  souiTre  chaque 
point  de  ds  étant     ■  ,.    ■ ,  la  pression  totale  de  ds  sera  , 

-7-75-7 TT-  Mettant  pour  ds  sa  va  eur  ■-  ^  ■   .     ---,  cette 

pression  deviendra,  cgdy  ;  et  la  pression  sur  l'arc  fini  CM ^ 
cgy;  la  pression  sur  CA  :=  cgb  ;  et  enfin  la  pression  sur  l'in- 
trados entier  ACA'  =^  ■ïclig. 
Par  les  points  extrêmes  A  ,  A',  menons  à  la  parabole  le* 
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,  tangentes  AQ>  A'Q,  qui  vont  se  rencontrer  au  point  Q, 

sur  le  prolongement  de  l'axe  CO.  En  procédant  comme 

dans  l'exemple  précédent,  je  prends  QN  pour  représenter  la 

force  zcbg  ;  et  je  décompose  cette  force  en  deux  autres 

,  ,  8in.  A.QO 

QI ,  QS.  La  force  QI  a  pour  valeur  2ibcg  x  7;^,  ^aQÛ^" 

J'applique  cette  force  au  point  A ,  et  je  la  décompose,  ea 
deux  autres ,  Tune  horizontale,  qui  tend  à  renverser  le  pied 
droit,  l'autre  verticale,  qui  concourt,  avec  le  poids  du  pied 
droit,  à  l'affermir  sur  sa  base.  La  première  a  pour,  var- 

lenr,bcgx^X^,onbcgX^,oaenRn^-^;  la  «e- 
conde  a  pour  valeur  bcg.  Ainsi ,  en  faisant  AD =fe ,  DFnrr, 
l'équation  d'équilibre  sera  ^-^  =  gbcz  -h  ^  ;    d'où    Von 


U 


CHAPITRE    III. 

Delà  figuré  qu!U  faut  donner  aux  faces  latérales  extérieures 
des  pieds  droits ,  lorsquils  peuvent  se  rompre  par  assises 
horizontales. 


no.  J'ai  regardé  jusqu'ici  les  pieds  droits  d'une  voiile 
comme  des  massifs  rectangulaires  continus ,  qui  ne  peuvent 
que  se  renverser  sans  se  rompre.  Mais  il  peut  arriver  qu'un 
pied  droit  ne  résiste  pas  également  sur  toute  sa  hauteur ,  et 
qu'une  partie  tende  à  se  séparer  de  l'autre ,  suivant  une 
section  horizontale ,  comme  une  pièce  de  bois  se  rompt  sous. 


4lO  RECHERCHES 

la  cliarge  d'un  poids,  avec  cette  différence  néanmoins  que 
la  pièce  de  bois,  composée  de  fibres  extensibles ,  plie  d*a]>ord 
ayant  que  de  se  rompre ,  au  lieu  qu'un  massif  de  maçodnerie 
se  rompt  subitement  et  sans  plier.  Je  vais  donc  supposer 
que  la  face  intérieure  d'un  pied  droit  formant  toujours  une 
droite  verticale ,  la  face  extérieure  doive  avoir  une  certaine 
courbure ,  telle  que  le  pied  droit  puisse  se  diviser  par  sections 
horizontales,  et  demeure  cependant  en  équilibre,  par  la 
force  d'adhérence  des  parties ,  combinée  avec  les  efforts  de 
la  pesanteur.  M.  AEpinus  a  traité  une  question  semblable 
dans  les  mémoires  de  l'académie  de  Berlin,  pour  l'année 
1755:  il  regarde  la  partie  supérieure  d'une  voûte  comme 
un  coin  qui  fait  effort  pour  écarter  tout  le  reste  du  massif 
inférieur  ,  considéré  comme  un  seul  corps  qui  tend  à  se  di- 
viser par  sections  horizontales.  Mais ,  dans  Càt  effort  qui 
s'exerce  perpendiculairement  aux  deux  plans  inclinés  formés 
par  les  coussinets  ,  il^n'a  égard  qu'à  la  force  horizontale ,  et 
il  négb'ge  la  force  verticale ,  qui  en  provient  aussi  ;  omission 
qui  facilite  le  problème ,  mais  qui  n'est  pas  permisf  •  On  ne 
doit  donc  pas  être  surpris  si  M.  AEpinus  et  moi  sommes 
parvenus  à  des  résultats  fort  différents. 

Problème. 

2 1 .  L  A  voûte  AC A^ a' ca  (  Fig.  g  )  étant  considérée  comme 
un  corps  solide  placé  entre  deux  plans  inclinés  Aa,  A'  a', 
qui  représentent  les  coussinets  :  on  demande  la  courbe  AMF, 
que  doit  former  la  face  extérieure  du  pied  droit  AF  ,  dans 
Vctat  d'équilibre  y  la  face  intérieure  AD  étant  une  droite 
verticale  y  et  le  pied  droit  étant  supposé  arrêté  solidement 
par  sa  hase  y  et  ri  ayant  d'autre  liberté  que  de  pouvoir  se 
rompre  par  sections  horizontales. 

Soient  AP  et  PM  les  coordQnnées  perpendiculaires  de  la 
courbe  AMF,  pour  le  point  quelconque  M.  Ayant  mené  par 
les  points  A,  A',  perpendiculairement  aux  coussinets,  ou  joints 
extrêmes   Aa  y  A' a' ,  les  droites  AQ,  A'Q,  qui  vont  se 
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rencontrer  eu  Q  sur  le  prolotament  de  Taxe  vertical ,  je 
prends  QN  pour  repr^nter  le  poids  de  la  route  ;  je 
décompose  ce  poids  en  deux  forces  QI ,  QS  ;  j'e  suppose 
;que  la  force  QI  soit  appliquée  en  A^  et  représentée  par 
Ah  =  QI  :  je  décompose  la  force  Ah  en  deux  autres^  tune 
horizontale  A7 ,  Tautre  verticale  Af. 

Gela  posé ,  on  voit  que  la  force  horizontale  Aq  tend  à 
renverser  le  massif  APM  autour  du  point  M ,  tandis  qu'au 
contraire  la  force  verticale  Af,  le  poids  du  massif  ÂPM  ^ 
et  la  force  d'adhérence  des  deux  parties  APM ,  PDFM , 
tendent  à  produire  une  rotation  contraire ,  et  conséquem- 
ment  à  maintenir  la  partie  APM  sur  la  base  PM.  Il  ne 
s'agit  donc  que  d'établir  l'équilibre  entre  ces  quatre  forces. 

la  gravité  . =  é^  ^ 

le  sinus  total  •     .* •  =i> 

l'angle  AQO =ni, 

l'angle AQA' =», 

Soient^  AP. ^x, 

PM.   * =j, 

la  force  QN  . .     =5Q, 

(  Q  étant  une  surface  donnée.  ) 

On  aura  d'abord  évidemment ,  Force  AhzzLgC^  X  -^^^  ^  J 

Force  A,  =gQ  x  i^^,  Fon^e  A/:=:gQ  x  ^i=:£^  ; 
le  poids  du  massif  APM  =  g/y rfa?.  Nous  ferons,  pour 
abréger,  Q"""*' =:  V,  9 "■•  "•  '^°'- " -  T. 

^     ^     8in.  n  '  6ia.  n 

En  considérant  les  moments  des  deux  forces  Aq ,  A/,  et 
celui  du  poids  APM  L^  relativement  au  point  M,  on  aura: 
Moment  de  Force  Ajq  =  gV^  , 
Moment  de  Force  A/=  g^Ty , 

Moment  du  poids  APM  =  gfydx  (^y  —  i/yaV)  ~ 

&yfydx  —  gf21^^ 


4l2  '      RECHERCfiES 

La  force  d  adhérence  des  deux  parties  APM,  PDFM 
du  pied  droit,  doit  être  considérée  comme  la  somme  où  la 
résultante  d'une  infinité  de  poids  égaux ,  représentés  chacun 
par  une  ligne  donnée  k^  lesquels,  seroient  attachés  à  tous 
les  points  de  la  ligne  PM.  Cette  force  résultante  a  donc* 
pour  veXexiT  gky,  et  sa  direction  passe  par  le  milieu  de  PM  ; 
d'où  il  suit  que*  son  moment  par  rapport  au  point  M 


est 


2 


De  toutes  ces  expressions  des,  moments  des  forces  qui 
doivent  se  faire  équilibre ,  il  résulte  que  Téquation  de  cet 
équilibre  est  (  en  divisant  tout  par  g)  ^ 

(X)    Yx=Ty+y/yda:-^^^+^. 

Différencions  les  deux  membres  de  cette  équation ,  nous 
aurons  :  Ydx  =  Tdy  4-  dyfydx  -4-  î22Lf  4-.  kydy. 

Différencions  encore ,  en  faisant  dy  constante  ;  il  nous 
viendra  :  V^f  jc  =  2ydxdy  4-  '^' -h  kdy^. 

Maintenant,  je  fais  dx  z=.  zdy ^  et  par  conséquent 
d/ x-=^dzdy  ;  ce  qui  change  l'équation  précédente  en  celle-ci  : 

{  2.Y  -^^ y^  )  dz  —  ^zdy  —  2.kdy  =0. 

Multiplions  tout  par  2V  — y"^  ;  nous  aurons  , 
(2V  —  y^y  dz—/^zdy{2,Y  —y'^)  —  2,kdy  {vN  —y'^)=iO y 

dont  rintégrale  est,  (aV— J')^  2  — 4AV7-+- ^'  =  A. 

RenK^tlons  pour  z  sa  valeur  -j-  ;  nous  aurons , 

(  2^f  —  j  )  •  dx  —  /^kYydy  -4-  -^  =  Uy , 

ou,dx:=^fA^^r'.\h\y  +  ^^dy 

i^ £ —  :  éqilation  séparée  , 

(aV— >^»)«  1  ^  ' 

dont  le  second  membre  est  intégrable ,  en  partie  algébrique- 
ment ,  en  partie  par  les  logarithmes.  En  effectuant  cette 
intégration,  on  aura  une  équation  finie  entre  x  ety ,  et  tes 
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quantités  données  ^  équation  dans  laquelle  entrera  une  se- 
conde constante  B. 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et  B ,  on  obser- 
vera, 1^.  qu'en  faisant  a;=  o,  le  premier  membre  de. 
l'équation  générale  (X)  devient  zéro  ,  et  que  les  trois  der- 
niers termes  du  second  membre ,  relatifs  au  massif  APM 
qui  devient  aussi  zéro  ,  s'évanouissent  également  ;  d'où  ré-, 
suite  Tj-r o ,  et  par  conséquent/  =;  o.  Ainsi  x  t=z.o  donne 
y  =zo'j  ce  qui  produit ,  entre  A  et  B  et  les  données  du  pro- 
blême y  uiie  première  équation.  2^.  La  position  du  coussinet  ha 
étant  donnée ;^i  on  la  suppose^  par  exemple^  perpendicu- 
laire à  la  courbe  AMF^  on  aura  ^  à  l'origine,  ^f*  =  ^^m  5 

ce  qui  donne  une  seconde  équation  de  condition  entre  A  et  B 
et  les  constantes  :  on  connoitra  donc  A  et  B.  Faisant  ensuite 
X  =  AD  =  /i  dans  l'équation  finale  entre  x  ely  j  on  aura 
la  valeur  de  la  dernière  ordonnée  ou  Tépàisseur  du  pied 
droit  à  la  base. 


SECTION    II. 
De  V équilibre  des  vodtes  en  dôme. 


Z2.  JLiA  théorie  que  j'ai  donnée  dans  la  section  précédente 
pour  l'équilibre  des  voûtes  en  berceau  s'applique  aussi  aux 
voûtes  en  dôme ,  sauf  les  modifications  ou  différences  qui 
résultent  de  la  différente  manière  dont  ces  deux  espèces 
de  voûtes  sont  engendrées.  On  sait  que  les  premières  sont 
produites  par  le  mouvement  d'une  courbe  qui  se  meut 
parallèlement  S  elle-même  ^  les  autres  par  le  mouvement 
de  révolution  d'une  courbe  autour  d'un  axe  vertical  ;  mais , 
de  même  qu'une  voûte  en  berceau  peut  être  regardée 
comm^  l'assemblage  d'une  infinité  de  voûtes  infiniirient 
minces  ^  posées  parallèlement  les  unes  à  côté  des  autres  ;  il 
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faut  imaginer  dans  les  voûtes  en  dôme  une  infinité  de  pUni 
qui  se  coupent  suivant  l'axe  de  révtiliuioa  ,  et  qni  par-Ik 
déterminent  une  inBoité  de  vofttes  élémentaires ,  faisant  de* 
angles  entre  elles ,  et  augmentant  de  largeur  depuis  le 
sommet  jusqu'aux  impostes.  Alors  la  question  sera  d'établir 
les  conditions  de  l'équilibre  pour  ces  voûtes  partielles,  dont 
chacune  est  composée  de  deux  onglets  égauK  et  semblable*  , 
posés  de  part  et  d'autre  de  l'axe. 

11  est  évident  que  si  les  voAtes  en  forme  de  dame,  aa 
lieu  d'avoir  pour  bases  des  cercles ,  ce  qui  est  le  cas  Je  plw 
ordinaire ,  et  comme  je  le  suppose  ici ,  avolent  pour  bases 
des  ellipses  ,  des  polygones  réguliers  symétriques ,  oa  pour- 
roit  également  les  décomposer  en  voûtes  partielles  et  élé- 
mentaires ,  dans  lesquelles  les  conditions  de  l'équilibre 
g'établiroient  par  les  mêmes  moyens  que  je  vais  en^loyex 
pour  les  voûtes  en  dôme  proprement  dites. 


CHAPITRE    I. 

Détermination  de  l'épaisseur  {ju  il  faut  donner  aux  pieds 
d'une  voûte  en  dôme,  pour  résister  à  la  poussée  de  la 
calotte  supérieure  ,  contîdérée  comme  un  corps  détaché. 


s3.  XjE  problême  dont  il  s'agit  ici  est  analogue  à  celui  de 
la  Hire  pour  les  voûtes  en  berceau  ;  et  il  écoit  entièrement 
nouveau,  lorsque  j'en  donnai  la  solution  à  l'académie  des 
sciences  ,  en  1770,  à  l'occasion  du  dôme  de  Sainte-Gene- 


viève ,  comme  je  l'ai  déjà  dit.  Quelques  mécaniciens  avolent 
déterminé  l'épaisseur  des  pieds  droits  de  ce  dôme  ^  d'après 
la  formule  de  la  Hire  ;  mais  cette  solution  étoit  purement 
hypothétique  et  insuffisame ,  vu  la  diversité  des  deux  cas. 


SUR   L^éqv  ihiMKn   des   vovtes.       4^^ 

Problême. 

24.  S  o  iT  (  Fig.  10  )  li/i  dôme  produit  par  la  révoliitioa 
de  l'espace  compris  entre  Id  courbe  ^intrados  ACA'  et  la 
courbe  d'extrados  aca'  autour  de  la  montée  verticale  OCc  : 
supposons  que  ce  déme  tende  à  se  rompre  suivant  les  direc* 
tions  données  des  joints  XZ,  "XJZ! ,  inclinés  à  F  horizon, 
et  perpendiculaires  à  la  courbe  d'intrados,  de  manière  que 
la  partie  supérieure  ZX.cXJZ/ G  puisse  étre^  regardée  comme 
un  seul  et  même  corps  ,  et  que  la  partie  AZàX,a  (  il  en  e$t  de 
même  pour  l'autre  côté  de  la  voûte  )  ne  fasse,  avec  le  pied 
droit  correspondant  ADFT^  qu'un  seul  et  même  massif 
solide  dans  toute  SQn  étendue,  lequel  se  renverse  sur  le 
point  F  lorsque  la  voûte  vient  à  se  désunir  :  on  demande 
^épaisseur  DF  que  doit  avoir  ce  pied  droit  pour  l'équilibre. 

I. 

Suivant  l'idée  générale  qui  a  été  indiquée  (  Art.  flA  ) , 
je  fais  passer  par  l'axe  vertical  YOG  dii  dôme  deux  plans 
YKL^cC^  YklnScC,  qui  font  entre  eux  un  angle  infiniment 
I  petit  y  et  qui  y  étant  prolongés  convenablement ,  déter- 
minent de  part  et  d'autre  de  Taxe  deux  onglets  égaux  et 
correspondants  dans  la  partie  supérieure  du  dôme ,  et  deux 
onglets  aussi  égaux  et  correspondants  dans  la  partie  infé- 
rieure.^ Pour  qu'il  y  ait  équilibre  »  il  £aut  qu'il  se  trouve  dans 
la  direction  QCO  du  poids  de  la  calotte  ZXoX'Z'C  un 
point  Q  duquel  on  puisse  abaisser  deux  perpendiculaires  sur 
les  joints  XZ,  liJZJ,  Représentons  le  poids  dont  il  s'agit 
par  QN ,  et  déoomposons  cette  force  en  deux  autres  QI ,  QS , 
lesquelles  exprimeront  les  icfforts  que  le  système  des  deux 
'  onglets  supérieurs  exerce  contre  le  système  des  deux  onglets 
inférieurs.  ^ 
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II. 

Imaginons  que  la  force  QI  soit  appliquée  au  point  G 
de  sa  direction,  et  représentée  par  GA  =  QI  :  décomposons 
la  force  G/i  en  deux  autres  forces  Gq,  G/,  Y  une  horizontale^ 
l'autre  verticale.  On  voit  que  la  force  horizontale  Gq  tend  à 
renverser  Tonglet  inférieur  autour  du  point  moyen  F,  ou 
plutôt  de  la  petite  droite  LF/,  perpendiculaire  à  la  section 
moyenne  YFTAZX;  et  qu'au  contraire  la  force  verticale  G/ 
conspire ,  avec  le  poids  de  Tonglet ,  à  maintenir  ce  même 
onglet.  11  ne  s'agît  donc  plus  que  d*étabUr  Féquation  déqui- 
libre ,  d'après  cette  considération. 

Pour  abréger  un  peu  le  calcul,  à  la  portion  d'onglet, 
représentée  par  son  profil  moyen  AûXZ,  je  substituerai 
un  onglet  de  même  base  et  de  même  hauteur,  représenté 
par  son  profil  moyen  Aax^  ;  ce  qui  est  très  permis.  D'ail- 
leurs il  sera  facile ,  dans  chaque  cas  particulier ,  d'avoir 
égard  à  la  véritable  figure  de  Tonglet ,  si  on  le  juge  à  propos. 
De  plus ,  Je  prendrai  la  gravité  =  i  ,  tout  le  système  étant 
suppose  d'une  même  matière  homogène. 

III. 

Qu'on  mené  du  point  indéterminé  R  de  l'axe  les 
droites  RP,  R/*,  R/^ ,  dans  le  plan  moyen  vertical  des 
onglets,  et  dans  les  deux  plans  verticaux  qui  les  terminent. 
Soient  tirées  aux  petits  arcs  m/z,  pr  ^  considérés  comme 
des  lignes  droites ,  les  petits  arcs  ou  droites  infiniment  voi- 
îjînes  d^y  et. 
Supposons 

le  sinus  total  ou  le  rayon ==  i  / 

1  angle  donné  OQG =  m, 

l'angle  infiniment  petit  LY/  ou  pRr     .     .     .     .     =  ^  , 

(3A  ou  RM =  *  , 

A.a =  c  / 


SVa    LKQVILIBRB    DJIti    VOVTJtS.  ^If 

AD  OU  TF :^  h, 

A  ou  VG =  *  , 

AV  ou  DH =  I  , 

R^ •    .        =r/ 

le  double  onglet  produit  par  la  révolution  de 

ZXcX'Z'C  amour  de  CO    .......     z=i  aw.S 

(  S  étant  une  quantité  donnée  par  la  figure  du 

dôme  ) , 
répaisseur  inconnue  DF  du  pied  droit     .«.==:  ^. 

On  aura ,  Force  GA  =  — : ;  Force  G^ = — h i- 

===frS.  tang.  m;  Force G/==frS.  Alors  si  l'on  considéré  le» 
moments  des  deux  forces  G^,  G/*,  par  rapport  au  point  F, 
on  aura , 

Moment  de  Force  G^  =  wS.  tang.  m  x  (  A  -f-  A  ) , 

Moment  de  Force  G/i  =  wS  X  {i  +  z). 

Le  petit  trapèze  dê'te  =z  zi  x  di^^xzvydy;  et  son  mo- 
ment ,  par  rapport  au  point  F ,  est  '^ydy.  {b  +  z  — y  ) , 

dont  Imtegrale' est —^ — ^ j-  4-  A  :  mtégrale  qui, 

devant  s*évanouir  lorsque  y  z=:  b ,  et  recevoir  sa  valeur 

complète  lorsque^  =  i  4-  z ,  devient  finalement  '^^ — g — ^, 

Cette  expression  étant  le  moment  de  la  tranche  mnrp ,  et  Ton- 
glet  ^  KÂ  Ihtu  étant  composé  d'une  infinité  de  ces  tranches^, 
toutes  égales  ^  et  posées  les  unes  sur  les  autres ,  le  moment 

de  cet  onglet  est,  ""^        /" — ^. 

En  appliquant  le  même  calcul  à  l'onglet  représenté  par  le 
profil  A^xa  ,  et  observant  qu'alors  l'intégrale  — *^^ 

—  ^-  4-  A ,  doit  s'évanouir  lorsque  yzzzb,  et  recevoir 

sa  valeur  complète  lorsque  y  =  6  ■+■  c  ,  on  trouvera  que  le 

moment  de  cet  onglet  est,  -^  (  6bcz  +  Sc'z  —  3ftc* —  2c^  ). 

Égalant  le  moment  de  la  force  Gzq  k  la  somme  des  trois 

a; 

4 


\ 
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autres  moments,  et  ôtant  le  facteur  commun  «-^  on  aura 
réquation  fondamentale  d*équilibre  : 

(A)    Stang.m(&+A)  =  S(f  +  i^)4.Mf!j+J££.)^ 

11- J- '  ;  équation  du  troisième  degré  ^ 

qui  fera  connoitre  z  ou  l'ëpaisseur  DF  du  pied  droit. 

Remarque    I. 

25.  Il  arrive  souvent  que  le  d6me  porte  à  son  sommet 
une  espèce  de  lanterne ,  qui  peut  former  une  charge  consi- 
dérable :  alors  il  liaut  chercher  d*abord ,  par  le  détail  des 
parties  de  cette  lanterne^  la  masse  totale  qui  en  résulte; 
puis  on  convertira  cette  masse  en  un  cylindre  Y  (Fig.  ii  ) 
concentrique  au  d6me ,  de  même  matière  que  lui^  et  ayant 
une  base  et  une  hauteur  données  Tune  et  Tautre. 

Cela  posé)  j'observe  que  les  deux  plans  verticaux  qui. 
nous  ont  déterminé  en  bas  le  double  onglet  2«-S ,  déter- 
minent aussi  dans  le  cylindre  V  un  double  onglet  corres-' 
pondant^  dont  Teffort  s'ajoute  à  celui  de  avS^  et  dont  il 
faut  trouver  la  valeur.  Or ,  si  Ton  nomme  n  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre^  rie  rayon  de  la  base  du  cy- 
lindre V ,  2,f  sa  hauteur ,  on  aura  d'abord ,  2  n  r  pour  la 
circonférence  du  cylindre ,  et  oJ^f^f  pour  la  solidité  de  ce 
cylindre.  Ensuite ,  en  considérant  que  l'arc  w  a  lunité  pour 
rayon ,   et  que  par  conséquent  l'arc  qui  lui  répond  sur  la 

circonférence  de  la  base  du  cylindre  V  est ,  ^  :  si  Ton  fait 

cette  proportion,  anr  :  aw-r  ::  ^Uf^f:  un  quatrième 
terme ,  ce  quatrième  terme  iivf^fseTa.  le  double  de  l'onglet 
demandé.  Ainsi  l'équation  de  l'article  précédent  s'appliquera 
ici ,  en  mettant  a^S  +-  awr^à  la  place  de  7.vS ,  ou  S  -f-  ry 
à  la  place  de  S,  tout  le  reste  demeurant  d'ailleurs  le  même. 


SUR  l'Équilibre   dei   v  ou  tes.        4^9 

R  B  M  A  R  Q  u  E.  '  I  !• 

26.  La  partie  supérieure  des  pieds  droits  est  ordîiiflird* 
ment  couronnée  par  un  attiqu^^  dont  le  poids  concourt  .y 
avec  celui  des  autres  constructions^  à  charger  les  pieds 
droits.  Cet  attique  peut  être  regardé  comme  une  espèce  dé 
tour  annulaire ,  représentée  au  pjx>fil  par  le  rectangje  adhe^ 
et  faisant  corps  avec  le  pied  droit  de  la  partie  inférieure  du 
dôme;  ce  qui  tendra  à  diminuer  l'épaisseur  D F  et  à  la 
réduire  à  une  autre  D/*.  En  supposant  la  base  a  e  de  la  tour 
annulaire  z=zp,  la.  hauteur  adz=iq ,  l'épaisseur  actuelle 
1)/=.  u  ,  OA  -|-Aa  =  iH-cr=yy  où  trouvera ,  comme 
on  a  fait  pour  Tonglet  ^xxa{  2^,  n^.  III)^  que  le  mp- 
ment  de  l'onglet  représenté  par  adke ,  est  représenté  par 
^y  (6,p» -H  5a>-»-3>a'' -»;>')  .  ^presdon   qu'il  faudra 

ajouter  au  second  membre  de  l'équation  générale  (A).,  aprè^ 
avoir  écrit  u  pour  ^  De  plus^  pour  avoir  égard  au  poids  de  la 
lanterne  V,  il  faudra  mettre  S-t-  f^fh  la  place  de  S.  Par-là> 
on  aura  toujours  une  équation  du  troisième  degré^  de 
laquelle  on  tirera  la  valeur  de  Finconnue  u. 

R  E  M  A  R  ^  u  B      I  I  L 

27.  Comme  on  est  maître  d'augmenter  plus  ou  moins  le 
massif  de  Fattique  y  nous  pouvons  faire  entfét  d'n'ne  autre 
manière  ce  massif  dans  le  calcul.  Supposons ,  pour  cela , 
que ,  tout  restant  d'ailleurs  le  même  que  dans  larticle  aS , 
le  profil  de  l'attique  soit  représenté  par  le  rectan^  A^/7i'> 
dont  la  base  Am  est  égale  à  la  base  (  inconnue  )  D/du  pied 
droite  et  dont  la  hauteur  donnée  Ai=:ç*  Alors  nous  aurons 
un  pied  droit  Dig/,  dont  la  hauteur  donnée  iU  au 
g/^=i  D  A  +  Al  =  A  +  9  ;  quantité  quenous  représentons 
par  la  simple  lettre  H.  De  là^  en  faisant  l'inconnue  ac-' 

27. 
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tuelle  D/sr  ^^  on  trouvera^  par  les  articles  24  et  2S  , 
(B)       t^    I     eti:^4-[6(S  +  ry)+*(6*c  +  3«>-)]   ^    , 

£1 

6(S-f-ry)»  — A(5^*4-ac»V--6(S-4.r'/)rang.m.(A-4-A) 

,       -  g  .,  — o  : 

équation  d'équilibre ,  d'un  usage  commode  dans  la  pratique. 
Les  données  qui  entrent  dans  cette  équation  dépendent 
de  la  nature  de  la  courbe  génératrice  du  dôme ,  et  de  la 
position  du  point  Z ,  où  le  dôme  est  supposé  se  rompre. 

RsvA.RQxrs    IV. 

28.  Selok  quelques  expériences  9  le  point  de  rupture  Z 
est  placé  à  Fintersection  de  la  courbe  ACA'  ayèc  la  dia-^ 
gonale  OK  du  rectangle  OCKA. 

J'adopfte  ici  cette  hjrpothese ,  qui  doit  être  sensiblement 
conforme  à  la  vérité ,  sur-tout  pour  les  dômes  surmontés  ; 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire.  De  plus ,  je  supposerai 
que  la  courbe  d'intrados  AGA'  est  une  parabole ,  comme 
elle  Test  en  effet  dans  le  dôme  du  Panthéon  français ,  que 
j'ai  principalement  en  vue  dans  tout  ceci.  Je  regarderai 
aussi  l'extrados  aca^  comme  une  parabole^  au  moins  sensi- 
blement. 

Détermination  générale  des  données  du  problème  , 

suivant  l'article  précédent. 

129.  Soient  0C  =  a,  OA  =  i;  Oc  =  a',  Oa  =  i'; 
et  nommons  toujours  —  le  rapport  de  la  circonférence  au 

diamètre  ^  ou  —  le  rapport  de  la  circonférence  au  rayon. 
Les  triangles  rectangles  semblables  OCK^  0£Z  donnent  ^ 

JEZzzz  •— gg—  ,  OU  (  EZ  r  =  .i j-^^^ — ^  ;  et  la  pro- 

priété  de  la  pajrabole  donne ^(EZ)''=CEx-  = 


SUR  l'Équilibre  des  voûtes.  4^l 
(  OC  —  OE  )  X  — .  Égalant  entre  elles  ces  deux  valeurs 
de  (EZ)P,  et  dégageant  OE,  on  trouvera,  OE  =  2^JZJi2^ 

Donc  EZ  =  ^XVi^>  et  CE  =  iil^. 

Supposons  que  AGA'  (  Fig.  lo  )  soit  la  parabole  intérieure 
de  notre  dôme  ;  que  le  point  G  se  confonde  avec  le  point  Z  ; 
et  menons  Tordonnée  Z£,  qui  est  la  même  que  l'ordonnée  ZE 
de  la  Figure  1 1.  La  droite  GQ  ou  ZQ  étant  perpendiculaire 
au  joint  ZX  ,  ou  tangente  en  Z  à  la  parabole  y  l'angle  ZQE 
ou  GQO ,  que  nous  avons  nommé  nx ,  a  pour  expression 

de   sa   tangente ,  jjr.  Amsi  tang.  m  =:  Tjg  =  jjjg  = 

aa(3—  \/5)        a(  v/^—  i  )* 

Le  paraboloîde ,  prodirit  par  une  révolution  entière  du 
segment  parabolique  CE  Z  autour  de  CE,  a  pour  valeur 

n(EZ)*  X  §,  ou5fÉ12iipiyil;  et  de  même  le  para- 
boloîde,  produit  par  la  révolution  du  segment  parabo- 
lique cEz  àutx>ùr'de  cE,  a  pour  valeur,  — — iii2__y — l^ 

Appelons  pour  un  moment  N  Tetcès  du  second  paraboloîde 
sur  le  premier.  Je  n'ai  aucun  iégard  au  petit  solide  produit 
par  le  triangle  mixtiiigne  ZXz. 

Dans  l'expression  3«-.  S  du  double  onglet  de  l'article  24, 
l'arc  élémentaire  v  a  l'unité  pour  rayon ,  et  an  est  la  circon- 
férence entière  pour  le  même  rayon  i  :  on  aura  donc  ici  la 
proportion ,  ^n  :  2«-  :  :  N  :  SMr.  S  ;  et  par  conséquent 

^  — Iff 8 ' • 

Tout  le  reste  est  donné  immédiatement  par  les  dimen- 
sions particulières  du  dôme. 
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application  de  la  théorie  précédente  au  dôme  du 

Panthéon  français, 

3o.  Dans  ce  dôme^  la  parabole  ACA' est  telle  qu'en 
menant  les  cordes  G  A  >  G  A' ,  le  triangle  est  équUatéral  ;  et 
on  a  4  A.h),':;^  AC  =£^.QA!,;=;^  64  pieds;  ce.  qui  donne , 
OC = $5j4^5  [M|9d«  ;  I4  biauteur  AD  du  pied  droit  t3:;44  pi^«  ; 
la  i)auteiir!rédvûte-Ai  de  Tattiquez^iao  pieds  ;  l'épaisseur  Aa 
de  la  ypùfp  à  sa  iMÛ}#ance  :^  3  pieds ,  et  Fëpaisseur  Ce,  au 
sommet  |  ;;=:  i  pied  6  pouces  ;  enfin  la  lanterne  se  réduit  à 
un  cyUpdr^y,  qui  a  pour  ba<se  un  cercle  de  1 5  pieds  de 
diamètre  ^  et  pour  hauteur  1  o  pieds. 

Nous  évaluerons  toutes  nos  quantités  en  pieds  linéaires  ^ 
pieds  quarrés ,  pieds  cubes ,  selou  que  ces  quantités  «eront 
des  lignes ,  des  superficies^  ou  des. solides. 

On  a ,  a  =  55^4^5  ;  &  =  52  ;  a'  =  Sô^gÂS  ;  &'  ;±=  35  ; 
c  =  3;  A  =  AA  =  OE=:;34a53;  j  =  AV  =  AO  — ZE  = 
iâ^2â4  ;  At=44;'i7=2o;  H  =  fe+-y==64;r  =  7,5  ; 
a/=  10;  S  =;:  473,694  ;  r\fz=.  2&\,^5  ;  taqg;  /»t==  M^y 
nombre  absolu.  Substituant  toutes  ces  valeurs  dans  Féqua- 
tion(B),  elle  deviendra: 

i3  4-  96^'  -f-  395^5o3^  —  2io5,659=-o. 

Or,  la  valeur  de  ^,  qui  satisfait  à  cette  ëquatibh ,  est  à 
p,ru  de  chose  près,  3,a5.  Ainsi  l'épaisseur  dh. pied  droit 
doit  être  de  3  pieds  3  pouces  environ ,  pour  le  simple  état 
d'équilibre. 

Si ,  toutes  les  autres  dimensions  demeurant  d'ailleurs  les 
mêmes ,  on  donnoit  4  t)icd^  d'épaisseur  à  là  naissance  Aa  de 
la  voûte,  a  pieds  d'épaisseur  Ce  au  sommÊt,_et  aa  pieds 
de  hauteur  au  cylindre  V,  qui  représente  le  poids  de  la 
terre  ,  on  trouveroit  pour  t  une  valeur  d'un  peu  plus  de 
4  pieds. 

Souflot  a  donné  5  pieds  8  pouces  d'épaisseur  aux  pieds 
droits  dans  les  parties  les  plus  foibles,  et  16  pieds  aussi 
d'épaisseur  dans  les  quatre  principales  parties  qui  répondent 
aux  centres  des  piliers  destinés  à  porter  le  dôme. 
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On  voit  par-là  qu'il  n*y  avoit  pas  à  craindre  que  les  piedf 
droits  fussent  renversés.  Ils  n*ont  éprouvé  en  effet  aucun 
mouvement  de  cette  nature.  Les  colonnes  ont  été  écrasées 
par  une  autre  cause  que  j'ai  déjà  indiquée. 


i^* 


CHAPITRE     II. 

I  

Conditions  de  l'équilibre  entre  toutes  lés  parties  d^une 

voûte  en  dôme. 


5i.  Il  ne  s'agit  plus  ici  d'un  dôme  qui  se  désunisse  par 
masses  finies  :  il  faut  maintenant  regarder  le  dôme  comme 
composé  d'une  infinité  de  voussoirs  qui  doivent  se  faire 
mutuellement  équilibre ,  et  chercher  la  relation  générale 
qui  existe  pour  cela  entre  la  figure  de  la  courbe  génératrice 
du  dôme  et  les  forces  qui  agissent  sur  les  voussoirs  ;  probléine 
analogue  à  celui  qui  a  été  résolu  pour  les  voûtes  en  berceau 
dans  le  chapitre  II  de  la  section  précédente.  On  déterminera 
ensuite  l'épaisseur  des  pieds  droits^  d'après  cet  équilibre 
préliminairement  indispensable. 

Problème. 

.  32.  DÉTERUiNER  les  condîtions  de  Viquilibre  entre  les 
forces  qui  agissent  sur  les  voussoirs  infiniment  petits  Hun 
ddme^ 

Soit  l'espace  ACO  (  Fig.  d  )  terminé  par  la  montée  CO, 
l'ordonnée  OA  de  la  courbe  AG ,  lequel ,  par  sa  révolution 
autour  de  la  montée  CO ,  produit  le  solide  qui  rempHroît 
l'intérieur  du  dôme.  Je  commence  par  faire,  relativement 
à  la  courbe  CA  ,  la  ynéme  construction  et  les  mêmes  raisoa* 
nements  qui  ont  été  faits  pour  les  voûtes  en  berceau^  dan» 


4^4  RECHERCHES 

Tarticle  4,  en  observant  de  plus  qu'alors  les  faces  latérales 
ou  les  joints  des  voussoirs  formoient  des  plans  inclinés  ;  an 
lieu  que  dans  les  dômes  ces  faces  sont  situées  dans  des  plans 
.verticaux  qui  vont  tous  se  couper  suivant  Taxe  de  la  voûte* 
On  voit^  par  cette  observation^  que  les  voussoirs  des  voûtes 
en  berceau  peuvent  être  représentés  par  des  surfaces^  mais 
que  ceux  des  voûtes  en  dôme  ont  les  trois  dimensions  ^  et 
forment  des  espèces  de  pyramides  tronquées. 

Soient  (  Fig.  4  ) 

CR ^œ, 

CR' =:c', 

CR"    . =a^\ 

MR =^, 

NR'  , =y, 

PR" =y'', 

chacun  des  trois  éléments  égaux  MN ,  NP,  PQ    .  ^=ids , 

le  rayon  osculateur  M I =R^ 

le  rayon  osculateur  suivant  NI     .     .     .     .     .  =R'^ 
l'angle  élémentaire  décrit  par  l'ordonnée  MR^ 

autour  du  point  R ,  pour  le  rayon  i    .     .     .  =  w  ^ 
la  force  absolue  qui  pousse  le  trapèze  élémen- 
taire, décrit  par  MN,  pour  l'angle  w    .     .     .  =F, 

la  force  absolue  consécutive  à  F =F', 

les  forces  qui  agissent  sur  chaque  point  des  deux 

trapèzes  consécutifs ^  et  ^'  ^ 

Tangle  CZF  de  la  force  F  ou  ^  avec  Taxe     .     .  =  w  , 

Vangle  consécutif  au =1/'. 

En  procédant  comme  dans  l'article  cité ,  nous  aurons 
d'abord,  ^=^  X    ('^y'c<>'-»'  +  j^' "■'•»'). 

R^=zR+^dR;dy'  =  d{yf-^dy)=:2d{y+'2dX'hdy)  = 
dy  "f-  arfy  4-  ^'jr;  d^x  -sadx-^r  ^d'x  •+»  d^x  ;  cos.  u}  =: 
COS.  u  '^d(  COS.  u  }  ; .  sin.  iJ  =  sin.  u  +d(  sin.  u  }.  Ainsi 
TéquatioD  précédente  deviendra , 
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1^     -^-^'Rdy.  d{^y COS.  u)'\'Kdx.d{q>yûu.u). 

Par  cette  équation^  on  trouvera  la  nature  de  la  courbe 
génératrice  CA ,  lorsque  la  loi  des  forces  ^  est  donnée  ;  ou 
réciproquement  la  loi  des  forces  <p ,  lorsque  la  courbe  est 
donnée  :  ce  qui  forme  deux  questions  de  même  nature  que 
celles  qu'on  a  (considérées  (6)  pour  les  voûtes  en  berceau. 
'  Je  me  borne  à  un  exemple  de  chacune ,  pour  les  voûtes  eu 
oome. 

Exemple   de   la   première    question. 

33.  Supposons  que  lés  foirces  ^  soient  constantes  et 
verticales  :  on  demande  la  couriè  GA. 

Onaici,  cos.  z/=i,  sin.  m=  o  5  et  l'équation  (351)  devient  : 
o  =jr  (  ti^dy  4-  dR.dy)  -+-  Vidy  , 
ou  o  =^  y  dy  {s^T^.d'y  -J^  dKdy)^Vidy^,  dont  l'intégrale 

est^  h-ds^  =  l^ydy.  Mettant  pour  R  sa  valeur  —  -77^,  on 
aura  ,  A dsd'y  +  ydydxzizà,  où  A  ^Ji^Zi£^ c=  o , 


ou  \d  f  jj  1+-^  ^J,  ^ = o  ;  ce  qui  donne  (  en  effectuant  la 

différeniiation indiquée),  kdsd'y—Myd'S'^^ydy^ ifeiTcr  o, 
équation  où  il  n'y  a  plus  aucune  différentielle  constante. 
Faisons  maintenant  dy  constante-;  iiôus  aurons ,  —  hdyd^s  + 
ydy^éix^=zo,  ou  —  kd^s^ydydxz=zo. 

Soit  dsz=zzdy}  on  Bxxm  ^  d*sz=zdzdy  i  et  Téquation. 
deviendra — A.dz^ydx=^o.  Donc,  à  cause  àe  dx-=z 
i/^(rfj^  —  df)^=z  dyy/^zz  —  i),  on  aura  —  Adz  + 

ydy\/(zz^i)^o,  ou ydy  =  — ^-^ ,  dont  l'inté- 
grale esf^*=A.L.(l±:i^^iZLL)  y  Amsij^estunefonc- 

tion  connue  de  iS  ;  et,  à  cause  de  dx  =  zdy ,  x  sera  pareil^ 
lement  une  fonction  de  z.  On  pourra  donc  construire  la 
courbe  CA. 
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Oa  voit  qae  cette  courbe  est  différente  de  la  chaùietie 
renversée ,  tandis  que^  dans  la  même  hypothèse  dés  forces  ^, 
la  courbe  doit  être  une  chaînette  renversée  pour  les  voûtes 
en  berceau  (  7  )•  C'est  donc  mal-à-propos  que  plusieurs 
praticiens  emploient  là  chaînette  renversée  pour  les  voûtes 
en  liome ,  lorsque  tous  les  poids  des  voussoirs  sont  Supposés 
pressés  verticalement  avec  doâ  forces  égales^ 

Exemple   de  la  seconde  question. 

34.  Les  directions  des  forces  P  étant  supposées  verticales^ 
et  la  courbe  CA  un  quart  tï ellipse  dont  le  demi-axe  QCz=: a , 
le  demi-axç  OA  -zzzb  x  on  demande  la  valeur  de  f* 

D'abord  féquation  fondamentale  (X)  deviendra  ici  ^ 
o=fy(2Kdd^+',dRdy)+Rdf.d((Py), 
ouo=:9y(!iRdYddr  ^^-^Kdy* )  -^  Rdy^.  d  (  Pjr  ), 

Ads* 

dont  rihfi^grale  est  Ads^  =  ç.y  Rdy^.  Donc  ip  =:  ~-j*^.   • 
Or,  par  la  nature  de  l'ellipse,  . 

Ainsi  on  aura  ç  en  fonction  de  y.  La  constante  A  doit 
être  déterminée  par  la  condition  qu'au  sommet  C  la  valeur 
de  p  soit  donnée. 

S  c  H  O  L  I  £. 

35.  Toutes  les  parties  du  dôme  étant  supposées  en  équi- 
libre ,  on  pourra  considérer  l'un  de  ses  onglets  élémentaires 
comme  une  voûte  partielle  ,  et  on  déterminera  Tépaisseur 
des  pieds  droits  qui  la  portent,  par  la  méthode  de  l'art.  a4»  ' 
Je  ne  crois  pas  devoir  entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  ce 
sujet.  ^ 
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CHAPITRE    ni. 

De  la  figure  extérieure  des  pieds  droits  d'un  dôme  ^ 
lorsque  ces  pieds  droits  tendent  à  se  diviser  par 
assises  horizontales. 


ProblAme* 


36.  S)oLT  une  voûte  en  dôme ,  produite  par  la  révolution 
de  V espace  ACca  (  Fig.  9  )  autour  de  taxe  vertical  OCQ , 
et  appuyée  sur  ses  pieds  droits ,  suii^ant  les  joints  extrêmes 
inférieurs  ,  qui  sont  symétriquement  perpendiculaires  à 
la  courbe  d'intrados  AC A'  :  on  demande  la  courbe  AMF 
que  doit  former ,  pour  Vétat  d*  équilibre ,  la  face  extérieure 
du  pied  droit ,  en  supposant  que  la  face  intérieure  AD  soit 
verticale ,  que  le  pied  droit  tende  à  se  diviser  suivant  les 
assises  horizontales  PM  ,  par  des  mouvements  de  rotation 
autour  des' points  "il,  et  que  d ailleurs  la  base  du  pied  droit 
soit  solidement  arrêtée. 

Nous  imaginerons^  comme  ci- dessus^  par  l'axe  KOGQ 
de  la  voûte  ,  une  infinité  de  plans  verticaux ,  qui  partagent 
le  dôme  en  une  infinité  d'onglets  ;  et  nous  allons  déterminer 
les  conditions  de  l'équilibre  pour  ces  onglets,  considérés 
comme  des  voûtes  partielles. 

Prenons  QN ,  sur  l'axe  KOCQ  ^  pour  représenter  là  force 
qui  résulte  ,  lorsqu'on  ajoute  ensemble  le  poids  du  double 
onglet  supérieur  du  dôme  ,  et  le  poids  du  double  onglet  du 
cylindre^  qui  représente  la  lanterne  dont  le  dôme  peut  être 
chargé  au  sommet  ;  décomposons  la  force  QN  en  deux 
autres  QI ,  QS ,  perpendiculaires  aux  joints  A  a,  A' a'  ;  et 
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ayant  fait  Ah  =  QI 9  décomposons  la  force  A  A  en  denx 
autres  A 47^  hf^  l'une  horizontale^  Tautre  rerticale.  Soit 
le  petit  rectangle  £EVe  du  second  ordre ,  l'élément  du 
trapézoîde  PMmp. 

Soient 

le  sinus  total •     .     .  :=z  1 , 

Fangle  OQA      .     •. z=z7n, 

l'angle  élémentaire  que  décrit  la  courbe  géné- 
ratrice du  dôme =ar^ 

le  double  onglet  élémentaire  produit  par  le 
mouvement  de  l'aire  AacafA^  autour  de 

la  montée =  3w.  S  , 

CO =a, 

OAou  RP z=:b, 

le  rayon  ou  la  base  du  cylindre  qui  tient  lieu 

de  la  lanterne     •     •     • z=zr, 

la  hauteur  de  ce  cylindre =  n^, 

l'abscisse  AP  de  la  courbe  AMF     •     .     •     .  ^=zx, 

l'ordonnée  PM  .     .     .^ =^> 

la  droite  RE     . =^. 

1^.  On  aura ,  Force  Ah  =  ^^^    +ry)8in.m   p^^.^  ^    _ 

w.  (  S  4-  ry*)*  tang.  m  ;  Force  A/=z  w  (8+  r*/).  Ainsi ,  en 
considérant  les  moments  des  forces  Aif ,  A/ par  rapport  au 
point  M^  on  aura , 

Moment  de  Force  A^  =  a^  x  (  S  +•  r^f).  tang.  m , 
Moment  de  Force  A/=  «^  j  (  S  +  r*/). 

2^.  Le  petit  solide  annulaire ,  décrit  par  le  petit  rec- 
tangle EE'e'e,  est  wtdtdx ,  pour  l'angle  w;  et  son  moment^ 
par  rapport  au  point  M ,  est  -trtdtdx  (  h  -\-y  —  t). 

Dans  ces  expressions ,  il  n'y  a ,  pour  le  présent ,.  que  ^  et  a: 
de  variables  ;  et  il  faut  commencer  par  les  intégrer ,  de 
manière  que  les  intégrales  s'évanouissent  lorsque  r  =:  6  ^  et 
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reçoivent  leurs  valeurs  complètes  lorsque  i=:b  -{-y  :  par-là^ 
on  trouvera  que  la  tranche  élémentaire  produite  par  le  tra- 

. pézoîde  FMmp  =  T  ^^  ^-♦■^  ^  et  q^g  jqq  moment ,  par 

rapport  au  point  M ,  est  ^ — ^-^ —.  Donc  le  centrç  de 

gravité  de  l'onglet^  dont  cette  même  tranche  est  l'élément, 
est  distant  de  l'axe  AP  de  la  quantité  ^jr^h^^T^f  ®^  par 
conséquent  la  distance  du  même  pcHnt  à  la  verticale  MT  est, 
y  -  {)^^/\%'.  ce  qui  donne  finalement  ^^^'^+-^)'^ 

—  "^  g  -^    —  ;  pour  le  moment  de  I  onglet  en  ques- 

tion y  par  rapport  à  la  verticale  MT. 

4^.  La  force  d'adhérence  étant  toujours  supposée  propor- 
tionnelle aux  surfaces,  si  Ton  nomme  F  le  poids  qui  exprime 
l'adhérence  pour  une  surface  donnée  c*",  il  est  évident  que 
le  moment  de  l'adhérence  de  la  petite  surface  dédHte  par  Ee, 
avec  la  surface  contiguë,  par  rapport  au  point  M ,  a  pour 

expression ,  — -^ —  (i  -+-J^  —  t)  ^  dont  Tintégrale  est , 

~ — - — ,  en  prenant  cette  mtégrale^   de  mamere 

qu'elle  s'évanouisse  lorsque  ^  =  & ,  et  qu'elle  reçoive  sa 
valeur  complète  lorsque  ^  =  J  +- J^« 

Maintenant,  pour  l'équilibre,  il  faut  que  le  moment  de 
la  force  A^  soit  égal  à  la  somme  des  moments  de  la  force  A/^ 
du  poids  de  Tonglet,  et  de  la  force  d'adhérence.  Ainsi  ou 
aura  l'équation  fondamentale  : 

:r(S  +  7y).tang.«=^(S+r-/)+^/Li^î=LWf 
En  faisant ,  pour  abréger ,  S» .+  r»/=  M  j  tang.  ct  =  a  ; 
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-— -  =  N  :  Fëquation  prëcëdente  deviendra  : 

6  • 

Je  différencie  deux  fois  cette  équation  ^  en  faisant  d^ 
constante  ;  et  je  mets  tout  d*un  même  côté  ;  ce  qui  donne  , 
(  6aM  —  5by  —  2ty  )d^x  —  (  i2by  -h  9^  )  dxdy 

Ensuite  J6  fais  dx  =  jZfl^^  et  par  conséquent  d'x  =  dzdy  ; 
ce  qui  change  l'équation  en  celie^i  : 

(  6aM  —  Zby*  —  ay^  )  dz  —  (  i2by  H-  gj^'  ).  zdy 
—  N(6-f.^)<y  =  Oî 

ou  en  celle-ci  : 

^  ^         6aM  —  3Ar'—  y ^        6xM—  3i^'—  2^  ~  "  » 

Equation  de  la  forme  &H-  Vzdy  +  Qi/y=:o,  PetQ 
étant  des  fonctions,  de  j^«  Cette  équation  s^integre  par  la 
méthode    œii  est  expliquée  dans    mon  Calcul  intégral  ^ 


II  ^  art* 


tome  II ,  àft.  653  j  page  38. 


Fin  des  Recherches  sur  l'équilibre  des  voûtes. 
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PESANTEURS   SPÉCIFIQUES 


DE  DIFFERENTES  MATIERES. 


J'ai  extrait  la  table  suivante  du  bel  ouvrage  de  Brisson, 
intitulé  :  Pesanteur  spécifique  des  corps.  L'unité  de  me^ire 
est  le  poids  de  l'eau  de  ploie,  ou  de  l'eau  distillée,  sous  na 
volume  donné  i  tel  que  le  pied  cube.  La  première  colonne 
désigne  les  matières  comparées  ;  la  seconde ,  les  nombre» 
qui  expriment  les  rapports  de  leurs  pesanteurs  spécifiques  ; 
et  la  troisième^  le  poids  du  pied  cube  de  chacune  d^elles. 


1 

= 

Rapport 

■ 

I              Matières  comparées. 

des 

Poids  du 

pied  cube. 

pes.sp^c. 

Ut. 

OBC. 

grot        grttins 

Eau  de  pluie , 

I^OOOO 

70 

0 

0       0 

Eau  distillée  , 

I^OOOO 

70 

0 

0       0 

Eau  de  la  Seine  filtrée , 

1 ,0002 

70 

0 

I       25 

Eau  de  puits , 

1,0017 

70 

I 

7    17 
3    47 

Eau  de  mer^ 

1,0260 

71 

i3 

Eau  de  Balaruc^ 

1,0074 

70 

8 

a    2a 

Eau  de  Cbâtel  Gujon , 

1,0060 

70 

6 

5    ^S 

Eau  de  Bonrbonne-les-Bains, 

i,oo57 

70 

6 

3      5 

Eau  de  Vichi, 

i,oo55 

70 

6 

I     ao 

Eau  de  Baredge  ^ 
Eau  de  Plombières, 

1,0004 

70 

0 

3    a4 

r,ooox 

70 

0 

I      5 

Eau  d'Enghien  , 

1,0007 

70 

0 

^    .1 

Eau  de  Sedlitz  , 

1,0174 

7^ 

3 

3    65 

Eau  de  Vais  , 

1,0068 

70 

7 

\% 

Il  Eau  de  Forges  y           , 

1,0001 

70 

0 

H  Eau  de  Passj  ancienne  , 

i,oo3o 

70 

3 

2    63  1 
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Madères  comparjet. 


Eau  de  Passy  ancienne  épurée. 
Eau  de  Passy  nouvelle  j 
La  même  épurée , 
Eau  de  Spa , 

Vin  de  Bourgogne  , 
Vin  de  Torrins ,  rouge , 
Vin  de  Torrins ,  blanc  , 
Vin  de  Champagne ,  blanc  y 

mousseux , 
Vin  de  Bordeaux , 
Vin  de  Jurançon , 
Vin  de  Pakaret , 
Vin  de  Xérez , 
Vin  de  M alaga , 
Vin  de  Malvoisie  de  Madère, 
Vin  de  Tokai , 
Vin  de  Constance  , 
Bière  rouge , 
Bière  blanche , 
Cidre , 

Eau-de-vie  de  Preuve  , 
Eau-de-vie  double , 
Esprit-de-vin  du  commerce  , 
Esprit-de-vîn  très  rectifié , 

Ether  vitriolique , 
Ether  nitreux, 
Ether  marin , 
Ether  acéteux , 

Acide  vitriolique  , 
Acide  nitreux  , 
Acide  marin , 
Acide  arsenical , 


Rapport 

aet 
pe5.spéc* 


1,0037 

I  ,oo35 
i,oo3o 
.1 9O009 


0,99 15 
o,9q3o 
0,9876 

0^9979 

0^9959 
0,9932 

0^9997 

0^9924 
1,0221 

i,o382 

i,o538 

i,o8iq 

1  ,o338 

I,023l 

1,0181 

o,9i3i 
o,o63o 
0,8371 
o,82g3 


0,7396 
0,9088 
0,7296 
0,8664 

1,8409 
1,2715 
1,1940 
1,8731 


Poidi  dn  pied  cnbe. 


Et. 

70 

70 

70 

70 


69 

69 

75 

7^ 
72 

71 
7» 


63 
60 
58 

58 


5i 
63 
5i 
60 


128 
89 
83 

i3i 


onc. 

3 
3 
3 


gros  p. 

o  14 

7  a6 

2  63 

o  5 


6  3  60 

8  1   20 

3  o  65 


i3  5 
1 
3 
5 
3 
6 
6 
a 
5 
6 
6 


S 

i5 

7 
8 

10 

la 

11 

5 

l 


14  5 

6  4 

9  4 

o  6 


12 

9 
1 

10 


i3 
o 

9 

1 


2 
6 
I 
2 


6 
o 
a 

9 


i3 

a5 

5 


65 
1 

ao 
3 

59 
61 

10 


271 
35 
3o 
38' 


59 
61 

i6i 

68 


33 
46 

ï7 

70 


DS    DlIVBKEir'i^BS     KATil&BSi 


4Sâ 


Matieret  comparéesi 


Vinaigre  l'auge  > 
Vinaigre  blanc , 
Vinaigre  distillé^ 
Vinaigre  radical^ 


Huile  essentielle  de  téré- 
benthine , 
Huile  essentielle  d'absinthe  > 
Huile  essentielle  d'estragon  j 
Huile  essentielle  de  fenouil  ^ 
Huile  essentielle  de  girofle , 
Huile  essentielle  de  canelle> 
Huile  d'olives , 
Huile  d'amandes  douces  > 
Huile  de  noix , 
Huile  de  lin , 
Huile  de  baleine  > 
Huile  de  morue  ^^ 


Lait  de  femme , 

Lait  de  jument  ^ 

Lait  d'ânesse , 

Lait  de  chèvre , 

Lait  de  brebis  > 

Lait  de  vache  ^ 

t*etit  lait  de  vache  clarifia , 

Urine  humaine , 


Air  commun  ^ 
Air  pur , 
Gaz  méphitique  > 
Gaz  atmosphérique  / 
Gaz  inflammable , 
Gaz  nitreux , 


^ 


port 
let 
pes.  spèc. 


iriklMMIMM 


i^oaSi 
i^oi35 
1^0095 
1^0626 

0,8697 
0,907a 

0,9949 

0,9^94 
i,o363 

1,0439 

0,9155 

0,9170 

0,9227 

o,94o3 

0,9233 


Poidi  du  pied  cube. 


Uv. 

70 

70 

74 


onc, 
la 

i5 

10 

6 


5  % 

o  65 


60 
63 

% 

II 

64 
64 
64 
65 
64 

0,9233 I   64 

I,02o3 

1,0346 

i,o355 

i,o34a 
1,0409 

i,o324 

1,0193 

i>oio6 

0,0012 
0,001 3 
0,0019 
0,0011 
0,0001 


14 

8 

10 

o 

8 

I 
i 
3 


434                PIIAITTBVA*     SFiciriQViS 

•T 

PoidiAipieacubB. 

pw.  fpic. 

Résine  commune,  dite  poix 

L».  ■ 

r  Tfi 

rétine , 

1,0886 

76 

Rësine  l'aune  ou  blanche  du 

pin. 

1,0227 

75 

I  3  08 

Gomme  élastique , 

0,9335 

«5 

54.. 

Camphre , 

0,9887 

J 

3    a     54 

Gomme  commune , 

1,4817 

II     4       a 

Gomme  arabique , 

,45i 

lOI 

,0    4    44 

Gomme  d'acajou , 

.,«56 

lOI 

3    0    4, 

Cire  jaune , 

0,9648 

"êT 

a   4    44 

Cire  blanche. 

0,9686 

67 

la    6    4, 

Beurre  de  cacao , 

0,8916 

6a 

6    4    63 

Blanc  de  baleine , 

0,9433 

66 

0    3    70 

Graisse  de  bœuf , 

0,g23a 

64 

l  T? 

Graisse  de  veau , 

0,9341 

65 

Graisse  de  mouton. 

o,9a35 

64 

10       3      4o 

Suif. 

%■& 

65 

.4     7    3, 

Graisse  de  cochon , 

65 

9     ■    i^ 
i     4     ai 

Lard, 

0,9478 

66 

Beurre, 

0,94^3 

65 

i5     3       I 

Sel  marin  , 

2,I25o 

w 

la    0      0 

Sel  gemme. 

2,i43o 

i5o 

0     1     ao 

Sel  ammomac , 

i,453o 

101 

11     a    63 

Nitre, 

1,9000 

,33 

000 

SelileGIâuber, 

2,2460 

.57 

3     4     la 

Alun, 

1,7140 

119 

.5     5     Sa 

Borax, 

1,7200 

lao 

6     3     14 

Crème  de  tartre , 

i,qooo 

l33 

000 

Sel  de  Saturne, 

2,3953 

167 

10    5    64 

Sucre  blanc , 

1,6060 

lia 

6    5    55 

Bois  de  c&éne  de  60  am  ;  cœor, 

1,1700 

81 

14    3    .4 

Liège , 

°Moo 

16 

■a    6    as 

»■  ItirVB&IHtta  MATlJtftXS. 


Onne  ;  le  tronc , 

Frêne  ;  le  tronc  , 

Hêtre  , 

Noyer  de  France  , 

Saule  , 

Tilleul ,  ^ 

Sapin  nnâle. 

Sapin  femelle  > 

Peuplier, 

Pojiirmer, 

Poirier , 

Prunier , 

Olivier ,' 

Cerisier , 

Buis  de  France , 

Buis  de  Hollande, 

Grenadier , 

Syringa , 

Bois  de  Brésil  rouge  > 

Bois  de  campéche , 

Cèdre  sauvage  , 

Cèdre  de  Palestine , 

Cèdre  des  Indes, 

Oranger, 

Citronnier, 


i(S3 


Or  fin  (  24  tarais  )  ,  fondu  et 

non  forgé , 
Le   même ,   fondu   et   for- 

Argent   fin   (  la    deniers  ) 

fondu ,  et  npn  forgé , 
Le  même ,  fondu  et  lorgé , 
Platine  brute  en  grenailles , 


,31 

Poidi 

u  pied  cube. 

0,6770 

"46 

.'5 

4" 

g-. 
.2 

0,8450 

i. 

a 

3 

'4 

o,S5ao 

% 

10 

1 

66 

0.67.0 

.5 

4 

12 

o,585o 

40 

.5 

43 

0,6040 

42 

4 

3 

fio 

o,55oo 

38 

S 

0 

o,4g8o 

34 

i3 

6 

6 

o,383o 

2(J 

12 

4q 

0,7930 

55 

a 

KO 

0,6610 

46 

4 

a 

40 

o,785o 

54 

i5 

j 

43 

0,9270 
0,7150 

5* 

14 

1 

66 

60 

0 

6 

!iq 

0,0120 

63 

i3 

3 

37 

1,3280 

92 

1.5 

2 

63 

.,3540 

04 

12 

3 

60 

1,0989 

76 

14 

6 

.0 

i,o3io 

.5 

.55 

0.0, 3o 

63 

.4 

4 

35 

0,5960 

4" 

4 

.2 

0,6  ]3o 

42 

■4 

4 

35 

i,3i5o 

0 

6 

5?j 

o,7o5o 

4q 

5 

4 

o,726i 

5o 

i3 

3 

47 

,  9,258 1 

.548 

1 

0 

4- 

19,36.7 

i355 

5 

0 

60 

.0,4743 

733 

3 

, 

52 

10,5.07 

,35 

11 

7 

43 

.5,60.7 

1002 

1 

7 

17 

456 


PSSAITTEVRS     SPECIPZQVE6 


Ittatieres  compara. 


La    même ,    dëcapëe    par 

Te^prit  de  âel , 
Platine  brute  fondue , 
Platine  purifiée  fondue  / 
Platine  purifiée  forgée^ 
Platine  purifiée ,  passée  par 

la  filière , 
Cuivre  rouge  ^  fondu  et  bon 

forgé. 
Le  même ,  fondu  et  passé  à 

la  filière , 
Cuivre  jaune  >  fondu  et  non 

forgé  , 
Le  même ,  fondu  et  passé  à 

la  filière  , 
Fer  fondu. 
Fer  forgé  en  barre ,  écrouî 

ou  non  écroui , 
Acier  ni  trempé  ni  écroui , 
Le  même,   écroui  et   non 

trempé ,  , 

Le  même  ,  écroui ,   ensuite 

trempé , 
Le  même ,  trempé  et  non 

écroui , 
Etain  neuf ,  fondu  et  non 

écroui , 
I^e  même ,  fondu  et  écroui, 
Etain  commun  fondu  , 
Plomb  fondu , 
Mercure  coulant , 
Mercure  précipité  perse  , 

Diamant  oriental ,  blanc  , 
Diamant  oriental  ,  rose, 


I 


16,7521 
14,6263 
19,6000 
ao,3366 

21,0417 

7,7880 

8,8785 

8,3958 

8,5441 
7,2070 

7,7880 
7,833i 

7,8404 

7,8180 

7,8i63 

7,3oi3 
7,3ii5 

7,Q200 

1 3,568 1 
10,8710 

3,5212 

3^53io 


I023  i3 
i365  o 
i4a3  8 

1472  14 

545    2 

621    7 

587  II 

598  I 
5o4    7 

545  2 
548    5 

548  i3 

547    4 

547    2 

5i  1  1 
5i  1  12 
554  6 
794  10 

949  15 
760  i5 


5  46 
4  55 
7  26 
2  26 

3  10 

6  5% 

I 

4  35 

0  4' 

1  71 
I  20 


4 

2 

4 


3   4' 


44 
i3 

12 


2b 


246 

247 


7 


5     6( 

5    51 


aSSnÎHil 


DK     DIÏPBREWTES 

MAT 

■  KX 

s. 

437. 

Motierei  comparée  s. 

pfS,  «péc. 

Poididupiedcube. 

Diamant  rlu  Brésil, 

5,4444 

3°4'l 

•«■ 

5  55 

Diamant  jaune, 

3,5.85 

246 

4 

Rubis  oriental , 

4,a833 

299 

.3 

2  26 

Rubis  du  Brésil , 

3,53n 

247 

3 

6    47 

Topaze  orientale  , 

4,0106 

280 

11 

6    70 

Topaze  du  Brésil, 

3,5365 

247 

8 

7      3 
3     lo 

Saphir  oriental , 

3;?§o7 

27g 

9 

Saphir  du  Brésil, 

II 

2 

3      5 

Grenat  de  Boliéoie  , 

4.888 

3 

Va 

Emeraudedu  Pérou, 

2,7755 

"94 

4 

Algue-marine  orientale. 

3,5489 

248 

6 

6     10 

Aigue-marine  occidentale  , 

3,7227 

190 

9 

3    28 

Crystal  de  roche  limpide  ou 

de  Madagascar  , 

2,653o 

iB5 

11 

2    64 

Crystal  de  roche  du  Brésil , 

2,6526 

i85 

10 

7     31 
7    =»i 

Agate  orientale. 

2,590. 

.8. 

4 

Cornaline , 

2,6.37 

.82 

.5 

2    54 

Pierre  à  fusil ,  blonde. 

2,594. 

.8. 

.1 

3     10 

Pierre  meulière  , 

2,4835 

173 

4       13 

Caillou  olivâtre. 

2,6067 

.82 

7 
i 

4      2 

Caillou  tacheté , 

3,5867 

.8. 

0    60 

Jaspe  verd- clair  , 

2,3687 

;65~ 

1 

5    69 

Jaspe  verd-brun  , 

2,68i4 

.87 

11 

'    -5 

Granit  rouge  d'Egypte , 

a,654i 

.85 

12 

4    53 

Granit  gris  d'Egypte, 
Granit  d'un  beau  rouge. 

3,7279 

190 

.5 

1    71 

3,7609 

,g3 

4 

.    48 

Granit  jaune , 

3,6633 

186 

e 

7      13 

Granit  verd , 

3,8875 

303 

3 

0        0 

Grès  de  paveurs , 

2,4.58 

^ 

~~r 

5   4' 

Le  même  ,  pénétré  d'eau  , 
Grès  des  tailleurs  de  pierre  , 

3,4519 

171 

10 

2,o855 

,45 

i5 

6      6 

Le  même  ,  pénétré  d'eau , 

3,3246 

.55 

" 

4   ^°ll 

1       i(58            ,..i»T.<,a, 

PÈ  CïPiQtr 

E8 

1 

Msiier»  romparéel. 

«.j,.„ 

Poid 

d.pi.do 

ube. 

p«,  .pk- 

ArJoise  neuve , 

2,8555 

•99 

^ 

7 

'  & 

La  même,  pénëcrée  d'eau. 

a,8592 

300 

z 

a 

3i 

Piern'  noire , 

a,i8(ij 

i53 

ù 

3 

33 

Lh  même ,  pénétrée  d'eau  , 

3,3774 

iSg 

6 

5 

3S 

Pierre  a  rasoir,   blanche , 

3,8703 

aoi 

5 

3 

47 

Pierre   à  rasoir ,    noire    et 

blanche , 

3,i3ii 

2") 

a 

6 

47 

Albâtre  oriental  blanc,  an- 

tique , 

3,7303 

'9' 

2 

6 

43 

Albâtre  oriental  blaâc,  demi- 

transparent  , 

3,7631 

t 

5 

4 

3o 

Albâtre  de  Montmartre  , 

a,lJ638 

i3 

6 

61 

Marbre  de  Bourbon-Lancy , 

3,6957 

188 

ji 

~~r 

34 

Marbre  dit  Boitrbonnois  an- 

tique , 

a,68o5 

,87 

10 

1 

20 

Marbre  dit  brecfi^  (TJlep  , 

3,6867 

,88 

X 

0 

60 

Marbredit  verretteond'Antin, 

3,7166 

190 

a 

4 

S5 

Marbre  dit  verrelte  nouveau  , 

3,854c 

»99 

i3 

1 

16 

Marbre  Campan,  verd  , 

3,7417 

■9' 

'4 

5 

46 

Marbre  Campan  ,   ronge  , 

3,7243 

igo 

II 

0 

60 

Marbre  noir  et  blanc  de  Na- 

miir, 

2,7167 

igo 

2 

S 

46 

Marbre  gris  blanc  des  Pyré- 

nées ,                                 ^ 

3,7356 

190 

13 

5 

37 

Marbre  dit  brèche  grue,  de 

la  carrière  de  Barbesan, 

3,7037 

189 

4 

1 

11 

Marbre  noir  des  carrières  de 

Biscaye  , 

2,7067 

189 

l 

4 

a 

K' 

Marbre  de  ligre  , 

2,7063 

.89 

7 

40 

Marbre  dit  griotte  de  Flan- 

^^M            drcs 

3,7080 

1S9 

8 

7 

iJ 

^V          Marbre  bianc  de  Carrare  . 

2,7168 

ino 

a 

6 

m 

Marbre  blanc  de  Paros  ,            | 

2,8376 

.98 

6S| 

L 

^^ 

1 

1 

À 

DB    DT  FF  BUSH. TES    HATIBBES? 


■439 


\5e 


if 


Matières  oompavéttb 


Marbre  noîr  d'Italie , 
Marbre  rouge  du  Piémont  ^ 
Marbre  gris  de  Malte  , 
Marbre  noir  et  blanc  de  Nor- 
wege. 

Marbre  gris  de  Norwege  , 

-""-■-- 

Pierre  de  Saînt-Leu  ,   de  la 

carrière  de  Saint-Leu , 
La  même  y  pénétrée  d'eau , 
Pierre  de  Saint-Leu  ,  de  la 

carrière  de  Maillet , 
La  même ,  pénétrée  d'eau  y 
Pierre  de  Saint-Leu  ^  de  la 

carrière  Notre-Dame , 
La  même  y  pénétrée  d'eau  , 
Pierre  de  Vergelet  du  plus 

gros  grain  y 
La  même ,  pénétrée  d'eau  y 
Pierre  de  Lambourde^    du 

côté  de  Gentilli^ 
La  même ,  pénétrée  d'eau  , 
Pierre  d'Arcueil , 
La  même  y  pénétrée  d'eau  y 
Pierre  grossière  y  du  fond  de 

Bagneux  y 
La  même  ^  pénétrée  d'eau  y 
Pierre  de  liais  ^  du  fond  de 

Bagneux , 
La  même  y  pénétrée  d'eau  y 
Pierre  èXxA  petit  banc  y  du  val 

de  Meudon  y 
Pierre    haute  ^     du    val   de 

Meudon  y 


Kapport 
des 

1>98.  8péc« 


3,7120 
3,8494 

a,7o54 

3,7281 
2^7090 

1,6593 

1,5781 
1,8017 

1,8094 

2,o362 

1,6542 
1,9325 

1,6610 

1,9045 

2,o6o5 
2,1891 

»>9779 

2,1 120 

2,0778 
2,2280 

2,2248 

2,2983 


Poids  du  pied  cube. 


Uv. 

89 


)0 

>9 


ODC   gros 

i3  3 

o 

i5  3 
10  o 


16 

34 

10 
3i 

36 

4a 

i5 
35 

16 

33 

44 

38 
47 

45 
55 

55 

60 


a  3 

6  a 

7  3 
II  4 

10  4 

8  4 

la  5 

4  3 

44a 

5  o 
3  6 
3  6 

i3  5 

7  » 

i5  a6 

11  6 

14  o 


4^ 

a8 

56 

46 


34 
aa 

56 
a 

16 
a5 

46 
»4 

5 

a3 
6 

44 

71 
% 

6 
3 

i5 

55 


Jm 


V 


H' 

MAT 

.....  1 

PIHFVKS.    Sràc.    DE    DIFPÉREKTES 

Rapport 

p«    ïpic. 

Poid» 

dupiedcubc.    1 

Pierre   de  Vaugirard  ,    dite 

ii.. 

6™      F- 

clichard , 

=,3574 

i65 

0 

a     za 

Pierre  fine  de  Vaugirard , 

,,456» 

,7a 

1 

.  34 

Pierre  de  Chaillot, 

3,0789 

,45 

8 

0    68 

'     Pierre  de  Saint-Cloud , 

2,aoii 

,54 

1 

.     6a 

^     Pierre  de  Saint-Non  , 

3,0776 

,45 

6 

7    a. 

Pierre  de  Saint-Germain , 

a,oii4 

140 

12 

0     jo 

Pierre  de  Conflani  Sainle-Ho- 

porine,  tenant  au  banc  royal, 

a,34oa 

iG3 

i3 

0    14 

Pierre  de  Notre-Dame , 

a,3775 

166 

6 

6    ag 

Pierre  divri. 

,,958. 

■3? 

I 

l    t    i 

Pierre  de  Saint-Maur, 

2,0342 

14a 

6 

Pierre  ponce , 

0,9.45 

64 

0 

1     66 

Verre  des  bouteilles , 

2,7325 

191 

4 

5     .4 

Verre  verd  ou  comomn  des 

vitres  , 

3,6425 

184 

i5 

3      i 

Verre  blanc  ,   ou  crvstal  de 

^  France , 

2,8922 

20a 

7 

a      8 

Crystal  des  glaces  de  Saïnt- 
Gohin , 

2,4882 

'74 

2 

6    20 

Crystal  d'Angleterre ,    dit 

FUntg/ojs , 

2^47 18 

0 

6    58 

a33 

Porcelaine  dure  ,    de  Sevré  , 

i5o 

3 

,    34 

Porcelaine  ancienne  de  Saxe, 

,75 

0 

3    a4 

Porcelaine  de  la  Chine  , 

Al 

.60 

>4 

6    68 

1 

i^io  dss  pesanteurs  spécifiques  de  difjérenies  matières,     | 

■■ 

i 

m 

Ii 

■ 

a 

TABLE 

DU 

COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 


Discours  préliminaire^  P*S^    ▼ 

Première  partie^  statique  ,  vii} 

Seconde  partie^  dynamique^  xix 

Notions  générales^  i 

PREMIERE  PARTIE, 

ÉLÉMENTS   DE   STATIQUE, 

i^HAPiTRE  PREMIER,  Principes  généraux  de  Véqui' 

libre,  page     W 

Grap.  il   Du  centre  de  gravité ,  58 

Chap.  IIL  Application  des  principes  précédents  à  Fé- 

quilibre  des  rnacldnes ,  'jS 

Section  L  De  la  machine  funiculaire  ,  76 

Section  IL  Du  leç^ier ,  et  de  quelques  autres  machines 

qui  s'y  rapportent  ^  gS 

S  ECTï  ON  III.  Des  poulies  simples  ou  composées ,  117 
Section  IV.  Du  tour,  et  de  quelques  autres  machines 

qui  s^y  rapportent ,  129 

Section  V.  Du  plan  incliné^  j53 

Section  VL  De  la  vis ,  168 

Section  VIL  Du  coin ^  174 

Ghap.  IV.  Des  résistances  que  les  maohir^es  éprouvent^ 

lorsqu'elles  sont  prêtes  à  se  moui^oir ,  177 

3ection  L  Du  frottement ,  178 

Section  IL  De  la  roideur  des  cordes  y  ^99 

AVERTISSEIKIENT  ^  ?09 


^ 

SECONDE  PARTIE. 

==■1 

r 

ÉLÉMENTS   DE   DYNAMIQUE. 

LIVRE    PREMIER. 

X»U   MOUVEMENT    COSÎIDÉrÉ   BK    LUI-MBMB, 

C>HAP.  I.  Principes  généraux  du  maiivement ,  page 
Chap.   II.   Du  moui-emenc  uniforme, 

310 
2l6 

Chap.  IIL  Da  moui'ement  umjhrmé  ment  accéléré  , 

ou  recardé ,  en  général , 
Chap.  IV.  Application  des  principes  précédents  au 
mouvement  des  graves  ,  qui  tombent  librement  ,    ou 

aig 

qui  glissent  sur  des  plans  inclinés , 

aaS 

Table  I, 

a34 

Table  II,. 

335 

Chap.  V.  Du  mouwemcnt  des  centres  de  gravité , 

^3 

Section  I.  Propriétés  générales  du  mom-ement  des 
centres  de  gravité , 
B      _Section  II.  Usage  des  mouvements  des  centres  de 

bid. 

^Ê    ,    gravité  pour  la  mesure  de  l'étendue , 

255 

LIVRE  SECOND. 

De  la  communication  dbs  mouvements. 

263 

Chap.  I.   Du  choc  des  corps. 

263 

Section  I.  Du  choc  direct  des  corps , 

265 

Section  II,  Du  choc  indirect  des  corps , 

274 

Crap.  II.  Du  mouvement  d'un  corps  libre  quelconque 

poussé  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas  par  son 
centre  de  gravité , 

281 

à 

1 

TABLE.  443 

C  H  A  p.  1 1 L  Du  mouifeihèhù  des  pendules  simples  ou 

composés  ;  du  centre  de  percussion ,  pdge  agS 

Ch  A  p.  IV.  Solution  de  divers probUmes  de  dynanaqt^e^  3o4 
C  H  A  p.  V.  Cànsidérdlions  mathématiques  et  physiques 

sur  les  mùchines  en  mouvement^  -3^ 

NOTES  ^UR  PLUSIEURS  ENDROITS. 

Noté  I.  statique.  ciftAP.  II:  i^àgë  74.  Manière 
générale  de  trouver  les  centrés  de  gravité  Jei  lignes, 
des  superficies ,  et  dèè  solides ,  dont  la  nature  est 
exprimée  par  utié  èijuàtiàn ,  S3g 

Note  II.  stat.  ghap.  III.  pk-èH  104*  Manière  de 
trouver  la  courbure  d'Uhé  chatrieitè  attachée  par  ses 
extrémités  à  des  points  mobiles  ,  .  847 

Note  III.  stat.  ghap.  III.  Fage  110.  Calcul  numé- 
rique d'un  pont^levis ,  353 

Note  IV.  dyn.  liv.  I.  ghap.  III.  page  aai.  For-^ 
mules  générales  du  mouvement  varié  ,  avec  quelques 
applications  ^  363 

Note  V.  dyn.  liv.  II.  ghap.  III.  page  298.  Déter-^ 
mination  du  centre  de  percussion  ou  ito^illatiôn 
d*uhe  sphère ,  379 

RECHERCHÉS  SUR  lIqÙÎLÎBRÈ  MS  VOUTES. 

Introduction,  383 

Section  L  De  V équilibre  des  voûtes  en  berceau ,  5y^ 

C  H  A  P.  I.  Détermination  de  F  épaisseur  des  pieds  droits^ 
lorsque  la  voûte  tend  à  se  rompre  vers  des  points  don- 
"    nés  des  reins ,  Und^ 

Chap.  II.  RelçLtions  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les 
forces  qui  agissent  sur  les  voussoirs  j  et  la  figure  de 
la  voûte  ,  pour  que  le  système,  des  voussoirs  soit  en  _ 
équilibre  ;  détermination  subséquente  de  V épaisseur 
des  pieds  droits ,  SgS 


^P  TABLE.  -^^1 

Gha9.  III.  Delà  figure  qu  il  faut  donner  aux  faces 
latérales  extérieures  des  pieds  droits ,  lorsqu'ils  peu- 
vent se  rompre  par  assises  horizontales  ,  page  4c 

Section  II-  De  l'équilibre  des  voûtes  en  dame  j  4.1 

■  Chap.  J.  Détermination  de  l'épaisseur  qu'il  faut  don- 
ner aux  pieds  dune  voûte  en  dôme  ,  pour  résister  à  la. 
poussée  de  la  calotte  supérieure ,  considérée  comme 
un  corps  décaché  ,  41, 

Chap.  II.  Conditions  de  l'équilibre  entre  toutes  les 
parties  d'une  voûte  en  dôme ,  4a3 

Chap.  III.  De  la  figure  extérieure  des  pieds  droits 
£un  dôme ,  lorsque  ces  pieds  droits  tendent  à  se  di- 
viser par  assises  Itorizontales  ,  43' 

Fesahteuos  spécifiques  de  djfféaentes  MATIERES ,  4?: 

FIN. 


ERRATA. 
Pag.  I ,  lig.  g ,  ail  lieu  de  sorps ,  lisez  corps. 
^^g-  95,  lig.  10,  aa  lien  de  Section  IV,  lisez  S 
En  regard  de  la  page  numérotée  iSi  tOu  lieu  du  ^j<,  4.»c^ 
£n  regard  de  la  page  numérotée  %Ql^,  au  lieu  dei6&  ,iises 
Pag.  3^ ,  lig.  i ,  au  lieu  de  théoiéme ,  lisez  problème. 


tt  de  S'il,  lisez  iS! 


NOTICE 

Extraite  du  Catalogue  des  Livres  de  Fonds  et  d'Assortiment 
de  FiRMiN  DiDOT,  Libraire  pour  les  Mathématiques , 
la  Marine ,  V Architecture ,  et  les  Editions  stéréotypes  , 
à  Paris,  rue  de  Thionville ,  n®  1 16. 


C 


^ouas  de  mathémadaueJ  du  citoyen 
Bossut ,  à  l'usage  du  génie ,  7  roluines 
in-8.  ,  br.  ^1  ^' 

On  vend  séparément 

Arithmétique  et  algèbre  ,  an  p  ,  5  f . 

déométrie  et  application  de  1  algèbre  k  la 
géométrie  ,  an  9  ,  .  ^ 

Mécanique  ,  dynamique  ,  et  ftatique  , 
an  10.  5  *. 

Hydrodynamique  ,  an  4 ,  a. roi.         10  f. 

l'raité  du  calcul  intégral,  et  de  calcul  dif- 
férentiel, an  6,  2  vol.  1»  f. 

Cours  de  mathématiques  du  cit.  Bossut ,  à 
Tusage  des  écoles  publiques ,  in-8 ,  rare, 
broché  ,  6  fr« 

Cours  de  mathéihatiques ,  de  Betout.  à 
à  l'usage  de  la  marine,  6  toL  in-8 ,  édi- 
tion originale  ,  br.  19  f*  aS  c. 
On  vend  séparément 

Arithmétique  f  suirie  d'une  instruction  sur 
les  nourelles  mesures ,  et  de  tables  très 
utiles  pour  la  pratique  de  la  naviga- 
tion ,  a  f.  5o  c. 

Céométrie,  a  f.  ^Sc. 

Algèbre,  3  f. 

Mecaniçjue  ,  a  toL  6  f.  5o  c. 

Kayigation ,  ^  4  f*  ^o  c. 

Cours  de  mathématiques ,  k  Tusage  de 
TartiUen'e  ,  4  roi.  in-8. ,  grand  papier , 
édition  otiginale ,  br.  ao  f. 

On  vend  séparément 

La  première  partie,  contenant  l'anthméti- 
que  ,  la  géométrie  ,  la  tiigonométrie 
rectiligne  ,  l'application  de  l'algèbre  à 
la  géométrie  ,  a  vol.  10  fr 

la  seconde  partie ,  contenant  la  mécani- 

3ue  et  l'hydrostatique,  et  l'application 
ef  principes  de  la  mécanique  k  diffé- 
rents cas  de  moorement  et  d'équilibre , 
a  volumes,  10  f. 

Théorie  générale  des  équations  algébri- 
ques ,  in-4 ,  1 779 ,  br.  16  f. 
Elément  de  géométrie ,  par  A.  M.  Legen- 
èct ,  faatrieme  édition;,  in-S ,  br. ,.    6  £.  ' 
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